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PRÉFACE. 

Jbitf  reculant  les  bornes  de  l'Analyse  ^  les  grands  Géoi^iètres  de  notre 
siècle  ont  donné  à  sa  marché  une  perfection  qui  devait  influer  nécessajt- 
rement  sur  la  manière  d«  priésenter  les  Tentés  connues  avant  eux.  On 
remarque  en  eflet  dans  rhistoire  des  Mathématiques  certaines  époques 
on,  sans  que  la  Térité  des  propositions  particulières  ait  souffert  aucune 
atteinte,  leur  enchaînement  systématique  a  changé  par  les  rapproche- 
meoB  auxquels  les  nonvdlea  découvertes  ont  donné  lieu  :  les  princ^>e8 
sont  devenus  plus  fécwids,  les  détails  mcMns  nécessaires,  et  la  géoérahté 
des  Méthodes  a  permis  encore  dVmlvasser  la  science  en  oitier,  malgré 
les  pas  immenses  qu'elle  avait  Êits.  On  était  à  l'une  de  ces  époques, lors-' 
que  je  puUiai  (en  1797)  la  première  édition  du  Traité  que  je  nieta.de 
nouveau  sous  les  yeux  du  Public  :  la  réinûon  des  nombreux  matériaux; 
relatiis  au  Calcul  différentiel  et  an  Calcul  intégral,  épars  dans  les  CoUec- 
tîoDS  académiques ,  pouvait  seule  Eure  connaître  toutes  les  richesses  de 
ceite  branche  importante  de  l'Analyse,  et  réduire  à  un  petit  nombre  do 
méthodes  générales,  une  foule  de  procédés  particuliers  qui  tenaient  à 
l'en&nce  de  ces  calculs;  m^  une  simple  compîbtion  n'aurait  pas  atteint  ce 
but.  Les  mêmes  découvertes  s'étant  présentées  à  plusieurs  Géomèirea , 
sous  des  points  de  vue  très-diâërens ,  il  en  est  résulté'  plusieurs  méthodes 
entre  lesquelles  il  feUait  feire  un  choix,  ou  qu'il  Mait  exposer  dabs  vd 
otite  qui  mit  en  évidence  les  rapports  par  lesquels  elles  sëlieqtles  unes 
aux  autres  ;  enfin,  il  nétait  pas  m'Oins  nécessaire  de  domier,  pour  ainsi 
dire,  à  toutes ,  une  teinte  uniforme,  qui  ne  laissât  point  appèrcevoir  de 
diffîrence  entre  ce  qu'on  devait  à  un  auteur  et  ce  qu'on  avait  emprunté 
.d'un  autre,  et  répandît  sur  le  tout  un  égal  degré  de  précision  et  de 
clarté.  Telle  est  la  tâche  que  je  me  suis  imposée  ;  j'ai  senti  toutes  les  diffi- 
cultés que  j'aurais  à  vaincre  pour  1&  retnplir  avec  succès;  mais  llmpor- 
tance  de  la  maUère  et  le  désir  d'être  utile,  m'ont  soutenu  dans  cette 
pénible  carrière,  et  surtout' la  persuasion  qu'un  essai  dans  ce  g^ve, 
quelqt^éloigné  qu'il  pût  être  de  la  portion,  contribuerait  néanmoins  à 
ravancement  de  la  science.  Avant  de  rendre  compte  du  plan  que  j'ai 
suivi,  je  crois  devdr  remettre  sous  lès  yeux  du  lecteur  Porigine  et  les- 
privés  du  Calcul  différentiel  et  du  C^cul  intégral,  afin  qu'il  puisse  mieux 
^précier  les  raisons  qui  ont  déterminé  l'ordre  que  j'ai,  adopté.  . .  ' 
La  découverte  du  Calcul  diffîrentiel  et  du  Calcul  intégnd  ne  remonte 
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qu^an  17*  ôècte,  mais  lea  questicms  par  lesquelles  cm  ][  a  été  conduit 
s'étaient  présentées  dès  les  premiers  tçttp*  nde  lia  Géométrie.  Lorsque 
les  anciens  Géomètres  ont  voulu  comparer  les  figures  oirviltgnes,  soit 
entre  elles,  soit  avec  des  figures  rectiUgnes,  ils  ont  été  obligés  de  donner 
un  toiir  nouveau  à  leura  âétnQD8trations.'Iia''dcuïSéine  proposition  du' 
livre ^^  des  'Élémens  dDaclide,  offîre'lie  premier  essu  de  ce  genre, 
qui  soit  parvenu  jusqu'^à  nous.  Elle  a  pour. ob}et,  de  prouver  qtie'les  sur-' 
feces  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  dés  diamètres.  Il' j~ 
a  ici  un  passage  du  £m  à  T-mfiâij  car  .dans  %  proposition  précédebte,' 
EucHde  montre  quece  rapport  eit  ceTtu-des  polygones  semblables,  ins-' 
crita  dans  deux  cercles- Bffiërèiis ,  ét'il  jne^paraît  ëvîdoit  que  le  Géomètre; 
quel  qu'il  soit,  ^  décôuvnt  cette  vêniç,  voyant  qiféUé  était  iûdépen-' 
danté  du  nombre  de  cdtes  dap61ygt^ë,-et  ^'en  même  tèmjis  ces  poty' 
gopes  diffêraient.d'autant  moins  des  oerclës,  qu]!ils  àvûent  plus  de  cdtéâ,' 
a  du  nécessairement  coBclure  de  làg  en  Vectude  la  loi  jde  coiAinuîté; 
que  la  {HTOpriété  des  prraaksv  convenait  aux  seconds.  On  regarderait 
aqourdïiui  conmie  s^èainnient  prouvée  par  ces  raisomtemens ,  \â  ■ 
proposition  qui  eu  est  l'objet,  et  là  pli^>art  des  livfes  élémentaires  u'eii 
doiment  pas  même  d'aussi  com^ets^maisles  Anciens  ont  été  plus  difficile^ 
que  nous  à  cet  égard  :  ils  n'ont  jamais  voulu  se  permettre  de  confondit 
entre  éllee  deux  quantités  qui  avaient  une  diHêreuce,  si  petite  qu'elle  fùC 
t'our  mettre  donc  hors  <d'atteinte'la  jiropositien.  dont  ils  avaient,  pouè 
fiinsi  dve,  deviné  Vudstencé .parles  «oii^idérations  que  je.  viens  d'iïidi* 
qiier,  ils  ont.  cberohé  a  prouver  que  lé  rap{>ort  des  cercles  end:^  étix 
ne  pouvait  être  ni  plus  ^and  ni  jplûs  petit  que  celui  des  quarrés  dèléurs 
^ïamètrès;  et  pour, y  parvenir,  ils  ont  commencé  par  montrer  qu'on 
pouvait  toi^ours  tro&ver  unpol^gbnc  iB¥rlt,-qui  né  difTérât  du  polygone 
correspondant  circonscrit,  et  à  plus  forte  raison  du  cercle  lui-mâne, 
que  d'ime  quantité  moindre  qu'une  grandeur  donnée. 

Ardbimède  s'éleva,  par  des  moyens  à  'péa  près  &ead)lables,  à  des 
jnroposititms  beaucoup  plus  difficiles.,  telles  que  -les  rapports  Ses  'surïaces 
'et  des  yoluines  du  cylindre  et  de  la  sphère,  la  quadrature  de  la  parabole 
et  les  propriétés  des  spirales  :  mais  ne  croyons  pas  .qu'il  les  ait  décou- 
yertes  amsi  qu'il  nous  les  a  transmises.  .Ces  vérités  d'une  espèce  avec 
;iaqnelle  les  esprits  n'étaient  pas  encore  ËunifiariBés,  ont  dd  rencontrer 
'beaucoup  de  contradicteurs,  et  l'homme  de  génie  qui  les  avait  dérobées 
pour  ainsi  dre  à Tobscurité  qui  les  cachait,  saitit  que  re:q>osition  des 
'.jdées  qui  Tavaient  dirigé  dans  ses  recherches  ne  sufiirait  pas  poiir 
convaincre  ces  hcanmeSj^^e  l'ignorance,  souvent  jiânte  à  Teoyie, 
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«wdère  çoïrïzç  tQHt.c^'qiM-leaF.B&t  «^{^eyr.^Çeci.  n'esj;  point  ope. 
oonijeQ(ur&:  Acc}iie»ède,'Qtt  act^QSsapt  à.sen,  àn^  Ikeitfaée, .soa  Xj^té 
àb  la-  quB|dFatore<  de  la  FEoabole)  répond  d'à vjnce,  e^  s'autorisaot 
de  F^aoaple  des  GécKoétree  t^i^^  l'ont  précéder  a  peux  .qui  roudraient 
élever  des  doutes  sur  ses  démonstrationa  (^). 

Iian(^^sifrè8  de:  loagoea  téaébres ,  le  âaiBl>eau  des  sciences  vint 
à-âfilraUUZEier,  que  les  écrits  d,'Ëudid&  et  d'Archimède  furent  traduits  et 
Cfilame&téa>  cm  chercha  à  retrouvée  le  Cl  qui  avait  pu  les  diriger  dans 
leffrs'dâcouvediesj'mais  ou  neritard&pointà^'appereevoir  qu'ils  s'étaient 
beaucoup  ^tlus  occupés  de  c(Nivainci%  que  d'édalrçr  leurs  conten^rains  : 
on  fut  dono  obligé  de  quitter  leurs  trace»,  et  de  penser  à  se  frayer  des 
routes  nouvolles.  T^es  fureid  ^fa  doute ^lât,  raisons  qui  portèrent 
CavaUeri  a  se  dépfirlir  de-  cette  etiLtrême  rigueur,,  et  le  conduisirent  k 
la  méthode  dea  indivisibles ,  par  laquelle  il  regarda  les  ii^iâs  convne 
eonpoeéses  de  pointa^  lee  sur&f e&  çonni^  çom^^os^-  de  Ëgaes^  et  les 
eorps  Gomin«  composés  de  sur&ces.  I«  soin  iqa'il-  eut  de  vérifier  sa 
Dd£t}u>der  recommaBdable  .par  la  l»'îëveté  qu'elle  apportait  aux  dcmonV 
t^tkus,  en  compjarant  les  résultats  ^'elle  dt^^t,  avec  ceux  que  fes 
AïKâeoa  srâient  yrdurés  à  leur  Bianièreirlui,î^j^a  le  courage  de  s'avea- 
tarer  pour  oinû  dire  dans  un  pays  DtNcveàu.  il  fut  attatjué  sur sesprio- 
cqies,  mtôs:  U  se  défendit,  ea  m^nbrant  qu'ilj^  pouvaient  étiie  traduits 
Ahbs-  teux  d'Archimède.  «  Ce»,  stiT&c«s:  et  ces  Ugpes  ;  dont  Cay^eri 
tt  examine  led  r^prats,  »  dît  Mf»itudA>,  a  ne  sont  autce,cluMe. que  les 
Il  petita  seKdes  oti  ks  tanan^Ai  ioswts  efe  circ^nacrita  d'^rch^ède , 
B  îmiinéS'àinai.graiidnond^yqoe.lmir  âiffêt^iç9aT4cUigure  qu'ils 
»  eQTÎronnenèf  sfHt  moitLdre  qoe-  tonte-  grandew  donné&j,  mais  tandis 
ft:  qu*ArdÀaèdej  àdiaqne  iôia  «fa^il  0ntrepreiui  dedéncnit^er  ka  rapr 
M)  '  ports,  d'miif  figure  curviligne  aree  une  autre  ca!iuuie<,  «n^oie  un  long 
»  circuit  de  pacoks  et  un  touK  indireot  de  dém«|i^«ti«Bs;  le  Gécwètre 
»  s'âançaoten.qusltpiesorte-duiftl'infiol/vftsaiwpaFtVsi^le  dea^^ 
1»  tériM  de  ces>  diTi»ui&  et  d»  ces  8ondl«^l£«s -coatimittt^  K 
»  «ufiik  anéiUitir"(**}  la  dJAœaito  eatr»  les  figiaa»  mctiligpfïs  inscditet 

— - — _L-j — :_ — j ■^';  "  "    .-'-"• 

'    (*)  Usi  aatan  ixm^eeéeiHliiiaMUe  Htàm-  Gftfpàlfm,  ^-tfrtll  )a»»/«HwmMî. . . . . 

•;••■•.- ■■■•••• ;....:...J...^....-...W.-...,.....,...   e»»K%i« 

'■aittatf,  bC  ûniaùque  Aatwm,  cm»  dtrinwr,  tf^eaitm^tmi  nêif  miimt  fii^  Ht,  quœ 
'    Ittnr  A«c  lemtnato  tUm^nHrata  jtmUfJidef.  adhibità  tit;  parifide-  itfipar  Us  i  aufg  à  mbis 
«dtta:WHliniAci/iaiâ.  CAKhined.  ojjer.  OxonÛD,.i7gs,p.'k8.}' 
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3»  (et  drccDSOites,  et  j^.  figures  cnrViUgiieB.  Le  nàot  Sin^vUïVte  est 

3>  impropre  n  Fon  reût ,  mais  il  n'en  résulte  aucun  danger  pour  la 

D 'Géométrie  »  ;  i*ajOK(f;;Til,  lorsquH  est  rappelé  à  sa  juste  valeur,  et 

qifon  a  &it  tôt  quH  ne  d<^  éorê  regardé  que  comme  une  expresàtm 

abrégée. 

Rc^Krra]  courut  en  France  la  même  carrière  que  Cavâlleri  {l'hait 
ouverte  en  It^ie  :  en  cherchant  par  la  lecture  des  ouvrages  d'Archîmède, 
â  se  former  une  méthode  pom"  résoudre  les  problèmes  concernant  les 
figures  curvilignes ,  il  trouva  celle  quil  a'  laissée  dans  son  Traité  des 
bâivisibles,  et  qui  ne  diffère  de  la  méthode  de  Cavâlleri,  que  dans  les 
termes.  Le  désir  de  se  méne^er  des  triomphes  sur  ses  rivaux,  le  porta 
à  cacher  ses  découvertes ,  dont  la  puUication  du  livre  de  Cavâlleri  vint 
lui  ravir  les  avantages ,  et  le  punit  justement  d'avoir  écouté  le  CMiseil 
d*un  amour-propre  mal-entendu. 

Roberval  trouva  encore  pour  mener  les  tangentes  aux  courbes,  une 
méthode  ibrt  ingéuieuse  à  la  vérité  dans  son  jmncipe  ;  mais  quoique 
plusieurs  personnes  aient  voulu  la  mettre  en  parallèle  avec  celle  de 
Descartes,  dié  loi  est  cependant  inférieure  de  beaucoup  ;  car  dans  le 
plus  g^and  nombre  de  cas,  elle  âe  &it  que  i^cider  la.  difficulté  du  pror 
blème^  La  m^hode  de  Descartes  au  contriaire  ofi^e  pour  toutes  les  couîiies 
a^ébriques  un  |»océdé  dont  l'esprit  est  fiicile  à  saisir,  et  dcmt  l'^f^Ii- 
catioa  conduit  toujotvs  an  but  désiré.  Il  me  semble  qu'elle  ne  fbt  point 
estimée  tout  ce  qu'die  valait  dans  le  temps  où  elle  parut  :  sans  doute 
ks  écrits  des  Anciens  offi-ent  des  exemples  de  recherches  qui  demandent 
une  bien  phis  grande  force  de  tête ,  et  qui  par  cette  raison  ont  été  plus 
admirées;  mais  ne  devrait-on  pas  préférer  à  la  difficulté  vaincue,  les 
méthodes  fécraides  qm  dimœuent  le  travail  et  rendent  accésu];^  à  tous 
ce  qui  n'était  que  le  partage  d'un  ^tit  nombre  d'esprits  tnmscaidans? 
Les  obligatioDS  que  la  Pbilosoj^e  et  les  Mathématiques  <mt  à  Des- 
cartes, sent  trop  cmnues  pour  qu'on  puisse  rien  ajouter  à  ce  qui 
a  été  dit  à  cet  égfurd  ;  mais  on  a  trop  négligé  peut-être  de  feire 
tdtiserver  ua  point  par  leqnd  ce  grand  homme  a  un  avantage  marqué 
-sur  les  Géomètres  ^  sw  teii^.  Qudque  soigneux  qu'il  fût  de  sa  gloire, 
il  paraisstût  encore  plus  fortement  occupé^de  la  prt^gation  des  sci»ices, 
«t  ce  qui -le  prouve^  c'est  que  ses  ouvn^ies  pr^ntent  toujours  thistoire 
de  ses  pensées ,  et  mettent  sur  la  vrae  ceux  qui  voudraient  essayer  de 
pousser  phis  loin  les  recherches  quil  a  mtamées.  On  peut  cGré  qu'il 
était  le  seul  qui  écrivît  alors  avec  cette  netteté  et  cette  simplicité  que 
doit  toujoan  avoir  le  gtjrle  des  «uTragès  scientffiqoes.  Il  aurait  pu  ce- 
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poidant  profiter  ctefluaâthodea  générales  qu'il  pottédait,  pour  résoudre 
les  problèmes  les  plus  difficiles,  et  n'en  puldier  que  les  résultats  dé> 
mraitrés  à  la  maoiùre  des  ^ciens;  U  ne  s'en  swaît  pas  moins  assuré 
un  rang  diatingué  pcurml  ceux  qui  cultivaient  alors  les  Mathématiques; 
mais  il  aurait  sûrement  beaucoup  moins  de  droits  à  la  reconnaissance 
de  la  postérité. 

Fermât  «tait  en  postfessioa  arant  Descartes ,  d'une  méthode  des  tan- 
geates;  mais  il  ne  la  publia  ^'après  que  Descartes  eut  £tit  -connaÎQrela 
sienne^  et  il  j  joigi^  nhe  méthode  «fe  Maximik  et  Minimi*.  Ces  méthodes 
sont  plus  simple^  que  celles  de  Descartes  ;  mais  elles  ne  furent ,  pour 
ainsi  dire,  qu'Indiquées  par  Fermât ,  qui ,  loin  dlmitw  la  noble  franchise 
de  Dèeicartes,  ne  Mssa  point  apperceroir,  du  moins  pour  celle  de 
Mca$imu  et  Minâniê,  quelle  route  avait  pu  l'y  conduire,  et  de  quelle 
maniàre  on  pouTait  la  démcHitro'.  Descartes  crut  d'ab<Hrd  que  ces  deux 
méthodes  étalait  làu^ses  :  dans  TonplM  qu'il  avait  voulu  Ëdre  de  celle 
des  tangentes,  U  géoéraliftait  mal-à-propos  les  considérations  paiticu- 
Ëèrés  à  l'exemple  dont  Fermât  s'était  servi,  et  il  ne  fut  pas  possible  de 
le  fiiire  rev^ak  sur  cette  r^le,  qu'il  rectifia  à  sa  manière.  Il  porsista 
même  à  cnnre  que  ce  ii'était  que  d'après  lui  que  Fennat  ea  avait  cMUiu 
le  dé&nt 

Far  tme  foule  de  découvertes,  dont  jdusiears  relatives  aux  nombres 
«Mit  eiercé  les  plus  célèbres  Analystes  de  ce  siècle  et  du  précédent.  Fermai 
a  domié  les  preuves  d'un  grand  génie.  Ona  dit  qu'il  eât  remplacé  Descartes , 
ai  Dfiscarteâ  n'eût  point  eidsté:  oui,  â  <m  en  juge  par  l'importance  de 
ses  travwix  et  par  les'diffîcultés  qu'il  a  vàmcues;  mais  jepense  qu'il  est 
pormis  de  douter  qu'il  eât  adtfuit  contribué  à  la  propagï^<»i  de  la  science, 
que  le  fit  8<xi  riv«l  par  son  caractère  eommumcatif  et  la  mamère  simple 
dont  il  présente  le  résultat  de  ^es  recherches. 

Fermât  avait  sur  Descartes,  engagé  ccmtinuellement  dans  une  mul- 
titude de  querelles  que  lui  suscitait  l'envie,  et  occupé  d'une  foule  d'objets 
différeos,  l^vantage  de  pouvoir  se  livrer  à  l'étude  de  la  Gé<»nétne,  sans 
autres  distractî^ms  que  celles  que  lui  di»maicait  les  devoirs  de  sa  place. 
Cette  ccmtxDUité  âe  méditations  sur  un  seul  ol^et,  a  dû  nécessairement 
aider  son  génie  à  surmonter  de  plus  grandes  diffî.cultés ,  et  contribuer 
à  la  perfection  des  méthodes  qu^  avait  inventées  ;  car  w  doit  Ëdre  entrer 
la  coDBÎdération  du  temps  ^me  l'évaluation  du  produit  des  puissances 
mortes,  comme  dans  celle  des  effets  des  forces  phydques  :  Leibnitz  et 
Kewton  noue  offriront  bioitût  l'occasion  de  r^ter  cette  remarque. 

Huygeus  dàucmtra  le  premier  les  deux  rè^  de  Fermât,  âluxe  en 
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pr<^sa  ensuîe*  un«rtréé-fiâtipk  pouac  medCr'  Ick'tabgeotes^'et  qtir  iTeet 
ap  fond  que  réa<mc«f)iu  caknd  qu'exige  celle  de  Fermât,  dég^e  de  tout 
ce  qa'il  a<  dlmdileiVfjp^  Barrëw  imagloa  ma  triangfe  caractériatiqiiet 
qui  eet  la  mtmtdiqie  que  te  -triante  diÇfêrentîel,  et  atteignit  ainsi  le 
denûer  de^  de  simplicité  qati  pât  recerotr  la  médiode  drâ^  taogeates 
par  rapport  aux  coisr)>eB  algébriques. 

Pour  ne  point  iateireitapre  Fhisteire  da  pnfelèi&e  dei  taigelites,  fai 
laissé  de  cdté>  1^9  p^  qui  avaient  été  &lt&  depuis  Cavalleri,  vos  k 
solution  généspik'  d«  odui  ^s  quadratures.  Grégoire  df:  S.  'Vincent  y 
Roberratet  Vok^  oètinfenc  dans  cette  matière  des  soccfe  importanB^ 
dont  rénumération  n'est  point  de  nirai  sujet,  |erce  qu'ils  ne  sont  dà» 
qu'à  Tapplication  dé  la  méthode  des^Anâens  ou  de  celle  de»  indivisibles  : 
il  ËiQt  pourbuttoa  «xç^ptex'  la  Oonsidération  de»  polygones  â  écAeliè»,  d« 
Grégoire' de  8.  Viaceot,  ou  de  la  saiee  ^ib»  rectangles  mscrils  ou  circffl» 

-  àritoàmièBi^mecourl]e,quia'paéMHierridéedëPappDcatiâKdaCalcal 
mtégralana:  quadratures. 

'  C^damr^/TAii7infti'9a«<fe8ùi^»»de>Wsffis,qu*oQroitIesprenHèretf 
traces  de  l'appbcatioa  du  calcul  algébrique  à  la  qna^alun  des  espaces  ^ 
app&calion  qui  est  lbndée.siir  h  méthode  des  iodins^les.  Wallis  amaà* 
d^  les  suites,  et  cherche  à  en  exprimer  la  somme  par  teurs  prénùei^à 
«t  leurs  derniers  tenaes  ;  9  x^^i^cnt  ainsi  à  «mne^tre  cette  somme ,  ou 
plutôt  M  Enûte-,  dons  le  es»  où"  le  nombre  ctes  termes  {t  sommer  est 
ioSni,  et  on  le  derajer  de  efes-uraiesne  Pest  pas.  ËnvisageEut  alora  \em 
surfikces  comme  Smaéei  d<e  lignes  dont  le»  to^ue^mi'  raiient  suivait 
nnb  COTtaine- loi>,  #  trouve  r«fpr«seieo  de  e«-8m<hc^,.ee  sommant  la 
suite  des  lignes  dont  dles  wât  eotnpeséesL  GMte  néljMde  fiût  dBpœdrev 
par  exemple,  réradu«tK»i  de  Teaf&  du  trieSi^  (ttf  U-  somnoBtioa'  de  la 
pn^ression,  p^  différence- (on  arttlimétiï^e)^ 

Vfatlis  démdntra  par  sa-nùiAode  la  rè^  ftiadamcEMate  de  la  quadra- 
ture des  courfif!9  dmt  fôfftituaée  ê&C  proport^mt^Ue  à  une  pcuasaoce 
qaelocmque  de  rabseiisse  ;  et  ip  «dt  àtota-  Faire  de  tontes  les  com-bea 
dans  lesquelles  Porâ<}miée  esf  «i^rtrftée  put  tnaie  smte  der  moaiwcies.  l* 
métliodË  d!^aÇs)!|!0ljaUtM  qu^  M^î/iee  mcwe-  pom^  quiuver  oertaiaes 
CDuilKS^trçlqnalipa  se  tPMTtdt  va  qadqtte'S«Nrt«eomprîBe:eQlee''dtox 
autr^  que  sa  {Hrentière^  méâKiêff  pouvtnb  atteindre,  mérite  surmnt  de 
fixer'  ràtVentiDn  dte  ceux  quf  ptttcourrtmF  ses  ouvrages,  parce  qs^dlb 
Cimtienr  fe  germe*  des  pha  b^SIks  déeout«rK»-  da  Newtea ,  et  qct'eOB 
fattat  encofe^av^ôurd'hui  )a  {tarde-  la  ^u»  importHite  ^  la  théorie  dos 

.  sïùtes.  Ceiite  méthod^,  conduisit  Wfdlte  à  des  expressions  (pèa-remar- 
quables  de  l'aire  duco-cle. 
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WaIIis^<;Uito«nd4iuiKwg^)^é<wetix^  influé  sur 

les  ^Bogrèé  de  l'Analyse  j  m4«pcHpdaoainwt  de»  4«^pTa)t«  ^pù  im  aonl 
proprés,  il  a  Ëjtoctre 'dee  ôKJitâ  .svr  Ja  fivfi:igSfotàfi  j^ai^^  ,c41es  que 
ka  ccusid^ratiOB'ât^'éuiïea:,  âc#t  il  «st  lUaTWteQTt  6t  im^ 'pmsqu'eM 
D^me  temj>6.â  Ja:plq«uH;  fl<)s  iGéftfoèU!^ 

Niùl  ef  Von-Iieiiraet'âDBpjÈriait,  dans  il'unè  df8  ^«aniboI^iS  -CMbiqu^* 
k  preiiiier<«ai4>feiif jineicauiKareiiïti^  .«eit  l^«iej«t  4oiit  V4Vi<^Hew»et 
fit  Usage,  râisiéne  le  ^is^ilème  dw  iwotil^cMiQwi  0*^^49^ '4fU><}^^^ 
ftixnwker  «t  Het(»lw  ipoùsaâi^it  ph»  àfm  \\^  .djéçoiurertios  de  W«Uis , 
ft  jranliireiit  àox  praaaièdes  auites  «QIUHW&  poiv-,t9^Hiid^ 
et  de  rhjperbolfi  :  le  prénier  .déeouvriX  >  ^iwa  lee  th^çtions  coati^ues , 
noe  nouvelle  espèce  de  suites  infinies.  U  Ëuit  ren^rquer  que  le  ptipcqte 
fondamoital  de  la  rectifietfioii  diM'CQiHiie^.dwt  i^t-Myxl  J^ 
de/b  seductioai  ,dm  jEraolittiB  .jpocoiWAées  «a  «luUta  in&tifïs^  giùrnùl: 
SCercator  en  panetâio»  ^  k  fu«àNAWp  ^  :11)jçpecl;!Çte,'  »  ^PUTent 
dans  lesïoovragBs  de  ffValUs. 

Tel  âaitÀpeu  pffés  Tétat  coonHde.la.aciense^IcMiaqiCea  1669.il  â!éta^ 
fcUt  entre  Newton  .fit 'jCûDIbs^  par  r^drenusede  JBarrQWtUnconuaercf 
de  lettres.  Ce  dernier  communiqua  ^O^JOins,  au  moisFcte  Juillet  de-cettç 
■année,  Véeët  de  Newton,  qui  a  ponrtiiftre  :  J3e.aaafy^ per  atqvatim»» 
•Tiwnerô  Urtnimi^m  .ir^aiku  ;  et  ,Bam>w  tirafK;  .tui-nôiâioe,,  j^a»  iupe  d? 
•seé  lettres^  le  /canictèœ  jde  la  Alntliftde  di9  Newton,  .qii!il,r^garde  coQune 
ime.extenpioo  de  odle  <dB  lilercatori  fixtiQOsiw  |^  e»t,«a4i>qu^,AU  coi^ 
du  génie,  et  nie laiwe  jîm  à  âeùr«r  dfHWCiB;ge9i%..K^ffitoa.obserre  à 
-la  fin  de  J^crit  cité,  Imfâs  sans  «n  âoDQa''«ufiiui  «a^ple;,  in'il  e«t  en 
oétat  dé  mener  des  tanganiCT  aux  ooiirï»s  «mcaiiigue&j  0t  .plqa.  Itfis-  jl 

ajoute  :  iS^  t*fti  viaiTÙgB^MÙuf  etthet».  ....■', 

Barrow,  CoUîns  rï  01âffliib«arg>r^|KindiKnt,  par  leur.OQrregpopdapçe, 
les  découTeites.ànaljrtiqaeB  de  ]!fawt«Q}  ils  .en. firent  eoun^tre  Tobi^t 
à  pluHeàrs  Géomàtrea  du  continent,  tetsque  Sliue  et  BoreUi. 
C'est  en  167a  queXeSiiûtï  paraît  pour^la  |M:emière  fQt»  Aur.la  scènç. 

•tl  se  tronrait  alors  à  Londres ,  et  communiqua- à  pl^ieu(^  membres  de 
la  Société  royale,  quelques  rechercha  siu*  la  théone.des^jUffêKepces  des 
nombres,  dazts  lesqu^fea  on  loi  moQtlYi  qu!il  «"étaU  rwcoiitré. avec 
llootmi,  géomètre  lyramais:!)  quitta  biemâtice.gènEe'de-b'avail  pour 
ainstruire  dans  là  dbctriue  des  aéries ,  qui  fi^t  l'attentiop.  de  tous  les 

.  Géomètres.  En  1674,  il  amiooçà  à  CHdendwurg ,  J^v^f?  qui  il  à'éta^t  lié 
poidaût  son  voyage  czi'Anf^eterte,  qu'il  pç^éd^t^a  théorèmes  très- 
ua;>^tan5,  r^tiv«ment  à  ia  qùadrtAure  dtf.eercl«,par  les  ^sénes*  et 


Digitizeclby  VjOOQIC 


Tuj  PRÉFAGt.' 

surtout  qa'il  avait  des  méthodes  analytique»  très^généralés.  OiAeaùwîrs 
répondît  à  6^  lettres ,  qall  croj^ait  deroir  le  prérmr  que  (^:«gory  «t 
Newton  avaient  anssi  Uonvé  des  méthodes  qui  do&naieDt  la  quadrature 
des  courbes ,  soit  géométriques ,  soit  mécûùqoe» ,  et  8*étendaieat  au 
cffl^Ie.  Je  passe  sur  toutes  les  lettres  qui  furent  écrites  rektiTement  aux 
s^es,  parce  qu'il  n'y  a  aucun  doute  que  les  Géomètres  anglais  n'aimt 
à  cet  ^ard  Parant^  sur  L^mitz  i  mais  il  paraîtra  k  tmis  ceux  qui 
auront  quelque  impartialité  y  que  Leibnitz ,  prévenu  par  eux ,  ne  leur  doit 
que  l'émulation  qi^éveillent  toujours  dans  1^  hommes  de  gàiie  les  travaux 
remarquables  de  leurs  contemporains,  et  qu'U  tr(HiTa  de  son  cdté,  par 
des  moyens  qu'il  s'était  créés ,  les  séries  qu'on  a  t^ut  revendiquées 
sur  lui. 

La  premi^  communication  directe  que  Newton  ait  eue  arec  Leibnitz^ 
se  trouve  dans  la  lettre  qu'il  adressa  À  Oldemboni^,  le  i5  juin  16761 
.  Les  termes  honorables  dans  lesquels  il  parie  de  Leibnitz  an  cmumenv 
cernent  de  cette  lettre ,  i«i>uvent  qu'il  avait  su  Vapprétisr.  Newtrai , 
dans  cet  écrit,  qu'il  avait  rédigé  pour  passa-  sous  les  jeux  de  Leibnitz, 
ne  traite  que  c^  séries  ;  et  il  en  est  de  mÊOK  de  la  -réponae  que  LeibnitC 
fit  à  Newton  par  la  voie  d'Oldembourg. 

J'arrive  à  la  seconde  lettre  de  Newton  9  Oldembourg  :  le  oomïnai-- 
cement  offire  eacont  de  la  part  de  Newton  à  Leibnitz^  àés  témoignages 
dç  l'estime  la  plus  vraie  et  la  mieux  méritée;  on  j  trouve  ensuite  Pin- 
dicàtion  de  la  route  qui  cmduisit  Newton  à  son  théorème  pour  l'éléf- 
vation  d'un  binôme  à  une  puissance  quelconque.  C'est  datis  cette  lettr« 
quil  décrit  les  propriétés  de  la  méthode  des  fluxions ,  soit  pour  la  re- 
cherche des  tangentes ,  soit  pour  les  quadratures  ;  mais  il  la  cache  sous 
une  anagranune  de  lettres  transposées.  Il  fiiutbien  (^>server,  que  tout 
le  reste  ne  roule  encore  que  sur  les  séries  ;  que  la  description  des  avan- 
tages de  la  méthode  de  Newton  n'ofirait  que  l'énumération  de  ce  que 
doivent  naturdlement  désirer  cçux,  qui,  connaissant  les  méUiodes  des 
tangentes  et  <ks  quadratures  publiées) mqu'alors ,  avaieot  remarqué  les 
cas  où  elles  devenaient  insuffisantes,  et  qu'on  ne  pouvait  tker  de  tii 
aucune  notion  positive. 

Le. SI  juin  1677,  Leibnitz  fit  passes*  à  (Kdranbonrg,  pouit  la  coamui- 
niquer  à  Newton,  -une  lettre  contenant  les  premiers  essais  d'une  mé- 
thode qui  s'étendait  à  tout  ce  que  comprenait  celle  de  Newtwi  :  c'étsàt 
le  Calcul  diiérentiel.  La  mort  d'Oldembourg,  arrivée  peu  de  teinps 
après,  mit  fin  k  ce  commerce  épistolaire,  et  Leitwitz  attencUt  jusqu'il 
i684,  pour  &ire  jouir  le  pubUc  de  sa  découvre,  qu'il  inséra  alors  dans 
les  Acte»  de  Leipsig. 
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Vtsx^fi^  fidèle  qne  je  vietui  de  Étire  de  la  naîa^fi^,  du  Calcul  diffî- 
rentiel,  d'après  le  ComTt\er€iu77f.' EpUtoticum  imprimé  pac  ordre  de  la. 
Société  rQjale  de  Lond^içs  ^  qc:  peut  laisser  «ucua,  doute  sur  ies  droits 
mcoDtçstaÛes  de  Leibnitz  à  ta  déc9uverte  die  ce  calcul;  et  comme  il 
est  le  premier  qui  l'ait;  rendue  publique,  taudis  que  Newton,  préférant 
9on  Tvçob  à.  sa;  gli^  et  à  l'^térét  de  ses  couteu^>oraiiu ,  semblait  avoir. 
Qtd^  sa  Jifétlu^,  n'est^il  pas  i^ussi  celui  qu'on  àsÀi  Bomjuer  le  premter 
daiis  çette.déçQuyerte?   :.  ,     . 

L^lmi^  rcçu^i  sâQs  icoutradiction  jusqWeu  1699,  les  Homieurs  que 
méi^tla.beaubé. etla  féc«çulité  de  ^a  iareatio^>^ewt(Hi  lui-même,: 
en  dcmnai^d^ii^  soq  livre  d|es  Principes,  qui>'p«3(iit  .dn  1667  ^  un  essai 
de  la  nç^thode  des -fliui|Oiis  ,  raidit  à  Leibnitz  .tqutç  la,  justice  qui  lui 
était  jdHe;'X'es.  choses  seraient  restées  daps  c^  étftt,  sans  uiie.bnuMpie' 
incartad&de  Fatio  de  DuiUier,  qui  le  prânisr  voulut  jeter  des  doud»: 
8urla,j^»>piiété  quiç  LdlKiitza^t^u  Calcul  difi^ntielj  etM  les  Jour-: 
nalis^  de  Leîpsig  ^useoit  nùs  tm  peu  plus  4^  pi^ijesse  dans  l'extrait, 
qu^ils  &:ent  d'im  ouvrage  de  Newtonj  car  il  ^m.jg[{|iy0ûr  qu'ils  n'avaient, 
dit  que  la  vérité ,  et  que  si  Keil,  par  un  amour-propre  national  escesslT,. 
n'avait  pas  détourné  le  sens  de  leurs  expressions ,  Newton  n'aurait  pu 
s'en  plaindre.  Mais  le  tort  de  ces  Journalistes  fiit  de  n'avoir  pas  répété 
ce  aMiicert  d'el<^es,  bien  mérités ,  que  les  Anglais  donnaient  à  leur  illustre. 
GcÀipatriote}  et  de. là  naquit  une  querelle  qui  fixa  l'attention  de  l'Europe' 
^vuite.  Newton  n'y  prit  d'abord  par  lui-même  aucune  part  :  Keil  at-, 
taqua  vivement  Ldbnitz ,  qui  s'en  pliugnit  à  la  SJQciété  royale  de  Londres . 
avec  beaucoup  de  modération;  mais  le  premier  porta  haut^nent  l'ac- 
cusation de  pla^t,  et  8«»'cri8  engagèrent  la  Société  à  n(Hnmer  des 
commissaires  pour  examiner  les  papiers  de  Colfins  et  d'Oldemboui^, 
«t  reeénnaître  les  indices  que  Leibnitz  avait  pu  recevoir  d'eux. 

Les  commissaires  se  contentèr^ent  de  pronoiicer  sur  la  priorité  que 
Newton  avait  dans  la  découverte  de  la  Mé^iode  des  fluxieos,  qui.est 
au  fond  la  noéme  que  le  Calcul  différentiel.  Mais  s'ils  ne  déclarèrent  pas 
Leibnitz  plagiaire,  comme  le  desirait  Kdl,  celù-ci  tâcha  d'y  suppléer 
lui-même,  en  acccnnpagnant  de  notes  et  d'observations  aussi  partiales 
qt^injurieuses  pour  Leibnitz,  le. recueil  des  pièces  qui  avaient  serri  au 
jugement  du  procès,  et  que  la  Société  fit  imprimer  sous  le  titre  de' 
CommérciUm  EpiatoHcum  de  anafysi  promotâ  (*).■ 

(*)  n  doit  pxraîtrs  itonant  d*  TWr ,  dana  la  préiaet  df ,  U  traduction  ^«nçaita  da . 
b  Métlwâa  du  fiuxùnu,  Bnfft»/  qm  n'était  .p<nnt  vfKQtp  coaav,  h  xendrej  on  J» 
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Cette  querdle,  comme  toutes  les  querelles  lîttëràîfes,  eutbeâdcobp 
moins  pour  objet  Tintérèt  de  la  Térité ,  que  les  passions  et  l'amour- 
propre  de  quelques  bommes  médiocres ,  dont  Fexistence  aurait  été 
îd}S{^ument  nuOe ,  sans  les  dissentioDS  qu'ils  ont  excitées  ;  j'obser- 
verai c^)eodant  quHl  n'est  pas  vrai ,  comme  t'a  dit  Fontefiettë ,  que* 
Newton  ait  gardé  sur  ce  sujet  me  entière  impEtsttSnlité  :  il  deaceuffit 
enfin  dans  l'arène  ;  et  les  eÉirts  que  firent  Chambertayne  et  rabbé* 
de  Conti  pour  réunir  ces  deux  illustres  rivaux ,  detneui^nt  itlùtîlês<^ 
fkmton  persists  à  reRiser  à  L^imita ,  «éme  après  éa  mort^  la  justice 
qu'il  ko  avait  autrefoi»  rcDdM  ;  â  adfecta  de  confoàdre  la  Ûétbode  dft 
leibnib-  avec  c^e  des  taogentes  dtomée  par  Barrow,  et  8«  nut  ainsi 
dans»  le  cas  de  se  rtùr  appliquer  ce  dilemme  qu'on  pn>posait  k  Keil  r 
«  On  b  Méthode  des  Huxions,  que  toos  dites  être  la  même  cbose  que 
n  le  CalcnCdlfl^renîid,  ne  iË0êt^  poititde  celle  de  Baitow,  oa  c^te  dep- 
>  aàèi^e  n'est  pas  le  CsAc^  di!ffêr<etitlel.  v  Efffia  il  fit  sapprîmer,  oto  du 
OKHiis  laissa  suppriasev,  dens  b  troisième  édltton  de  se»  pHntipea,  le- 
flefaolie  qui  contenait  Tavea  des  droits  de  Le^xâte.  (Toy^  la  Bot»  et 
la-  page  préeéd.)  (*) 


uit  povrqnoi,  l'idio  ds  tovtei-In  calonuiies  ia  Kaîl,  et  parler  d'us  homme  tel  qa», 
Leibnitz,  arec  une  Ugfirtti  vraiment  impardoanable.  Pour  donner  nn  exemple  de  la 
uanvaiie  foi  qui  règne  dans  cet  écrit,  rempli  d'ailleitri  d'inexacâtu<Ie«,  je  rapprocberai 
dirtexto  du  Scbolie,  placé  par  Newton  dida  la  prootlèf e  éditiob  àéiAt  livra  dei  PriiH 
C^ea,  la  tradaction  qii'en  a  donnée  Buffbo. 

la  litttrit  quœ  miki  eum  Gaotiuirûpmtistmè  O.  G.  Leibnitio  tfuiù  «ft  Mm  docetn 
imttrfxàJtantf.  mm  significmnm  rm  >  compote»»  «Ma  nuthodi  det»iniiiandi  nuneimoAaa 
mùiùiMU-,  dttoKiJi  ttmgeittvt,  et.Mmitia  perageitdif  qaœ  in  terminù  turdù  œqui  ae 
in  rationaiibus  procaderet,  et  litteris  tranipoiitU  hanc  sententiam  involventibus  [Datt 
nqnalione  qaotcnnqDe  flaentes  quanlitates  înToIreate  flaxionei  invenire ,  et  \)ce  yeral] 
eamdemczLAtLEK:  rtscripsit  f^ir  Clarissimus se  ^uOqùa  in  ejbsnuidi  /nèthddutn  incidissa^ 
et  methodum  tuam  coMMUMCATrr  &  meâ  vix  abludenUm  prmertfutttn  îH  verbùrum 
el  ttotena»  jbTmuhs;  et  iJea  gtnaationitqUtuttUatKm.  Ut/itu^itfâldanleHtum  conti^ 
mtufin  koe L^Tu^e,  PU.  nat.  prioc.  mat.  Cantabrid.  tyiS ,  yd ,kmitel.  1714.  p.  uS*. 

«' J'aiaatiefois  comhumqdé  par  Jettrra,  au  tré^babila  Géomètre  M.  LeiboUx,  m« 
ff  Hétbodejilm'arépondnqn'O  avait  ane  Méthode  aemblable,  et  qui  se  difTére  preiqua, 
»  point  du  toot  de  la  mienne ,  ett.  »  La  Méthode  des  Fluxions.  Préface,  page  jcxir. 

Cette  traduction  eit  en  lont  contraire  an  texte,  qui  dit  fdrmellemfent  que  Newton 
avait  caché  sa  méthode  efqua  Edfcoiiti:  cotnntuniifuaW  tàealte. 

(*)5iiivantceqii'aappriiM.deMontucIa(J3Mt.(/MJtr(tfA.  T.  TlIipagaioS),  Nevton 
Ripprima  ce  ScboUe  de  ta  main  ,  mr  les  épreuves  de. la  troisième  édition  de  son  lirre^ 
et  jdijpill  aii«ii  dé  i»  main  des  notés  an  Commtixium  EpistoltcUm. 
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■  Le9  drconBtatu:£9  '  douiércAt  eacac»'  à  Newf^  ^«s-  te^itâtaf  plui 
d'avantage  (|Q«  f^wata'oï  eiH  sur  Descffftes.  Riea  ne  vjat  iiitwrofli(w« 
I9  fit  de  8iâ»  Bi^ditatU»»,  «fa'U  arAtt  tournooe  vers  la  Géocaétrie  dèa  aa 
[dua  gFaqdp  j«mi^6»»j  le  p«ija  ttà  U,  reçut  ]«  jour,  était  alwa  le  berceau 
d«a  {dos  brUbotAs  décm^wt^j  «Jifia  U  o^  pour  maître  BfHToff ,  ^ 
st'iétail;  pla«é>«T«c  «UstiocfiMt  parvù  le»  ijDTâEtteHca.  Si  de  (ellea  cir- 
coQstftoeea  n«  paiera  riça  MQS  le  gww  >  U  £«&- du  inoiiia  cooreair 
qa*«llBa  V»dwt  fMwaaimnflat  à  se,  dândi^par. 

ii«i  gMn»  .d'étude  qu'irait  d'^abovd  embrasBé;  LeUnitia,  !•  peu  de  secoor» 
qoA  itAUfiDugiae  >  «a  paUie ,  pouToit  lui  ccG&ir  poov  1m  Miaibéms- 
tique»,  tout  sonblaît  réioigaar  de  la.  oritture  d'une  aeitni»  à  bqudlfr  il 
^t  maiotaiMT)!  lia  partie  1»  pins  solide  de  M.§,cin:;  aussi  i^e8t-«o 
qa'apsès- ^W/ w>yag»  «o  id^terrey  qu'on  1&  voît  sur  la  route  des  d»- 
qouwites  :  c'e^  là  qu'il  ^pnt ,.  pac  ce-  que  les  autese  avaiwt  Mt ,  &a 
qfà  r»eimi  »  &iie.  Luirm&ne.  Diowte,.  dans  pioaimm  de  ses  lettres  ^ 
HvtG  saMïA  d'ingébuité  que  de  modestie ,  l'oiigioe  à»  ses  progrès ,  les 
secours  qu'il  reçut  d'Huygena  j  et  cet  illustre  Géomètre ,  qui.  fiit  te 
vérita]^  maître  de  Ii«UHiitB ,  devint  ua  de  se»  adourateurst 

Qu'on,  ne  m'aoouse  point  ici.  de  vqulfflr  cégleji  le»  iraii^  pannii  leA 
bemmes  qui  ont  Ëûtl^  ^ire  de  le«r  siècle  :  Newton  a  laûaé  dans  soa 
QQvragç  de.a  Pmncipe»,  UQ  mioqumçnt  qui  kii:  assure  à  jamais  Tadmira- 
^n,de  la  postérité^  ngiaj»  t'éolat  de  s£e  tiAres  coaunande-la  plussév^ 
ifffivh  wveqa-  sftn.  nval,  qtà,.  sans,  oesse^  emporté  par^  une  successioD 
naptde  d'-dii^etff  dlrtHss-,  accablé  d'wiei  ootreepondanoe  très-étendue,  eC 
q'ayant  janaaisi  eu  Ict  loiMr  d'esécutra'  un  grand  oavrage>  partagea  néanh 
moiiOS'  fboiailBtir  d'une  déoeHVKnte<  qui  a  cdiaagé  la^  &oe  dea  Mathéma- 
tiques,.et,  semft  dans  un  petit  nondiee  dË  lettres  et  d'écrits,  une  foule 
de  vues  ingâûeusea  qui  rôo^nnaicat  le  germe  des  pbis  belles  théories; 

La  décourerte  du  Calcul  diffiérentiel  demeura  ^elque  temps  stérile  j 
et  Leil^vtji,  peur  rérell^r  l'atteation.  des  Gé<»itètre3,  Iwr  proposa,  en 
1687  )  d«  àétffuàa^  la  nature  de  la  courbe  qne;  devrait  parcourir  im 
coips  grave,  paur  descendre  ^alemoxt  en  temps  égaiuL,Hu^èns  dcmna 
le  prenner  la  solutiao  du  proMème,  mais  sans  in^^piec  la  méthode  d<»tt 
il  avait  &^'  usager  Jacques,  fismoufii  Ib  résolût  aussi  pac-  Uapplicarïon 
du  Calcul  differraitielj  et  publia  son  analyse  dans  les  Actes  deLeipng^ 
en  1^0. 

Jean  Bemoulli,  frère  piàné^du  précédent,  et  qui  avjùt'  été  son  di»' 
e^le,  eutra  presqn'en  méme-teo^s  quelui  dans  la  carrière,  et  lia  avec 
licibnitz,  un»  corre^ndaaoe  qui  dura^  jusqu'à  la  mort  de  ce  dernier; 
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S  Et  ans^ connaître',^  lE'rîmce  le  Calcul  ctifiereottel ,  dont  il  doima  des, 
leçons  au  Harquià  dé  l'Hôpital.  Leiboitz  et  les  BemouUi  résolureat  un 
grand  nombre  de  pçoblèmes  aussi  neufe  que  ditSciles,  qu'ils  prt^osètent 
ejisuite  à  tous  les  G<éota|t^tres;  ils  reprirent  aussi  ceux  de  la  chî^ette' 
et  de  la  courbe  de  la  pliu  vite  descente,  qui  avaient  résisté  à  Galilée. 

Jacques  BerooulU,  sans  cesse  harcelé  par  son  frère,  d<nit-il  avait  été 
jadis  le  nudtre ,  lui  proposa,  comme  un  défi,  le  problème  des  isc^éri-s 
mètres,  problème  d'un  ordre  supérieur  à  tous  ceux  dont  on  s'était  oo? 
cupé  jusqu'alors.  Il  ^iit. cependant  convenir  qu'avant  lui,  Newtoii  en 
avait  résolu  un  de  ce  genre,  ptiisquil  donna,  dans  son  livre  dei  Prin- 
cipes, publié  sa  1687 ,  K  construction  du  solide  qui  éprouve  la  mowdre, 
T^istance  d'un  fluide,  dans  lequel  il  se  meut  ;  mais  il  à  Uussé  ign(»%r 
la  route  qu'il  avait  'suivie,  et  n'a. montré  nulle  part  qu'il  eût  ime  mé- 
thode générale  pour  résoudre  ces  swtes  de  problèmes,  tandis  que  celle, 
qu'inventa  Jacques  Bernoulli,  ofire  un  morceau  d'Analyse  précieux  par 
a<Hi  -élégance ,  et  beaucoup  au-dessus  de  tout  ce  qui  a  été  Eut  à  cette 
époque.  ",       ■;  ■       "    ' 

Le  Calcul  di£lerentiel  recevait  chaque  jour  dé  nouveaux  âccnHss^méns  r 
<wi  l'avait  appliqué  ^j'^fi^tnéorie  des  développées ,  l'une  des  découvertes 
See  ^us  reinarquables  qui  soient  dues  à  Huygens  ;  mais  il:  a*exi3tait  Pi- 
coré aucun  ouvrage  où  l'on  pût  s'm  instruire ,  lorsqu'en  i6gg,  l'Hôpitid, 
qui  était -du  petit  nombre  des  Géomètres  '  qui  avaient  pris  part  aux' 
progrès  de  ce  calcul,  donna  son  Analyse  des  Infiniment  Petits.  Ce 
livre  a  été  l(mg-t^{iV,  le  jndUeur  qu'on  eât  sur  cette  matière  ;  ioàA 
il  laissait  toujours  à  désirer  un  traité  de  Calcul  mtégi^,  dailk  lequel 
raôpital  ne  voulut  point  s'engager ,  parce  qu'il  savait  que  Leibnitz  pré- 
parait un  grand  ouvrage ,  qii'tt  devait  publier  sous  le  titre  :  De  Seièntià 
,  infinitif  et  qu'il  n'a  point  achevé., Le  Calcul  intégral  présentait  beaucoup 
plus  de  difficultés  que  je  Calcul  difiPérentiel  :  la  première  méthode  gé- 
nérale qu'<Hi  trouva  dans-  ce  calcul ,  fut  celle  de  l'iutégraUon  des  fractions 
rationnelles,  que  Jean  Bernoulli  d(mna  en  1703;  mais  dés  1694  il  avait 
indiqué  le  moyen  d'intégrer  les  équations  diâerentielles'par  la  séparation 
des  variables.  En  i707,~^Gabriel  Afeinfredî,  géomètre  italien,  donna  un 
traité  entier  sur  lés  éqUâIRms,  dans'  lequel  il  se  rencontra  avec  le  géo^ 
ipètre  de  Bâie. 

Il  feut  observer,  q^e!,  pçndant  que  le  Calcul  difiërentiel  et  le  Calcul 
intégral  disaient  dé  graods  progrès  entre  les  mains  des  Géomètres  du. 
continoit,  Newton  8ei^.lait  oublier  ses-  découvertjes  :  ce  ne  fut  qu'en 
1706  que  parut  son  Traité  de  la  quadrature  des  courbes  ;  et  son  Traité 
des  fluxions  ne  vît  le  jour  qu'en  1756,  long-temps  après  sa  mort. 
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Le  g&iié  inàtbéDmâqùe  aè  montra  hérédioiiilfr  ^UÂs  la  fenûDe  des 
Bcrnoulli;  Nicolas  et  Daniel,  fils  de  Jean,  devàiril^àt  bientôt  aussi  habiles 
que  leur  père  ;  ils'  eurent  pour  condisciples  Herâtefin  et  Euleit:  ce  dernier 
ne  tarda  point  à  ^re  prendre  au  Calcul  inté^al  "dei  accroissenxena 
rapides.  Par  une  telle  successÎMi  de  disciples  câitdtffes,'  l'école  de  Leibnitx 
acquit  la  suprâiorité  sur  celle  de  Newton ,  dêski  laquelle  on  voit  ce- 
pêndïmt  Côtes,  qui  mourut  fort  jeune,  recidïr  par  la  découverte  de 
son  théorème ,  les  bornes  de  la  méthode  des  qifififlrâdUFes  ;  Moivre ,  que 
la  France  a  droit  de  revendiquer,  parvenu* /tencifet -sur  ce  sujet  à 
quelques  résidtats  importans  ;  Taylor,  en  Sévelbp^nf  la  méthode 
des  Incrémens,  dont  Newton  avait  jeté. lés  bases 'dans  celui  de  ses 
ouvrages  qui  a  pour  ûtce  ^ethodua  differentiatU ,  éàaàsx ,  pour  ainsi 
dire,  par  te  théoi'ème  qui  porte  son  nom,  lê^feoWritétriMt  du  Calcul, 
d^^ntiel  j  enfin,  Sterling  enrichir  considérabléhl^iM  ira  tïiébriê  des  suites.  - 
Les  Géomètres  du  continent  ne  négligèrent  plfint  ficm  plus  l'emploi  des 
Suites;  mais  ils  u'aUèrent  pas  jusqu'à  en  abusât^,  céfûdie  firent  tes  Géo-- 
inétres  ap^ais  du  second  ordre,  quilés  appliquèrent  souvent  à  des  pro- 
blèmes dont  on  pouvait  av<»r  la  solution  par  dès  êquatimis  finies ,  ainsi 
que  leleur  fil  voir  Jean  Bemioulli  :  U  eut  même  à  cet  égard  un  reproche- 
fondé  à  fiore  à  Newt<ai,  qui  parut  mécoun^rè  la  vraie  diificulté  d'un 
problème  proposé  Jpar  Leibnitz  aux  Géomètres  angtÉus ,  après  qu'ils  lui 
eurent  contesté  ses  droits  à  la  découverte  dit  Calctil  différentiel:  C«- 
n^était  point  dans  la  recherché  dé  l'équation  dîflëréntiëlle  de  laquelle  dé- 
pendait ce  problème,' mais  dans  son  intégration  générale,  que  consistait 
le-mérite  delà  solution  iNewtoti,  possédant  des  méthodes  pour  résoudre 
par  les  sériésj  soit  les  équations  algébriques,' soit' les .^cfùations  contenant 
4e8  fluxions,  c'est-à-dire  les  équations  diÉférérftiéites ,  crut  en  avoir  &it 
assez  en  indiquant  la  manière  de  trouver  celle  ^i  r^nltEtit  du  problème 
âe  Leibnitz  j  et  c'est  sur  quoi  Jean  Bonoulli,  profondément  affecté  de 
l^jûsttce  des  Anglais  envers  ce  dernier ,  se  récria  beaucoup. 

li'Ëcote  de  Newton  proposa  à  son  tour  un  problème  à  résoudre  aux 
£Bcq)Ie8  de  Leibiûtz  :  le  choix  de  la  question  donne'Ueu  à  des  remarques 
qui  semblent  avoir  échappé  aux  historiens  dé^iioi^èhiX  calculs,  et  qui 
jettent  cependant  quelque  lumière  sur  le  poHft'qiilfê''oi^^eu  à  débattre. 
Quand  on  Ëiît  attention  au  sdn  que  Newton'  avait  mis'  dans  la  com- 
position de  son  immortel  ouvrage  dea  Principes,  pour  le  porter  aussi  en 
avant  qu'il  était  possible  de  l'état  de  la  science' à^  mortient  où  il  réerivait, 
qu'il  y  a  même  inséré  des  résultat^dont  il  c^a  p^VdïnJDé  de  dëhums- 
traUon,  on  d<nt  être  étonné  de  la  tuaniére  imËbàâfflité 'àmt  il  7  traite 
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le  monremeQt  ^  ^ojectiles  d^ins  le^  milieux  résistant  comme  le 
'  quarré  de  la  vitesse,  cas  le  plus  conforme  à  ce  qui  se  pasete  dans  la 
nature.  U  n'osç  attaqu^.  la  gestion  dùcÇÇ^Çj  ^  pour  la  première  fns, 
appelant  à  son  seicpurs  façalyse  algébrique,  il  qui^e  la  synthèse,  qu'il 
r^ardaijt  cependant  con^e  ^  seule  voi^  par  laquelle  il  f^t  conve- 
nable dç  présenter  ime  propoaitipu  nouvdie  (*}. 

Lors  dcmc  (ffCqa  voit  -K«I  Cure  de  cette  qjjdsUon  directe  le  sujet  d'un 
défi  qu'il  porte  aux,  Géomètres  du  continent ,  n'est-on  pas  en  droit  de 
conclure  que.  non^s^eu^eipent  il  la  i^gardait  comme  un  problème  des  plus  - 
difficiles,  mais  qu'en  cela  il  était  giùdé  pîtr  rt^inirai  qu'^i  avait  conçue. 
Newton  lui-même  ;  quelle  apparence  que  le  promoteur  de  la  querdie 
qui  divisait  les  deux  Ecoles,  eût  osé  s'aventurer  coi^tre  Bpmoulli,  sans, 
prendije  ses  sûretés  ?  II  est  bien  évidoit  néaonumis  que.  le  |H^léme  n'est 
pas  le  plus  difficile  de  ceux  qui  ont  été  proposés  et  résolus  à  la  nais- 
sance du  Calcul  diâerentiel;  mais  pour  le^  traiter  a^^  succès,  il  allait  te 
ramener  à  une  équation  diffêrentieUe ,  caria  méthode  des  séries  n'y  apporta 
pas  la  Ëipilité  qu'elle  donne  pour  beaucoup  d'auprès ,  et  c'est  par  cette 
raison  que  Newton  n'en  vint  pas  à  bout.  Quant  à  Keil,  il  ne  pensait  pas 
apparemment  qu'une  chose  qui  avait  échappé  à  l'auteuï*  dn  Uvrc  d«s 
Principes ,  fût  pos^e  ;  et  il.  se  tfoMva  couvert  de  ndicule ,  lorsque 
J.  BemouUi  le  somma  ^e  )qstifîer  aaprovocatioq,  en  Frod^iï^V  !&  solu- 
tion du  probtèm^  qn'il  ^^t  juroposé. 

On  objecter^t  es  vain  q^e,  sous  le  rapport  de  l'^ipliqaUw  à  la  pra-. 
tique,  la  solution  de  BcrnouUi^t  à  peu  près  inutile^  eDe  ^t  trop 
remarquable  dvi  c^  aivdytigue  et  géométrique,  pour  que,  Newtop  eût 
négligé  de  s'en  faire  hcHineur,  s'il  avait  pu  y  atteindre  pv  sa  méthode: 
8oadé&ut  desuçcèsà  cet  égard  et  l'exposition  de  ses  t^tatives  prouvent, 
ce  me  semble,  que  c'ét^t  uniquement  par  le  développement  en  séries 
qu'il  était  arrivé,  aux  njmveaux  calculs ,  à  peu  près-  cooi^Qe  il  l'indique  lui- 
même  dans  la  proposition  X  du  livre  II  dç  ses  Prtniçip^y  et  que  cetto 
voie  ne  lui  donnait  point  un  accès  aussi  Ëicile  àl'epjdoi.des  équations 
djâërentielîes,  que  la  conaidératitai  inunétUate  des  accrpis§emens  m. 
eux-mêmes,  à.  laque)l«  s'était  attaché  Leibnitz.  Aiiisi,  plus.op  rapprocha 
toutes  les  circonstances,  des  premiers  progrès  du  Calcul,,  di£^reptiel,  et 
plus  elles  nie  paraissenj,  moQÎrer  jusqu'à  l'évidence ,  ipiç  LeJJMtz  n'a 
pas,  moins  que  Newlon,  travaillé  sur; sep  prt^res  idfe?. 

(*)  Vt TheoremaJiatconcinaumeteUgans,  ac  luiaen  pablicnm  austinerevaleat 

Voy.  Itaaai  Newtoni  Opuscule.  Lamaaœ  et  GentiMB.  t744>  l"-  !>  P^^  ^7°- 
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II'  êimsagrâ  les  grandeurs  comme  Tariatit  par  dés  difierencés  sno 
cessires  ou  par  sauts  ^  ce  qui  le  conduisit  à  substituer  des  polygone* 
aux  courbes ,  et  dès-lors  toutes  lés  questions  qu'on  pouvait  se  pro- 
poser" sur  elles  ,  furent  ramenées  an  calcul  des  triangles  rectilignes; 
mais  pour  foire  coïncider  ensemble  le  polygone  et  la  courbe,  il  supposq 
les  diSfêrences  inânimént  petites.  En  vain  quelques  Géomètres  médiocres 
de  ce  temps  j  poul*  se  consoler  de  l'impuissance  où  ils  étaient  d'entendre 
et  d'appliquer  les  nodveaux  (^culs,  déclamaient  sans  cesse  contre  leuv 
principe  ;  là  conformité  deS  résultats  a'^ec  ceux  qui  étaient  connus  an- 
térieitrement,  et  les  déinonstrâtions  synthétiques  qu'on  pouvait  donner 
des  nouveaux,  finsaieot  retomber  sur  les  adversaires  dû  Calcul  diffî- 
rentiet ,  les  coups  qu'ils  voulaient  lui  porta*. 

Leibûitz  crut  sans  doute  qùë  ceux  qui  seraient  en  état  de  &ire  osag? 
du  Catcul  différentiel,  en  sûsiraient  fociiement  l'e^trit ,  en  le  rapprochant 
de  la  méthode  dés  Anciens  ;  car  il  négligea  d'eritrer  dans  aucun  détail 
à  cet  égard,  et  son  silence  fut  imité  par  les  Bêmoùtti  et  par  l'Hôpital) 
mais  quand  il  fat  attaqué  sur  ce  sujet,  il  prouva  par  ses  réponses,  qu'il 
y  avait  mùrem^t  réfléchi.  Dans  toutes  lès  occaisions,  il  ctnilpare  sa 
méthode'  avec  celle  d'Arcfaiméde ,  et  Mt  voir  qu'elle  n'en  est  en  qudqua 
aorte  qu'un  abrégé,  plira  approprié  aux  recherches,  mais  qu'au  fond  ellQ 
revient  an  même  ;  car  au  Lieu  de  supposer  les  diâërentielles  infininient 
petites  daiis  le  foil,  il  suffit  seulement  de  concevoir  qu'on  puisse  toujours 
les  pràidre  assez  petites ,  pour  que  l'erreur  qui  résultât  des  omissions 
Eûtes  dans  le  calcul ,  soit  moindre  qu'une  grandeur  donnée  ;  et  pour 
aider  l'imaginafioii  de  ses  lecteurs  ^  il  apporte  quelques  exemples  sen- 
ùbles  (*).  Cette  manièFft^de  raisonner,  à  laiqueflé  il  semble  qu'on  n'ait 
ïfen  à  reprocher ,  a  été  regardée  de  la  part  de  Xeibmtz ,  comme  un  aveu 
de  Pinsuf^nce  de  ses  principes ,  par  Fonténélle ,  qui  voyait  s'écrouler 
dfnsi  toilt  l'édifice  qu'il  avait  bâti  suir  les  infinis.  Les  plaintes  qu'il  en  porte 
dahs  la  préface  dé  sa  Géoméàife,  et  qui  ont  été  répétées  dans  plusieurs 
èuvirages ,  oflVent  un  exemple  de  la  fôcilité  avec  laquelle  les  erreurs 
passent  de  HWé  en  livre ,  et  montrent  conoînen  peu  de  gens  prenoenA 
soin  de  se  fiH'mér  Une  opinion  indépendante  de  celle  des  autres. 

Kfewtoù  supposa  les  lignés  «igendrées  par  le  mouvement  d'un  points 
«  fes  slrifeces  p»  celui  d^m6  ligne;  et  il  ai^eta  fluxions  les  vîtasses 
qui  réglaient  ces  môUvemens.  Ces  notions,  quoique  très-rigoureuses,  6<Nat 


'(*)  Voyez  U  oote  de  la  page  486  de  ce  volume  elle  tome  III  4m  QEixitti  de  htibiàaf 
pages  3G9 ,  37O  et  5oo.         '  •  ■        -  ■ 


yGoof^lc 


XTJ  PRÉFACÉ. 

étrangèi^  Il  U  (ïéometrîe,  et  leur  applîeatiob'pcttt.ètre  ^Kfficîle.  Il'eàt 
bien  vrai  qu'en  imagiiiadt -iui  poîbt  qui  'se  metirë  sur  une  ligne,  peadant 
qu'elle  est  emporte^  parallèlement  à  elle^nïèine,  a^éc  une  vitesse  uni- 
forme, on  peut  Représenter  uiie  courbe' quelccraque  ;  mais  la-  vitesse  du 
point  décrivant  étant  variable ' à  cbacjtië  instant;  ou  ne  peut  la  défer- 
miner  qu^  recouràiit  s6ît  à  la  métliode  dès  Anciens  oii  d*exfaaustion^ 
soit  àcelledes  pretà^res  et  dsrnières  raisons,  et  g^  presque  toujours 
de  celle-ci  qiie  Rtiwtoif  s'est  ëervi  ;  éusorte  que  les:  fluxions  if étaiôit, 
à  proprement  parler  pour  lui,  qi^un  moyen  de  dénner  iln  ot^et  sensible 
aux  quantités  sur  lesqaeAesil: opérait.  Il  entendait  i^Ia'  méthode- des 
premières' et  dernières  fttisona ,  la  recherche  du  rapport  qu'-ont  entre 
elles ,  au  premier  ou  an  dernier  instant  dé  leur  existence,  des  -  quantités 
qui  Daissient  ou  qŒt's'évinouissent  onséndjle,'OTLi  plutôt,  cooime  il  le  dit 
aussi,  celle  de  la  limite  dobt  ce  rapport  approche  sans  cesse  ;  et  il  trouvait 
danis  la  première  rarstfii'des  espaces  parcourus  par  rt>rdonnée  sur  la  ligne 
des  abscisses  et  par  le  point  décrivant  sur  t'ordounée,  -espaces- qu'il  nom-' 
mait  Thomeiis,  le  rapport  de  la  fluxion  de  l'atacisse  à  celle  de  Tordonnée, 
d'où  il  tirait  la  directioti  dé  là  tangeûte.  Lé  calcid  n'était  que  celui 'd<mt 
Bari-oW  Aôsàtt  i»age  pour  saméthôde  des  tangentes,  mais  que  Newton ,- 
par  le  rhoyèn  de  sa  forinulé  du  binôme  et  de  la  réduction  en  séries , 
avait  étendu  aux  ëxpre^ibns  irratiônneUes.  II  me  semble  donc  que~ 
l'avantage  de  la  Méthode  des  fluxions  sur  le  Calcul  dlfilf^atiel,  du  c6té 
de  la  '  Métaphysique,  né  consiste  qu'en  ce  que  lés  fluxions-  étant  des 
quantités  fîdies/  leurs  momens'  ne  sont  que  des  infiniment  petits  du 
prenûer  ordre,  et  léÙTs  'flu^ons  sont  encore  finies  :  par  c6  moyen  oa 
évite  les  infinitoei^  petits  deS  ordres  supérieurs; 

D'Alembert  et  Euler  ont  cherché  à  dcwiner  au  Calcul  di^futiel ,  que 
base  qui  leur  parut  plus  sc^de  qûe-IaeubcH'dination  des  infiniment  petjts  ; 
le  ]»?emief  se  servit  de  la  méthode'  des  limites,  et  le  second' cwisidéra 
}g»  infiniment'  petits  comme  des  zéros  absolus,  mais  qui  conservaient, ua 
rapp<vt  dâ'ivé  de  celui  qu'avaient  entre  elles  les  quantités  évauoi^es 
qu'ils  remplaçaient.^  On  se  demandera  sams  doute,  ce  qu'on  peut  entendre 
par  le  rapport  dés'  quatitites  qui  ont  cessé  d'exister ,  et  cette  objection 
qu'on  iàit  contre  la  Méta()hy8ique  d'£ul^,  s'applique  également  à  celle 
de  la  Méthode  des  pretoières'  et  dernières  raisons  ;  car  il  ^n'y  a  point  da 
nailieu  entre  être  et  ne  pas  être ,  et  du  moment  où  les  accroissonens  scmt 
quelque  chose ,  leur  rapport  n'est  ni  celui  des  fluxions ,  ni  celui  des  limites. 
Âf.  Camot,  dans  %tè,''Ré]Texîon8  sur  la  Métaphysique  du  Calcul  i^nitésî^ 

mal  (ou  diffénnfièi)  fou  U  discoto-avec  beaucoup  dé  soi©  les  |irincipe&  âo 
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ce  calcul,  obsçrre  que  fc'est  en  vertu  de  la  loi  d^  continuité,  que  le^ 
quantités  évanouissantes  gardent  encore  le  rapport  dont  elles  se  sont 
approchées  par  degrés,  avant  de  s'évanouir. 

Cet  écrit  prouve  que  si  on  avait  créé  des  mots  lorsqu'il  en  était  beswn, 
on  aurait  eu  des  idées  j>Ius  claires.  En  appelant  équatioiia  imparfaites , 
les  équations  différeadelles ,  M.  Çamot  jette  un  grand  jour  sur  leur  théorie. 
En  effet,  lorsque  l'on  considère  les  diflérentielles  -qu'elles  contiennent, 
comme  représentant  les  accroissemeos  des  variables,  elles  n'ont  lieu  que 
d'une  manière  approchée  ;  mai»  leur  tkgré  d'exàçlijiude  est  en  quelque  ' 
sorte  indé&ii,  car  il  dépend  de  la  petitesse  qu'on  appose  aux  chaoge- 
mens  des  variables  jet  puisque  rien  ne  limite  cette  petitesse,  les  équations 
diflerentielles  peuvent  donc  être  aussi  près  de  la  vérité  qu'on  le  voudra  : 
voilà  les  idées  de  Leitnitz  traduites  en  Analyse.  M.  Çamot  fuit  voir  en- 
suite, comment  les  équations  imparfaites  deviennent  rigoureuses  à  la  fia  . 
du  calcul ,  et  à  quel  signe  on  reconnaît  leur  légitimité  ;  ce  signe  est  la 
disparition  totale  des  quantités  diRereutielles ,  dont  pouvait  provenir 
terreur,  s'il  y  en  avait.  On  ne  doit  pas  juger  le  travail  de  M;  Camot,. 
par  le  peu  que  j'en  ai  dit  j  et  ce  n'est  pas  seulement  ^ans  la  manière 
d'envisager  le  Calcul  dif^entiel  qui  lui  est  propre ,  que  consiste  le  mérite 
de  son  Mém<Hre,  mais  encore  dans  la  comparaison  qu'il  fait  des  divers 
points  de  vue  sous  le&quels  on  a  présenté  ce  calcul. 

Je  ne  d(»8pas  oublier  dé  rapporter  ici  que  dès  1758,  Landen  proposa, 
pour  se  passer  de  la  con^dération  de  l'infini  et  de  celle  du  mouvemeut 
ou  des  fluxions, une  Méthode  qui  revient  au  fcmdà  celle  deslimitesj  mais 
le  calcul  s'appuie  sur  un  théorème  algébrique  qui  lui  donne  une  forme 
particulière.  La  franchise  avec  laquelle  Landen  se  dépouille  des  préjugés 
nationaux ,  inqurime  un  caractère  remarquable  à  son  ouvrage  ;  car  il  est 
peut-^tre  le  seul  des  Géomètres  anglais  qui  sent  convenu  des  iaconvé- 
niens  de  la  Méthode  des  fluxions. 

Cest  l'application  du  Calcul  di£ërentiel  à  la  Géométrie,,  qui  lui  a 
doimé  un  caractère  différent  de  celui  de  l'Algèbre  ordinaire;  car 
M.  La^ange  a  fait  voir,  dans  les  Mémoires  de  ^Académie  de  Berlin, 
aimée  177a,  qu'il  pouvait  être  traité  analytiqucment ,  d'une  manière 
iodépendaate  des  considérations  de  l'infini.  L'expression  des  changemens 
qui  arrivent  dans  une  fonction ,  lorsqu'on  augmente  ou  qu'on  diminue 
tue  ou  plusieurs  des  quantités  dont  elle  dépend ,  peut  toujoors  être 
réduite  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  des  différences  de  ces 
quantités;  les  coefficieos  qiù  sont  indépeadtms  de  ces  di&erences,  prér 
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sentent  de  nouveltes  ibnctions  dérivées  de  la  proitoséej  d'apré»  une  lût 

réguBérel 

CeeC  dans  là  recËerchfe  de  ces  coefiSciens  et  dane  celle  de  leufs  pro-^ 
priétés  que  consiste  le  Csdcul  diâërentiel  :  ks  fbnctioes  d'une  seule 
friable  ne  dbnn^t  qu'un  coeffident  dians  chaque  cprdre;  les  fonctions 
de  deux  éxc  plualeuï^  TariabTes  y  ayant  une  di^renc«  qu'on  peut  or- 
dodnor  coituue  ua  poljtiome,.  suiTaut  lès  produits  faomogèues  de» 
accroissemens,  oût  plusieurs  coefiîciens  pour  un  même  ordre.  On  peut 
chercher,  ou  diaque  coelficienf  en  particulier^  ou  les  relations  qu'ils  ont 
entre  eux,  et  atec  lït  fS»)Ction  dont  ils  diêrivent  :  voilà  le  Calcul  diffé- 
rentiel. Il'  sera  aux  diffêreBtietles  ordînaires^  s'il  ne  s'a^t  qiae  d'une  fono- 
lioa  d'une  seu^e  Tïolable ,  et  aux  cUâërentielles  partielles ,  s'il  est  question 
d'une  fimcticHi  de  deux  ou  f  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Le  Calcul  intégral  a  pour  objet  de  remonter  des  coefficiens  aux  fono 
tioQS,  c*est-à-dire  de  résoudre  les  questions  inversas. 

II  est  ét<Hiiunt  que  cette  œamère  si  simple  de  donner  une  orig^e 
analytique  au  Calcul  diffîreutiel ,  ait  été  si  long-temps  à  trouver  ;  il 
semble  qu'eBe  aurait  A&  se  présenter  à  Euler,  qjoi  le  premier  sépara 
ce  Calcul  de  son  application  aux  courbes  ^  et  qui,  en  e^qirimant  par  des 
lettres  les  rapports  des  différentielles ,  avait  délivré  des  quantités  infini- 
ment petites  y  les  équaticms  qui  en  contenaient. 

Newton  même  était  déjà  sur  la  voie  de  cette  manière  ^envisager  le 
Calcul  dîEfêrentiel  ;  car  il  a  aussi  con^déré  tes  ordonnées  successives 
JTune  même  couitie ,  dévelc^pées  en  séries,  suivant  les  puissances  des- 
accroissoiMins  de  l'abscisse,  et  il  a  inique  les  principales  propriétés  d& 
ces  coefficiens  rehtivement  à  l'appUcation  géométrique  :  il  lui  manquait 
seulement  use  manière  de  les  dériver  les  uns  des  autres;  et  il  paraît  que 
c'est  Taylor  qui  montra  le  premier  leur  formation  çuçcesâve  par  les. 
ftuxi(xis,^mation  qui  n'est  autre  chose  que  son  Théorème. 

Frappé  des  difficultés  que  présentait  fétude  de  l'Analyse  et  de  la 
Géométrie  transcoidante,  par  Intervalle  qui  séparait  les  ouvrages  élé~ 
mentaires  les  phis  étendus,  des  Mémoires  où  se  trouvaient  consignées 
les  nouvelles  découvertes ,  et  ayant  senti  combien  la  nécessité  de  re- 
courir à  des  livres  peu  répandus  ou  à  des  collections  ^académiques  dont 
cm  est  privé  dés  qu'on  n'hî^ite  pas  la  Capitale,  pouvait  arrêter  les  jeunes 
gens,  dés  1787,  je  rassemb^  des  matériaux  pour  Jbrmer  un  Traité 
complet  de  Calcnl  différentiel  et  de  Catcol  int^;ral;  et  jt  la  première: 
lecture  que  je  fis  alors  du  Mémoâre  de  M.  Lagrange,  je  me  proposai  de- 
prendre  pour  base  de  ce  Traité,  les  idées  lumineuses  qu^d  avait  subs* 
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titiiées  à  céîles  des  û^niment  petits.  Je  ctmunoinqiUB  à  tfo^biaes  per- 
sonnes le»  jH^miéres  ébauches  de  mon  traraH  ;  j'ea  écrms  à  plusieurs 
■Géomètres  célèbres,  pour  qu'ils  voulussent  bien  m'indiquer  les  source» 
«ù  je  pourrais  puiser,  et  m'àider  de  leurs  conseib;  voici  ce  qoe 
M.  Laplace  me  répondit  oi  janvier  1793  :  «  Je  vois  avec  beaucoup  de 
»  plaisir  que  vous  travaillez  à  un  grand  ouvrage  sur  le  Calcul  intégral.... 
»  Le  ràpprocheinnit  des  Métlrades  que  vous  comptez  6dre ,  sert  à  le» 
3»  éclairer  mutuellement,  et  ce  qu'elles  ont  de  commun  renferme  le  plu» 
»  souvent  ledr  vra»  métaphysique;  voilà  pourquM  cette  métapbjsiqn» 
»  est  presque'  toqours'la  deriûère  chose  que  Ton  découvre.  L'hooune  de 
»  génie  arrive  comme  par  instinct  aux  résultats  ;  ce  rf«t  qu'en  réflé- 
»  chissant  sur. la  route  que',  lui  et  d'autre»  ont  «ùvie,  qu'il  parrient  à 
V  généraliser  lés.Méthocûs,  et  a  «1  décounir  la  m^pbTâque.  n 

J'ai  rapporté  ce  passage,  plus  encwe  pour  les  réflexi<ms  qu'il  contiwit, 
que  pour  indiquer  l'époque  àlaquelle  j'av^.dqà  conçu  le  plan  que  j'ai 
suivi' dans  la  première  édition  de  mon  OuSrrage,  dont  l'impressioa  fut 
commencée  en  fHmaire  an  4  (noveta^re  179^),  et  ausp^idue  par  des 
raisons  parUculièrss ,  pendant  quelque»  mois.  J>epui»  cette  époque , 
M.  Lagrange  est  revoiu  sur  ses  premières  idées,. à  l'occasion  d'un. Cours 
qu'il  a  Êdt  à  l'École  Polytechnique,  et  j'ai  suiri  ses  leQmis  avec  tout 
Pintérét  qu'elles  devaient  inspira*  ;  mais  l'état  où  était  mon  ouvrage  et 
Ut  marche  de  l'impression  ne  m'mf  permis  alors  de  profiter  que  d'un 
petit  nombre  de  ses  remarques  qu»  j'ai  eu  soin  de  rapporter  à  leur 
Auteur. 

Afin  de  rendre  mon  Ouvrage  accessible  à  un  plus  granS  nombre  de 
lecteur^  je  crus  devotf  préparer  l'exposition  des  principes  du  Calcul 
dŒfêroitiel  par  une  Introduction,  dans  laquelle  je  m'occupai  du  déve* 
loppemeot  des  fonctions  soit  algébriques ,  soit  logarithmiques  ou  circur 
Itùres ,  après  avoir  réduit  les  idées  d'infini  et  d'iofiniment  petit  à  c« 
qu'elles  ont  de  réel,  c'est-à-dire  à  l'exclusion  de  toute  limite,  sut  va 
pudeur,  eoit  en  petitesse ,  ce  qui  n'offre  qu'une  suite  de  négatitais  >  et  né 
saurait  jamais  constituer  une  notion  positive  (*).  La  méthode  dont  j'ai 
fiùt  usage  pour  le  développement  des  fimctions,  ne  $'appuie  sur  aucune 

(^  Ahm  MiiTClitona  Bnbatîtnélemot  i/id^îniaa  mot  infini,  cro^ut  par  li  éludw 
lei  diffistilt^  qne  foiait  naitra  ce  dernier  ;  mai*  je  ne  roii  eo  cela  qu'ose  faute  d'exprea- 
floB-,  cMi  l'indéfini  peut  avoir  de*  limites  ,  mrà  on  en  fait  abstraction  ponrie  moment, 
tandis  qne  l'inEDÏ  est  nécessairament  ce  dont  on  alGnaa  qù  le*  liiuitei  ne  peAent  étr» 
Mtemtw  p«r  qnelçie  (randenr  concevable  que  ce  nit. 
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fxuKÎdératwB  as  <»,gWÏ»i  «wue  tenue  n'y  est  né^igé-i  toBte»  les  équa- 
tions de  couditi(^  y  «oot  vénfiée».  eu  qikique  a(Hnbi»^'elks  »oiait> 
par  un  calcul  fond^ipu^  les  indices  des  quuitités-à  détflrmioer,«t  tris* 
■ja-opre,  )e  croîs,  à  faire  sentir  les  avairtages  de  ia  symétrie  dans  les 
«aïeuls,  et  la  puissance  d'une  noUtioa  quand  elle  est  analogue  aux  idées 
qu'elle  représente. 

Lés  Élémeos  d'AIgètffe  laîssaioiit  à  désirer  beaueonp  de  choses  sur  b 
théorie  des  équations,  iM-squC la iffonière  éditjwi  de-rnoo Ouvrage pafrat, 
et  ne  me  proposant  pas  alws  d'éo  rédiger  de  nouveaiu-,  je  dus  faire  entr^ 
cesthéories  dans  mon  plan;  mais  craignant  que  retendue  de  l'Introduction , 
deveaae  par  là  Irès-conaidérabie ,  ne  parût  retarder  trop  long-temps  Feu- 
trée dans  le  Calcul  diffînenti^,  st^et  principal  du  Traité,  je  pris  le  parti 
d'msérer,  dans  le  c<»|)8  même  de  ce  Traité,  un  diafntre  contenaht  une 
agression  sur  lea  équations.  Depuis ,  ayant  publié  mes  Élémem  ^Al~ 
gèbre  et  leur  CompUment,  ^  fcs  matières  qu'ils  contiennent  feisaût 
partie  de  l'enseignement  onlinaire ,  j'ai  supprimé  ce  chapitre  qui,  à  tous 
égards ,  nuisait  à  l'ordre  ;  mais  la  résotuticHi  des  équations  à  deux 
termes  par  les  formabs  trigpnométriques ,  la  réduction  dés  imaginaires 
à  ta  forme  ^+5v'—*i,'ftïi  moyen  de  ces  formules,  les  considérations 
sur  les  logarithmes  et  les  sinus  imaginaires,  ont  passé  dans  ITntroduction^ 
avec  plusieurs  aHicîe»  nouveaux  qui  font  de  cette  Introduction ,  si  je 
ne  me  trompe ,  im  Traité  assez  complet^  de  l'analyse  intermédiaire  entre 
ïes  Élémeos  d'Algèbre  pï-opremeot  dits,  et  le  Calcul  différentiel. 

IjC  premier  chapitre  est ,  dans  cette  édition  comme  dans  la  précédente  "„ 
consacré  à  Pexposition  îfes  principes  du  Calcul  ^fféreniieL  A  Jjpsemple 
d'Euter,  je  donne  d'un  seul  jet  l'exposition  purement  analytique  et  com- 
plète des  principes  de  ce  Calcul ,  dans  toute  l'étendue  qu'il  doit  avoir  pour 
correspondre  aui  divertes  branches  du  Calcul  intégral.  Dans  un, livre 
élémentaire ,  cette  marche  rétarderait  trop  les  applications,  si  nécessaires 
pour  soutenir  le  courage  d'un  lecteur  qui  s'engage  pour  la  première  fois 
dans  une  carrière  dont  ïï  n'apperçoit  pas  le  but";  mais  un  Traité  aussi 
volumineux  que  celm-ci, œ  peut  guère  être  consulté  que  par  des  per- 
sonnes auxquelles  te  sujet* 'n'est  pas  tout-à-làit  étranger,  ou  qui  ont  un- 
goût  décidé  pour  ce  genre  d'étude  j  et  de  tels  lecteurs  cherchent  principa- 
lement à  classer  les  matériaux  de  la  science ,  pour  en  aùeux  saisir  Fen- 
sembte  et  la  liaison  ,  afin  de  se  les  rappeler  plus  aisément  lorsqu'ils 
pourront  en  avoir  besoin. 

Aussi  ai-je  rassemblé  dîms  ce  même  chapitre  tout  ce  qui  coaceme  la 
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diG^eoitiaticai  des  fonctions  dHme  ou  d«  plu^eôrs  Ttiriables ,  celle 
â*ua  uonibre  quelconque  d'éqix^tioDs  ,  la  notion  ^e»  dWërenttelles  par-- 
tielles  et  le  changement  de  variables  indépendaiïtâi&',  q\à  reneot^  dan» 
les  idées  de  Leibnitz ,  k  rendre  ranobtenne  difïërenti^le  qiïe  l'on  regardait 
c(XDme.coa8texïte,  et  vice  -novd.  Cette  manière  d'envisager  la  traDsftnma-* 
tion  dont  il  s'agU,  ne  pouvait  plus  convenir  kM^qulon  cessent der^arder 
les  diffêrentieltea  ccHnine  des  dif^reoces^  les  censidérations  (pà-.]a  rea^ 
placent  se  trouvaient  déjà  dans  la  premicrc  étïtion 4e  moa  Ouvrage,  où 
le»  ammait  nécessav'emeBtk  plan  que  j'avais  adopté.  Quand  ce  plan  fut 
mis  ea œuvre por  son  auteur,  M.  Lagrange,  les  mêmes  idées. durent  se- 
présenter  à  lui;  et  il  y  a  en  effet  im  passage  analogue  dans  la  Théorie  des 
fbnctiona  ànalyiiqtâes ^  TOÙB  redevdlïle  d'ailleurs  de  tant  de  choses  à  cet 
illustre  Géomètre,  je  ne  le  suis  pas  de  cetle>là^'W»là. pourquoi  l'on  ne 
trouve  aucune  citation  dans  cet  endroit  de  mon  Ouvrage.  Je  l'ai  déve- 
loppé ,  et  j'ai  tâché  de  l'étendre^t  de  l'cfdaircir,  comme  beaucoup  d'autres, 
dans  l'édition. actuelle^  cela  m*a  été  d'autant  plus > aisé ^ «pie  par  ses  der- 
niers écrits,  M.  X^agrange  a  non-seulemeat  beaucoup  enrichi  la  théorie 
du  dévdoppcsnent  des  ^ctiiais,  ccmsidérée  comme  base  dn.  Calcul  dif- 
fêrenliel,  mats  qu'il  l'a  rendue  presque  populaire,  et  a  fixé  sur  elle 
l'attention  de^.pl;çart  des  .Géomètres.  J'ai  pu  aussi  mettre  à  profitune 
démonstration  du  théorème  de  Tajlor,  due  ^  M.  Poisson,  d'aprè» 
laquelle  on  découvre  la  loi  des  exposans  des  tenues  de  la  série  ;  mai» 
malgré  cette  Ëcitité ,  je  n'ai  pa^  cru  devoir .  «atrer  en  matière  par 
renoncé  de  ce  théorème;  car.qnelqu'iDgénieuses  tpA  soient  les  diverses 
démmistrations  qu'on'  en  4  données  jueqnlci ,  toytcs  laissent  entreroir 
pins  ou  qioius ,  qu'il  est  «iqet  à  exception,  et  r^aodeat  de  l'obs- 
eurtté  sur  les .  preodères  qotions  ,  toujours,  un  pea  «bstraites  1<h^ 
mêrnâ  qu'elles  sont  le  mieux  circonscrites.  Ces  propositions ,  si  gé- 
nérales, en  apparence,  ont  plus  d'éclat  que  d'utilité ,  puisqu'elles  ne 
dispensent  pas  de.  l'examen  des  cas  où'  elles  sopt  en  défeut;  il  vaut 
mieux  ne  montrer  ces  caa  que  successivement,  à  mesure .  qu'ils  se 
présentent  d'eux-mêmes ,  qm  de  les  iàire  prévoir  d'avance  et  comme 
des  accessoires,  oh  moment  ou  le  lecteur  n'embrasse; ;^'aTec  peine  te 
petit  nombre  d'idées  principales  que  vous  lai  présMitea.  "Una  semblable 
marche  rend  l'esprii^iflBcultueux ,  et  jette  sur  les  fondemens  de  la  théorie, 
des  nuages  qui  ne  se  seraient  pas  formés ,  si  l'on  avait. conservé  la  trace 
de  l'induction  par  laquelle  on  est  arrivé  à  l'éncmcé  général. 

Voilà  pourquoi  j'ai  coirijnué  à  établir,  par  une  éntunér^<Hi  de  cas: 
psu-ticuliers,  là  èmas  générale  du  développement  du  âeçoud  état  91e 
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prend  tme  Jbactiion  dont  la  variable  a  reçu  un  Accroisâcmeat  :  c'est  ainsi' 
qu'Enter  y  est  parvenu  ;  et  par  la  j'ai  pu  es^6ser  le  ibécaniaine  de  "la 
diffîrentiati(»i,  avant  de  m'engager  dans  aucune  discussion  abstraite.  La 
notation  se  trouvant  alors  bien  connue ,  je  m'en  suis  sa-vi  pour  abréger  la 
démonstration  génà^e  du  théorème  de  Tajlor.  Dans  cette  dénuHistration> 
il  se  présente  plus  d'équations  qu'il  n'en  Ihut  pour  déterâiino-  les  coeffi- 
ciens  de  la  série;  je  nM  cependant  pas  supprimé  la  vérificatioïi  dé  ces 
équations  sorabondaixtes', -^efâvaisins^i^  dans  ma  première  édition^ 
qn<»que  cette  vérlâcàtibn  devM  moins  nécessaire  lorsque  la  forme  de 
la  série  était  légitimée  d  jjA'off/  mais  n'exigeant  presque  point  de  calcul, 
elle  conserve  Tanaîc^e  eiitre  la  fbrrade  de  Tayloret  les  déireloppeméos 
obtenus  dans  flntroduction ,'  et  aé  laisse  rien  à  désirer  sur  ime'  pro- 
position qui  est  la  hase  du  Calcul  diâ^entieL  .    .  .      > 

Je  n'ai  pas  cru  non  plus  devoir  terminer  ce  cha{^re,  sans  donner  tme 
idée  des  diterses  manières  dont  on  a  proposé  d'amener  leCalculdiflfêrenttel 
et  de  le  lier  à  l'Algèbre.  Dons  hrprémiêre  édition,  Je  m'étais  bCMTiié  à  £iire 
sortir  des  prindpes  que  j'avais  suivis-,'  les-  suppoeitfons'  ét£d)Ëes  par 
Leîbnîtz^  auxquelles  il  est  »  commode  de  revenir  dans  te  plus  grand 
nombre  de  recherdies  :  ici,  j'en  ai  fiûf  le  tiipprochément  avec,  la  mé- 
thode de  Landen  dont  j'ai  parlé  pins  haut ,  et  qm  se  lie  bi«i  avec  la 
c<Hi8idération  des  limites.  J'ai  indiqué  deux  nouv^es  théories  qui  ont 
été  proposées  depuis  la  première  impression  de  mon  Ouvrage  ;  mais 
sans  m'établir^ juge  de  ces  théories ,  j'ai  insisté  sur  l'embarras  que  les 
nonvdies  notations  dont,  dlés  sont  acoonc^gnées ,  be'  sauraient  man- 
quer de  jeter  dans  Panalyse^  et  qu'il  me  semble  (Fautant  phi^  à  prc^ws 
d'éviter,  tpie  la  nation  des  diifêrences  où  des  accroissemens  que 
prennent  h»  fbactions ,  bç.  prête  à  tous  les^ioiiits  de  vue  ;  qu'elle  repose 
sur  les  idées'  les  plus  simples,  les  plus  natiffelles,  ^  qu'elle  conduit 
à  une  notation  qiù  demeure  toujours  juste  et  expressive,  quand  même 
on  rejetterait  les  idée^  de  l'infini  d(mt  elle  est  absolument  indépendtoite  : 
c'est  du  moins  ce  que  je  crois  avoir  prouvé  dans  l'endroit  que  je  cite. 

Je  ne  dois  pas  omettre  de  dire  ici,  conAne  nn  point  d'histoire  asSez  im- 
portant ,  qitt  Viàée  de  démontrer  en  toute  rigueur,  par  la:  seule  analyse ,  les 
princ^ies  et  les  méthodes  du  Cfdcul  difier^tiel ,  a  été  mise  d'abord  a  éxe- 
cution par  GondorCet,  dans  =uil  ouvrage  d<mt  IHmpressiOu,  c<>ûimencée 
en  1786,  aété  interrompue  parla  révolutkm.  Les  Vingt-^quatre  premières 
feuilles,  qui  sont  entre  les  mains  de  plusieurs -persiHui^,  'donnent  mfe 
idée  suffisante  du  plan  de  l'Auteur,  puisqu'dllëecoitfienDent  toute  l'exposi- 
tioQ  des  principes  du  GrIcûI  difiëreuti^  Cette  exfoshion  paraît  d'abord  ua 
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pea  conipliqpée,  {^r  l'usage  que  l'Auteur  y  Ml  de  la  caxâciërjsdque  affec- 
tée aux  différences  (ânies)^  et  par  les  détails  où  il  entre  sur  la  mazôère 
d'ordcomer  les  développemeDa  des  diffîrences  dâs.  iisictîons ,  suivant  les 
accr<H86eiiieiia  des  vaxiabJea^  qu'il  sti^xwe  siicceasiËi.et  inégaux.  Cest 
eu  moutrant  que  le  premier  terme ,  ou  le  preiocûer  rang  de  ce  dérelop- 
j>emait,  selon  qu'il  s'agit  des  foocliona  d'une  ou.  de  plusieurs  variables, 
sert  à  former  les  termes  ou  lea  rangs  sulvans,  que  Condwcet  parvient 
au  Calcul  dj£^ntiel.  Il  fait  dériver  les  éqqaiians  difierentietles ,  des  équa- 
tions qui  <Hit  Heu.entre  Je&  accroissemws  complets,  en  prouvant  que  le 
développement  de  celle&-ci  se  vérifie  terme  par  terme  ou  raog  par  rang, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  l'accrtHsaement  de  la  variable  indépendante ,  qui 
doit  rester  indétenniné.  U  déduit  de  ces  considérations  très-ingénieuses, 
les  tbéorèmes  sur  l'analo^e  des  puissances  avec  les  di£Ërenccs,  aùu- 
plement  énoncés  par  M.  Lagrwge,  et  qui  n'avalent  caicore  été  dé- 
moQtréee  que-par  M.  I^i^ce,  mais  en  suivant  unç  voie  très-diâereute. 
Enfin,  pour  t^tcvir  les  ^^reatiéUes  des  fraictiom  logarithmiques  et 
drculaîres,  il  Gxnte  le  dévdoi^peooent  de  ces  fonctituas  par  des  procédés 
dégagés  des  censidératîoos  de Ilnfini,  procédés  fort  répai^dus  aujourd'hui, 
mais  dont  on  n'avait  alors  anctm  exemple  (*). 


(*)  Od  reprochât  «Tce  anwz  dq.^aUoa  à.Condorcet,  de  ne  s'être. livré  qu'à  des- 
«pperçi»  dons  «en  pretoicr  IVtttâ  .de  Calcul  iatégral ,  imprimé  en  1765  ;  et  c  eit  ea 
grande  paitie  ponr  cuacr  de  mériter  ce  reprocbe,  qn'il  a  composé  J'ourrage  dont  )'ai 
parlé  ci-deMas,  Oa  dit  que  le  maniuerit  a  été  quelque  teppt  égaré ,  mais  qn'^pniite  il  a. 
itéteboiivé,  et  in^rloié  es  «aiïM.aBx  fiais  d'un  Kbrairede  IVM>>l)oitrg,  qui  l'ciueTelit 
d^iiis  plus  d»  six  ans  dan*  sos.  wa^asiii ,  avec  une  éditios  complète  des  œuvrai  du 
nême  autew.  Pow^oi  ae  la.  qiet-on  pas  au  jour?  .c*e8t  ce  que  j'ignore;  car  la 
Bublication  de  ce  traité  n'importait  pas  moins  à  U  ntémoire  de  Condorcet  qu'à 
rarancement  de  la  science.  Four  apprécier  avec  éqaité  ses  trafaa^.  connus  dan* 
ce  genre,  il  faut  plutôt  y  voir  ce  qu'il  était  capable  de  faire,  qm  ce  qu'il  a  fait. 
A  l'époque  oà  ils  eut  paru ,  ses  pcemieis  essais  annonçaient  nn  Géomètre  très-dûtingné , 
dont  U  «àeiic»  devait  altMdre  beaucoup  de  pcogr^  ;  st  qaoiqu' entraîné  par  le  talent 
qu'il  avait  potir  écrire  nr  (a*  aatîéres  piûlosopiiii^s ,  ou  plutôt  par  w  pfailantropie 
qui  lui  montrait  dans  la  {vppagjttion  générale  des  lumières,  un  moyen  bien  plus 
«[Ecace  de  concourir  i  l'avancement  de  l'esprit  bumain  que  le  succès  de  quelques 
Tecbercbu  abstraites;  cependant,  i.  diverses  reprises  il  s'est  occupé  des  points  les 
pins  épineux  de  l'Analyse  transcendante.  S'il  ne  donna  guère  que  de»  vues  sur  ce* 
natiéres  ,  ces  vues  sont  souvent  profondes  :  sans  doute  en  les  faisant  passer  au 
creuset  de  l'ai^Iication ,  ilmrak  pn  le»  étaildre  encore ,  las  perfectionner,  les  rec- 
tifier quelquefois  ;  mais ,  teb  qu'Us  sont ,  les  UémoireB-  de  Condorcet  U  montrent 
toujours  à  U  hmtenc  du  découTcites  les  plus  récentes,  des  théories  les  plns.diffi- 
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L'attoitiâit  pârHcufiëre  qae  l'on  a  donnée  depuis  quel<jae  temps  aui 
prmcïpes  sar  lewjnriffdoivenl  reposer  te  Calcul  diffâ^tiel  et  le  Calcul 
intégral,  a,  cotrntftie  je  yieas  dfe  le  dire ,  inlrodnit  un  assez  grand  nombre 
de  c<msidérati(aM  noavelles  ;  et  l'on  peut  maintenant  demander  laquelle 
de  ces  considérations  doit  être  préférée  aux  autres  dans  renseignement. 
La  réponse  à  cette  quèstiôa  n'est  pas  sans  difficulté  dans  l'état  actuel  de 
la  science ,  puisqu'une  route  dont  on  ne  fidt  qu'appercevoir  l'eutrée , 
peut  conduire  &  des  découvertes  importantes  ,  et  ^pre  chacun  des  points 
de  vue  sous  lequel  on  a  envisagé  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  diflé- 
•  rentiel,  donne  à  ce  caîcuï  des  formes  qui,  pour  lemoinà,  offifent  des 
fecilitéa  parttculiières  dans  la  solution  de  certains  problèmes  ;  cependant 
lorsqu'on  veut  concilier  la  rapidité  de  l'expoâtion  avec  l'exactitude  dans 
le  langage,  la  cjarté  ddns  kâ  principes,  et  marcher  dans  une  direction 
teBe,  que  l'on  puisse  les  rapprocher  sans  peine ,  soit  de  la  métaphysique 
de  Leibnitz,  soit  delà  théorie  du  développement  des  fonctions  proposée 
par  M.  Ijagrange,  -je  pense  qu'il  convient  d'employer  la  méthode  des 
lùmtes.  Cette  opiracm  est  appuyée  sur  les  réflexions  suivantes  que  j'ai 
déjà  c<Ha9ignées  dans  plusieurs  ouvrages. . 

<ùlca.  Parreoir  i  ce  point,  tt  l'y  maintenir ,  «n  suivant  la  cairière  à  laquelle  il  parussait 
■'Être  entièrement  voué,  c'est  montrer  i-la- fois  une  gronde  facilité  et  une  grande  pé- 
nétration. L'emploi  qu'il  fit  de  ces  faenrewes  qualités  pour  rénnir  la  culture  des  iciencas 
'  à  celle  de*  lettres ,  et  répandre  sur  les  unes  le  channe  des  autres,  jiiAi&e  bien  la  con- 
'  udérationet  k  crédit  qu'il  s'était  acquis;  et  cependant  avec  quelle  facilité  il  savait 
oublier  tons  fe«  avautageB  et  descendre  aux  ménagemens  les  plus  délicats ,  vis-à-vis  de 
ceux  mËmes  qui  ne  fiaisneiit  qu'entrer  dans  la  carrière  où  il  était  aux  premiera  rangs^ 
il  se  cberchait  point  à  faire  prévUoir  ses  opinions  npràs  des  personnel  que  la  supé- 
riorité de  >es  talena  et  l'influflacB  que  ton  estime  pouvait  avoir  sar  leur  sort ,  rendaient 
ses  inférieurs  on  ses  obligés.  £n  accueillant  les  jeunes  gens,  il  ne  les  protégeait  paa,  il  les 
serrait  aveczéle^et  par  un  ton  simple  et  modeste,  par  une  civilité  vraiment  alTectuens^, 
par  l'agrément  et  l'instmction  qu'il  répandait  dans  son  commerce  familier,  il  leur  ins- 
pirait i-la-J(ns  une  rectmnaissaaoe  aussi  douce  que  profonde,  et  un  attachement  aussi 
durable  que  respectueux,  fies  deriùen  mamens ,  employés  à  tracer  V Esquisse  dtt  progrès 
de  l'esprit  AumoM,  prouvent  l'Inaltérable  fermeté  «rec  laquelle  il  avait  embraué  s» 
principes,  et  qijie  sa  cooyictioo  ne  tenait  pas  à  del  intérêts  du  jour.  S'il  eât  pu 
échapper  antrenent  que  par  une  mort  volontaire  ,  k  la  proscription  dans  laquelle  il 
était  enveloppé  )  il  n'est  pas  douteux  qu'il  n'eût  rassemblé  et  mûri  ma  travaux  sur  le 
calcul  des  probabilités;  qu'il  n'a  cessé  de  rappeler  aux  déterminations  qni  intéressent 
le  plus  l'ordre  social;  et  il  en- atfait  déduit  de  très-beaux  résultats.  Les  questions 
qu'il  a  agitées  sur  ce  sujet  marquent  toutes  par  leur  nonveanté ,  par  leur  importance  ; 
et  le  plan  qn'jl  a  donné  d'un  TraiU  de  Mathématique  sociale  (f^oy.  le  Journal  de 
f  Instruction  sociale^  ii«tv',-flu  les  ouvres  de  Condorcet ,  T.  XXi) ,  offre  nn  cadre  qu'il 
serait  bien  utile  dfi  remplir. 
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la  propriëté  commune  à  toutes  les  fonctions,  d'adnïettre  mie  limite,' 
■dans  k  rappOTt  de  leurs  accroissonens  à  ceux  de  la  Tartable  dont  elles 
dép^ad^t,  limite  différente  pour  chaque  fonction,  mais  constamment  la 
même  pour  une  même  fonclton  et  toujours  indépendante  des  valeurs  ab- 
solues des  accroissemeus,  est  un  fait  analytique  bien  constaté.  On  le 
retrouve  soua  quelque  point  de  vue  que  l'on  envisage  les  variations  d'uno 
fonction,  et  la  sciraice  du  Calcul  n'en  offre  pas  qui  soit  plus  remarquable 
va  lui-même,  puisque  cette  limite  caractéiîse  d'une  manière  qui  lui  est 
propre,  la  marche  de  la  ËHiction  dans  les  <&9&n  états  par  lesquels  eUa 
fwut  passer;  car  plus  lea  accrcMssemens  de  la  variable  indépendante  sont 
petits ,  ou  plus  les  valeurs  successives  de  la  fonetiœi  sont  resserrées  ,' 
plus  enfin  cette  foncti<Hi  approche  d*étre  somnise  k  la  loi  de  continuité 
dans  ses  ctiangemrais,  plus  leur  rapport  à  ceux  de  la  variable  indé- 
p^idante,  approche  d'être  égal  à  la  limite  assignée  par  le  calcul.  Le 
passage  à  celle  limite  est-lci  rexpreesi<m  même  de  la  loi  de  continuité, 
c'est-à-dire  de  la  loi  qui  s'obsesTe  dans  la  description  des  lignes  par 
le  mouvemrajt,  et  d'après  laquelle  tes  points  consécutif  d'une  même 
ligne  se  succèdent  sans  aucun  intervalle.  En  eiï^,  la  manière  d'envi- 
sager les  grandeurs  dans  le  calcul,  n'admet  pas  immédiatement  cette  lot; 
car  dès  qoe  l'on  cixisidère  deux  valeurs  distinctes  de  la  même  quantité  ^ 
il  7  a  nécessairement  un  intervalle  entre  elles  ;  mais  plus  il  est  petit , 
{Âis  on  se  rapproche  de  la  loi  àonA  il  s'agît,  à  laquelle  la  limite  seule 
convient  par&itemoiL  La  Géométrie  confirme  ces  conceptions ,  puisque 
toute  fonction  peut  être  représentée  par  Tordomiée  d'une  couii>e  dont 
cette  variable  est  l'abscisee,  et  que  r<»i  ne  saurait  appliquer  le  calcul 
à  la  marche  de  cette  courbe,  par  quelque  théorie  que  ce  soit,  sans  y 
considérer  an  moins  deux  points  distincts.  Il  &ut  ensuite  que  les  ré-^ 
eoltats  qu'on  en  tire  puissent  être  vrais,  quelque  rapproches  que  soient 
ces  points,  ou  dVatant  plus  vrais,  qu'ils  seront  plus  près  de  coïncider. 
Nest-ce  pas  toujours  en  revenir,  pour  le  fonds,  à  la  coïncidence  des 
pomlâ,  qui,  par  le  Ëiit  analytique  d^à  àté,  n^éantit  pas  les  raiforts 
que  l'on  considère?  Si  Ton  assignait  un  terme  quelcuique  au  rappro- 
chement de  ces  points ,  on  n'aurait  que  des  polygones ,  et  non  pas  des 
courbes.  Quand,  par  exemple,  deux  points  étant  pris  sur  une  courbe, 
<m  conçoit  que  l'un  de  ces  ptànts  s'approche  sans  cesse  de  l'autre  qui 
démenti  fixe ,  peut-on  nier  que  la  souaécante  s'approche  cwilinuellement 
de  la  aoutangente ,  et  de  telle  manière,  qtK  la  diflërence  entre  ces  deux 
grandeiffs  peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut  ?  La  seconde,  qni 
ne  varie  pas  avec  la  distance  supposée  entre  les  points,  est  évîdemmôit 
I.  ^  d 
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la  UmU  d0  h  première,  û  toutefois  Ton  n'insère  pas  dans  la  défîmti(»i 
^e  ce  mot,  une  condition  inutile  {F^ay.  les  a"  lo  et  1 1  de  VTntmduction). 
La  diiÇculté  que  présentent  les  mouvanem  variés  y  est  la  même  que 
celle  qui  a  lieu  à  l'égard  des  courbes  ;  car ,  excepté  pour  le  mouvement 
lioifonne,  qui  est  dans  cette  partie  fles  matbéooatiques ,  ce  que  la  ligne  droite 
est  daqs  la  Géométrie ,  on  qe  peut  pas  plus  introduire  dans  le  calcul  la 
çontinviité  des  chai^emens  de  TÎtesses  que  celle  des  lignes.  II  &ut  toujour» 
partager  ces  mouvemens  en  plusieurs  temps,  «X  desc^idre  soit  par  voî» 
d'exclusion,  soit  autrement ,  à  des  portions  de  plus  en  plus  petites;  en- 
sorte  que  c'est  toujours  4^m3  un  d^niier  terme  purement  intellectuel , 
que  résidait  les  déterminations  caractéristiques  des  grandeurs  cherchées. 
Cctnmu;  tçtutes  les  aiitres,  la  méthode  des  limites  aurait  ai;^8i  se» 
longueurs,  si  Ton  s'attachait  pliis  au^  détails  qu'à  l'esprit  de  la  choses 
^t  beaucoup  d'auteurs  ne  s'en  sc^t  servis  que  peur  arriver  à  quel- 
ques résultats  simples  et  luarquans ,  dont  la  conformité  avec  c^xa.  que 
uoime  le  Calcul  ditTérenti^,  put  justifier  4  paateriori ,  \e3  procédés  d« 
çeluj-ci,  tandis  qu'il  aurait  fallu  conclure  ipunédiatemeat  ses  princsipes 
de  ceux  mêmes  de  la  méth<^«  d«s  tiifûtes  :  c'est  ce  que  j'ai  tâché  de  faire,. 
ÇQ  conciliant  la  briévetç  arec  feKtctitudb ,  4am  mw  Traité  élèmeif 
taire  de  Calcul  ^ij^érentiei  et  de  Calcul  intégral.  J'ai  supprimé  ici  des 
détails  qiv  ajif>artienDeixt  exclusivement  au  plan  de  cet  Ouvrage ,  je  n'ai 
conservé  que  ce  qui  étaU  iiécessaire  pour  ramener  à  leur  véritable  senf 
les  çxpressians  où  l'on  syppose  tes  grandeurs  infimes  ou  infiiûme|it  petites  , 
montrer  ce  qu'on  doit  eiiteodre  par  les  divers  ordres  de  ces  quantités  ^ 
ft  comment  ils  opt  m  «Set  la  subordinatioa  qu'on  leur  suppose.  CTette- 
subordin^tioiv,  d«tot  la.  connaissance  est  on  ne  peut  pas  phu  utile  dansie» 
^pl^ç^tipos  géométriques ,  se  manilèste  alors  avec  la  plus  grande  netteté^ 
et  indépiradaipmetit  de  toute  constructioD ,  par  remploi  du  théor^ne  de 
Taylor,  coimme  on  le  verra  dans  l'ouvrage  que  je  viens  de  citer,  et 
dansc«iui-K;i  :  ttéinunoios  oe  théorème ,  regardé  avec  raison  par  Coodorcet,. 
.  comme  la  bttse  fiatwelle  du  Calcul  diifêreutiel,  était  demeuré  loug-t^op» 
çublié  dans  l'ouvroge  de  sçm  auteur.  Euler  l'avwt .  employé  dans  ses 
fn^titutioHS  d^  Calcul  d^rentiel  ;  mais  ce  n'est  que  de  nos'  jours  qu'il 
est  passé  dans  l'enseignement  élémentaire,  et  son  introducti(m,  qui  est 
également  Iç  résultat  de  toutes  les  méthodes  nouvelles,  àoiJL  être  regardéft 
comme  ^wmant  époque  duis  les  progrès  de  l'analyse. 

L'application  ^alylique  la  plus  féconde  et  la  phw  importante  du  Calcut 
difërentiel ,  est  le  développ^aeat  des  fonctions  ;  fen  û  feit  le  sujet  du 
second  chapitrç  ô,e  qiop  Q^vragie.  £lle  se  lie  immédiatement  au  théorèma 
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«SeTajltrf'i  (}aî«i^«8l1iit-«iéHle  que  la  forihiile  génélialte  Ai  d^V^oppemetA 
des .  fiHKtioiis  de  qtuntités  Imcmieâ;  mais  ce  ifMt  pas  aitidi  qu'elle 
Sut  préeeatée  d'abord  p»  Maclaurin  :  il  parvint  au  théorème  qui  porté  àu^  * 
)oiird%ui  sou  nom,  par  oti  usage  des  t^fierentiations  successires  qui  dut 
paralti^  très-adroit  et  trèa-simpk ,  et  qui  cependant  est  ilemeilfé  presqu'ki^ 
connu  jusqu'en  1777,  que  M.  Laplace  s'en  est  servi  dans  ufitrès-bteaft 
Mémoife  sur  le  développement  des  fonctions  en  Séries  (*).  Eul^ 
fit  remarcfoer  duos  ses  Tnatitationa  de  Calcul  di^rentiel,  le  parti  qu'on 
pouvirft- tirer  de  la  diifiSrefftiaticHî  flea  équations,  pour  eïi  éliminer  soit 
des  puissances,  soit  des  fcnctions  transcendantes  »  et  se  proiïurér  ainsi  de 
tionvdlles  équations ,  au  moyen  desqueUës  on  ex^riliie  tes  uns  par  les 
autres,  avec  la  f^us  grande  faeitité,  k»  co>«f&cieA9  du  développemeitt 
cherché  î  ce  procédé  n'est ,  à  jHvpfemmt  parler,  que  l'application  du 
Cdcul  dSfêrentiet  à  la  Méthode  deê  coefficiens  indètertrtinéa  <,  îmuginée  par 
Descartes ,  et  si  fécwide  en  beaux  résattats.  La  réMution  des  éqna^nS 
littérales  et  c^e  de  qaelque&  équaUons  transcendanates ,  (mt  feit  sentir 
le  beso^  de  formules  pour  développer  la  valeut  dTtHie  fonction  engagé* 
avec  sa  TViaUe,  dans  une  équation  soit  algébriqae,  soit  transcendémte. 
Dans  ces  recberches ,  une  formule ,  remarquée  en  premier  lieu  pat 
L^ibert,  s'est  aussi  présentée  à  M.  Lagrî^e ,  qui  Ta  généralisée  en  une 
fcérie  trés-élégante  ^  nommée  at^ourd'htn  ïe  Théorème  cte  Lagrange.  EnBù 
M.  Ii^>lace  a  démontré  ce  théorème,  qui  n'était  encKMre  appnyé  que  sur 
une  sorte  d'induction,  et  en  a  augmenté  Fétendue  dans  le  Mémoire  qa6 
J'ai  d^à  dté. 

Tels  étaient  les  matériaux  les  plus  importans  parvenus  à  ma  connais- 
sance ,  lors(fue  je  trevaffiài  à  la  première  ét^tion  de  mon  Ouvrage  ;  ils 
fM-ment  encore  te  base  du  chapitre  que  j'analyse.  J'ai  tâché  de  les  pré- 
senter dans  l'ordre  qoî  convient  à  fétat  actuel  de  la  science ,  en  ofiraut 
au  lecteur  tes  méthodes  les  plus  simples,  liées  de  la  manière  la  plus 
directe  :  voilà  poarquoi  j'ai  commencé  par  l'emploi  du  théorème  de  Taylor^ 
de  ta  je  Su^  passé  à  l'usage  des  équations  différentielles  à  deux  varioîtles'j 
et  le  procédé  de  Maclaurin  se  trouve,  d»is  mim  4^avrage  comme  dans 


CO  C'est  dvaa  I«  secood  Ime  du  Treûté  des  Fluxions  de  MacUniiB ,  qu'a  pam  ca 
théorème.  Le  premier  livre,  consacré  à  la  démonstratioa  géométrique  des  principes  et 
dea  réniltats  du  Calcul  des  fluxiona,  eit  digue  de  l'attention  de  ceux  qui  aiment  la 
méthode  des.  Anciens -,  mais  le  second  livre,  ijnl  reaferUfl  la  partie  analytique ,  est  très- 
remarquable  ponr  le  temps  de  sa  publiciatioa  :  il  est  bien  eupArieur  au>  tr^tés  qu'oo  naK 
«lors  sur  le  même  sujetii  !     j1  » 
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le  Mémoire  de  M.  XapUce ,  précéder  l'usage  henrenx  que  cet  iRostrt 

géomètre  a  fait  de^  'éiquatioDs  diflëmitieUes  pafUùeUes ,  -pour  dévelop^ier 
•  les  tbnctîons  en  séries  ;  et  le  théorème  de  Tajlor  yient  ici  se  présenter  * 
de  nouveau.  Je  n'entrerai  pas  dans  le  détail  des  questions  résolues  par 
ces  formules  ;  je  ne  cità'ai  que  la  recherche  des  divere  développemena 
des.  siuus  et  des  co^bius  d'arcs  multiple  .en  puissances  de  ces  mêmes 
lÔDCtions,  et  vice  veraâ.  Ces  dével(^pemeDS^  obteaus  d'abord  par  induc- 
tion, présentaient,  (^iia*  certains  cas,. des  anomalies  singulière»,  qui  <nit 
attiré  l'attention  d'Euler,  celle  de  plusieurs  .de  ses  (^sd^les,  et  que 
sM  I^grange  a  aussi  complètement  expliquées  dans  ses  Leçons  sur  les 
fonctions  analytiqtéèi^  Ce  que  j'en  ai  dit  ici,  joint  à  ce  qui  est  contenu 
dans  rintroduction  ;  semtde  ne  rien  laisser  à^de8irer  sur  ce  sujet. 

La  Méthode  du  retom^  de»  suites ,  due  à  Newton,  et  qui  a  rendu  de 
«i  grands  services  dans  les  premiers  tanps  de  Tinvention  des  nouveaux 
calculs,  perdait  de  son  importance,  à  mesure  que  les  combinaisons  ana- 
Jjtiques  s'étendant  etse  multipliant ,  feisaient  sentir  les  avaitfage»  de 
M  symétrie  des  calculs  et  de  la  connaissance  de  la  loi  qui  enchaîne 
tous  les  termes  d'uh  -tnâme  développement.  Cdle  qui  r^ie  dans  ks 
formules  du  retour  des  suites ,  est  masquée  par  des  réductions,  et  ne  se 
montre  qu'après  qu'on  a  mis  en  évidence  celle  des  puissances  du  polynôme 
ordonné  par  rapport  à  une  variable,  ainsi  que  je  l'ai  indiqué  dans  mon 
Introduction.  Le  théorème  de  Lagrange  donne  bien  une  forme  symétrique 
AUX  formules  du  retour  des  suites  j  nuds  les  puissances  du  polynôme 
indéfini  s'y  retrouvent,  et  pour  en  former  les  coefficiens ,  on  n'avait  quo 
les  règles  données  par  Moivre,  ou  les  rdations  successives  obtenues  par 
Euler,  au  moyen  dé  la  difëreotiation.  Le  premier  de  ces  procédés  n'est 
fondé  qne  sur  Tinductioa}  le  second  ne  mène  qu'à  déterminer  les  coeffi- 
ciens les  uns  par  les  autres ,  ensorte  que  pour  parvenir  à  celui  d'un  terme» 
il  fiiut  passer  par  tous  ceux  qui  le  précédent.  Tels  sont  les  modis  qui 
ont  donné  naissance  à  YAnafyse  comèiaatéàre ,  très-cultivée  en  Alle- 
zna^,  déduite  de  quelques  vues  que  Leibnitz  a  proposées,  sur  l'emploi 
des  noDibres  ordinaux  à  la  place  des  lettres  pour  in^uer  tes  coefficiens 
des  inconnues  ou  des  variables,  et  au  moyen  de  laquelle  on  forme, 
par  des  opérations  régulières ,  les  coefficiens  des  termes  du  développe- 
moit  des  puissances  d'un  polynôme  (*).  Sans  doute,  dans  ces  rechu^hes , 


(*)  Ce  Fragment  de  Leibnitz  tut  tréa-curieux  ;  il  le  trouve  dans  les  jicta  Erudi- 
iùJum,  «tiDÉe.ijcDt  page.aoS,  et  dani  lea  Xuvrvs  de  Ltibaits,  T.  III,  page 365.  La 
force  des  choses  a  conduit  plusieurs  géomètre»  {rançaù  à  se  aervir  .des  nornlves,  au 
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qtd  paraissent  aroir  été'  commencées  par  M.  Hindeoburg ,  et  qui  ont 
«té  suivies  avec  c<mstance  par  des  hommes  de  mérite ,  il  y  a  des 
procédés  iogénieux  et  utiles;  mats  on  ne  saursnfse  distimuler  qu'ils  ns 
sont  encore  p:â!  rapport  à  l'analyse ,  que  ce  qu'étaient  le  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal,  pour  former  les  puissances  du  binôme ,  et  les  tableaux 
employés  par  Viète  et  par  THôpital ,  pour  continua  les  formules  rela- 
tives à  la  division  des  arcs  de  cercle. 

Ayant  remarqué  que  le  théorème  de  Taylor  était,  comme  je  l'ai  déjà 
dit,  la  formule  générale  du  développement  des  fonctions  de  qùant^é» 
binômes,  et  que  ses  (ennes  se  déduisaient  successiveanentl'tiu  d*  l'autre- 
par  un  procédé  uniforme,  Arbogast  imagina  de  modifier  ce  procédé,  de 
manière  à  retendre  aux  développemens  des  fonctions  de  polynômes;  et 
de  là  naquit  une  nouvelle  espèce  de  diffèren^fatioâ  dont  l'objet  est  de' 
déduire,  les  uns  des  autres,  les  coeffîciens  des  puissances  de  la  variable 
smvant  laquelle  est  ordonné  un  polynôme  quelconque ,  ou  même  de  cal- 
culer l'un  quelconque  de  ces  coetiîcîens ,  en  dérivant  de  son  premier  terme 
tous  ceux  dont  il  doit  être  composé.  J'observerai  en  passant ,  que  le  nom 
de  calcul  des  dérivatioTu  par  lequel  il  désigne  sa  méthode,  est  trop  gé- 
néral pour  en  donner  une  idée;  car  toute  quantité  qui  tire  son  origine 
■  d'une  autre ,  de  quelque  manière  que  ce  soit,~  en  est  une  dérivée  ;  et  quoi- 
que le  procédé  d'Arbogïist  renferme  celui  de  la  diffêrentiation ,  il-n'ofire 
encore  qu'un  cas  particulier  du  nombre  inBni  de  Itns  d'après  lesquellê» 
on  peut  enchaîner  tes  unes  aux  autres ,  des  quantités  ou  des  actions. 
Je  crois  qu'il  est  permis  d'en  dire  autant  de  la  dénomination  Aefonotioha 
éérivées ,  appliquée  aux  coejjiciena  différentiela ,  "que  cette  dernière 
expresMon  caractérise  seule  d'une  manière  spéciale.  Quoi  qu'il  en  soit 
des  termes,  il  &ut  cmvenir  que  Je  calcul  des  dérivations  atteint  le  but 
que  Ejiuteur  s*est  proposé,  et  qu'il  conduit  à  des  résultats  fort  généraux 
et  élégamment  ^sprimés;  mais  les  premiers  Géomètres  de  notre  temp» 
n'ont  vu,  dans  ce  (IkuI^  qu'un  artifice  particulier  de  di^rentiation, 
appliqué  à  la  formation  des  différe^tielk»  des  fonctions  de  quantités 
qui  sont  elles-mêmes  fonctions  d'autres  quantités ,  et  ainsi  de  suite  ; 

noîna  comme  indices;  niais  aucna  i)'«n  a  fait  un  usage  auiiî  éteada  et  aiuaï  Higânianx 
que  Vanderraonde.  Il  FaDt  voir  comment  il  lea  emploie  pour  combiner  les  fboctioiit 
des  raciaes  des  équatioas  algébriques,  comment  il  exprime,  par  lenr  moyen,  lei 
conditîbiis  d'une  tresse,  d'un  nœud  oadun  résean,  et  fl  ourre  un  nouvel  accès  k  lasolo- 
tion  des  problèmes  de  la  Géométrie  de  situation ,  enEn ,  comment  il  abrège  les  formule» 
d'élimination,  et  en  lacilite  la  combinaison.  {^Mémoires  de  CAeadittM  des  Science» 
de  Paris,  année  1771,  pages  370,  S6S,  et  année  1773,  a*  partie,  page  5iS, 
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et  ils  ODt  peB»é  qu'm  suivant  cette  mardie  on  potnrait  parremr  aux 
iném«6  résultats ,  sans  employer  ce  graud  nombre  de  notations  Douvelles 
et  de  considérations  particulières  qui  rendent  l'ouvrage  d'Ârbogast  difficile 
à  tite.  M.  Pa(^  a~ -composé  dans  cette  vue  un  Mémoire  «lont  j'ai  donné 
la  tradiictkxi  dans  avoa  Ouvrage,  et  d<mt  Vobpl  est,  dit-il,  a  de  montrer 
u  c<Hmaent,  sans  nous  chargo*  l'esptit  de  principes  nouveaux  et  de  nou- 
»  velles  manières  d'envisager  l'état  varié  des  quantités,  nous  trouvions 
»  dans  le  C«dcul  -diffîteâtiel  les  secours  nécessaires  pour  la  solution  de 
»  tous  les  problèmes  relatif  an  développement  des  fonctions  en  sârie  (*).  i» 
Cependant,  le  Oïdeul  des  dérivatifflis  a  peut-être  été  ]\i%é  un  peu  trop  dé- 
favorablement ;  car  M.  Français^  géomètre  distœgné,  quiVest  rendu  &• 
nnlicr  ce  calcul,  à  la  naissance  duquel  il  a  pour  ainsi  dire  assisté,  en  a 
tiré  nn  très-grand  p^i  dans  un  Mémoire  inédit  sur  le  mouvement  dea 
projectiles  swnnis  à  la  réùstance  de  Tair.  Le  nombre  de  sériés  que  ren- 
ferme cet  écrit,  et  Fétendue  de  leur  développement,  sembleraient  excéder. 
ks  forces  d'uB  calculateur,  s'il  Mkttt  les  obt^iir  par  les  procédés  ordi- 
naires ,  qui  d'ailleurs  n'en  laisseraient  pas  appercevoir  la  loi. 

Un  point  remarquaUe  de  la  formation  de  tous  les  déverojqyemois  y 
c'est  que  la  série  de  Taylor  seule  suffît  pour  dégager  ce  qui  tient  à  la 
nature  de  la  fonction,  tîu'dle  soit  irrationn^te  ou  transcendante ,  ceUe 
êirconstance  ne  porte  que  sur  le  premier  terme  de  la  quMitité  dont  elle 
dépend,  et  les  aiitres  n'entrent  plus  que'  dans  des  puissances  entières  et 
pos^ves  de  poljnomes.  M.  Kramp ,  Sfôîissant  cetCe  observation  Ëtrte 
par  Ai^gast,  a  imaginé  ime  méthode  qui  sentie  la  réunion  des  premier» 
principes  du  calcul  des  dévalions ,  avec  les  procédés  fontkunentaux  de 
ïanalyse  combinatoire ,  et  dcmt  il  a  déduit  plusieurs  formules  nouvelles  et 
remarquables ,.  qui  sont  insérées  dans  son  Arithmétique  imivenelle^ 
Avant  que  cet  ouvrage  et  celui  d'Arbogast  aient  paru ,  M.  Burmani^vait 
iknné  aaasi  quelques  formules  générales  pour  développer  les  fonctions 
en  séries;  et  dès^  i779)  M.  Laplace  avait  présent  aux  Géomètres  son 
Calcul  des-fonctiona  génératrices,  qui  remplit  ce  but  d'une  manière  très- 
élégànte,  et  qui  se  lie  avec  plusieurs  branches  de  l'analyse,  à  pn^os  deS' 
qudles  nous  en  composerons  les  principes  dans  le  troisième  volume  de  cet 


(*)  L'uDÏco  ogetto  propoitonii  in  questz  Memoria  è  stato  quello  di  accenars ,  coma 
■enza  caricafci  la  mente  di  nuovL  principj  e  ,nuori  modi  di  considerare  lo  atato  variato 
délie  quantilà  ,  troviamo  nelCalcolo  dilFereaziale  i  suasidi  necetbarj  alla  lolaziona 
di  tDtti  i  pcciblemi  relatiyi  allô  rriliippo  délie  fuoziooi  lu  lerie,  (^Mém.  de  la  Société 
taliemt,  T.  Xiri,  page  Si). 
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OuTnige,'^!  y  ajoutant  TextensioD  que  l'autew  lui  a  dtmtiée  depuU:  nous 
remettons  aussi  à  œ  volume  ce  qui  regarde  la  séparation  des  éc/telUs , 
âéDomioatioD  imagée  par  Arbogast,  pour  inc^quer  une  swle  de  calcul 
4]Qe  l'oD  pourrait  &ire  sur  les  caractéristiques  des  diSerentietlea ,  dee 
-diâ^nces  et  des  intégrales ,  en  partant  de  l'analogie  qui  lie  les  dérelop- 
pemeus  de  ces  fooctions  à  ceux  des  puissances ,  aiii^ogie  que  je  fiais 
remarquer  dès  le  premier  chapitre  de  mon  Ouvrage. 
•    En  voyaot  un  si  grand  nombre  de  Géomètres,  surtout  en  Allemagne, 
réomr  tous  leurs  efforts  pour  créer  de  nouvelles  méthodes  propres  à 
■développer  \e»  fonctions  pofynomiales ,  ou  est  naturellement  porté  à  re- 
iChercher  quelles  espérances  on  peut  concevoir  de  leurs  travaux  pour  lea 
progrès  de  la  science  ;  mais  le  grand  non^re  de  découvertes  inattendues 
iloit  rendre  circonspect  celui  qui  se  livre  à  ce  gaire  de  conjectures.  Le 
Calcul  di£fêrenUel,  par  exemple,  semblait  dans  le  principe  n'avoir  pour 
objet  que  de  mener  des  tangentes  aux  courbes  dont  l'équation  était  ûra- 
tionnelle  j  et  sami  la  âétermiuation  des  lois  du  mouventent ,  il  demeurait 
restreint  à  la  seule  Géométrie.  Cependant ,  en  considéraDt  avec  attention 
l'état  actuel  de  la  science,  on  ne  peut  s'empêcher  de  remarquer  qu'elle 
est  véritablement  surchargée  par  des  procédés,  très-ingénieux  sans  doute, 
mîùs  dont  la  puissance ,  renfermée  daus  des  limites  étroites  et  à  peu 
.près  pareiUeà,  ne  dédommage  pas  celui  qui  les  étudie  des  efïôrtd  qu'ils 
lui  coûtent ,  et  dont  il  ne  pourrait  être  pajé  que  par  une  abondante 
moisson  de  conséquences ,  et  surtout  d'applications  nouvelles  ;  c'est  du 
UKÔns  ainsi,  ce  me  semble,  qu'on  doit  en  juger,  lorsque ,  ne  cédant  pas  à 
un  goût  particulier  pour  les  spéculations   des  Mathématiques  pures, 
4X1  ne  voit  dans  ces  sciences  que  ce  qu'elles  sont  aux  yeux  du  phî- 
4oe(^^,  un  instrument  sûr  et  fécond  pour  combiner  les  lois  des  phéno^ 
mènes  ,  ou  les  déduire  des  observations.  I^e  luxe  de  l'analyse,  si  on 
peut  parler  ainsi ,  est  devenu  presque  effrayant  j  et  plus  il  augmente, 
plus  il  laisBe  T(nr  sa  pauvreté  réelle  dans  tout  ce  qui  tient  aux  méthodes 
inverses,  les  seules  dont  la  Physique  puisse  à  présent  retirer  desavair- 
tages.  Les  problèmes  sont  mis  en  équation;  mais  oitmment  traiter  ces 
équations  avec  toutes  les  circonstances  qu'elles  rénrerment?  Comment 
se  dégage  de  ces  hypothèses  qui  roidrait  illusoires  tant  de  solutions  oà 
te  calcul  est  étalé  avec  proIusi<Hi?  Comment  rendre  praticables  et  sure» 
ces  approximatiMis  fondées  sur  des  séries  qui  se  ranûfient  de  plus  en 
plus,  à  mesure  qu'Mi  les  pousse  plus  loin,  ou  cet  eochïùnement  de  cor- 
rections successives  qui  réagissent  les  unes  sur  les  autres ,  et  constituent 
des  méthodes  doat  le  succès  ne  tient  qu'à  des  rapports  particuliers  de 
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graDdeiirs  données  par  les  obserrations ,  et  qui  âen^Ient  déterminées  ainsi 
par  lé  hasard.  Voilà  ce  qu'on  ne  peut  s'empêcher  de  voir,  quand  on  se  forme 
le  tableau  de  l'ensembte  des  méthodes  analytiques  ;  et  tout  porte  à  croire 
que  les  difficultés  qui  les  airêtent  ne  peuvent  être  vaincues  qu'à  l'aide  d'un 
calcul  nouveau,  fondé  principalement  sur  les  [fonctions  qu'on  appelle  au- 
jourd'hui transcendantes ,  et  qu'on  es^Mrime  quelquefois  si  heureusement 
par  des  intégrales  définies.  Ces  derciiers  mots  m'avertissent  que  je  dois 
terminer  la  digression  dans  laquelle  je  suis  entré,  et  reprendre- l'anal jse 
de  l'Ouvrage  que  je  présente  au  Public. 

JtjC  troisième  chapitre  a  maintenant  pour  ol^et  l'examen,  des  valeurs 
particulières  que  prennent  dans  certains  cas  les  coefficiens  différentiels; 
et  en  séparant  cette  matière,  du  second  chapitre  où  elle  était  comprise 
dans  la  première  édition,  je  me  suis  rapproché  du  plan  qu'Ëuier  a  suivi.  Un 
chapitre  des  Institutions  de  Calcul  différentiel  est  consacré  au  même  sujet; 
mais  la  place  qu^il  occupe  montre  assez  que  l'auteur  pensait  qu'on  devait 
écarter  ces  exceptions  des  commencemens  sur  lesquels ,  ainsi  que  je  l'ai  déjà 
dit,  elles  peuvent  jeter  une  obscurité  dangereuse.  C'est  par  des  cas  de  cette 
espèce,  que  Rolle  et  quelques  autres  ont  attaqué  le  Calcul  diâérentiel  à  s« 
naissance.  Saurin  leur  répondit  avec  beaucoup  de  succès,  dans  plusieurs 
Hémoires  insérés  parmi  oeux  de  l'Académie  ;  mais  il  s'agissait  principale- 
ment dans  ces  disputes,  de  l'appUcatioû  du  Calcul  différentiel  aux^ourbes. 
Euler  est  le  premier,  à  ce  que  je  crois,  qui  ait  envisagé  le  sujet  du  côté 
purement  analytique  ;  et  les  explicatioi^  que  M.  La^ange  en  a  don- 
nées depuis ,  les  ont  dépouillées  de  la  forme  paradoxale  qu'elles  avaient 
au  premier  coup-d^il.  Loin  de  paraître  aujourd'hui  un  déËtut  dans  le 
Calcul  différentid ,  on  reconnaît  qu'elles  sont  un  développement  néces- 
saire des  lois  de  la  génération  des  fonctions ,  sans  lequel  il  y  aurait  con- 
tradiction dans  ces  loisj  et  c'est  ce  qra  arrive  toujours  aux  paradoxes 
analytiques,  quand  on  est  parvenu  à  leur  véritable  origine  ;  mais  pour 
y  arriver,  il  &ut  considérer  un  grand  ensemble ,  et  saisir  le  fil  qui  lie 
entre  elles  les  diverses  parties  de  ce  tout.  Ce  n'est  donc  que  lorsque  la 
science  est  avancé» ,  que  l'on  peut  atteindre  à  ces  éclaircissemais  ;  par 
■  cette  raison  on  ne  doit  les  présenter  aux  lecteurs  que  lorsqu'ils  ont  acquis 
déjà  une  assez  grande  instruction  ;  et  qu'on  ne  dise  pas  qu'en  retardant  ces 
Dotions,  on  pèche  contre  la  rigueur  de  la  méthode.  Il  ne  fâut  pas  outrer 
cette  rigueur  :  ce  n'est  jamais  dans  leurs  premières  études  que  les  géomètres 
les  plus  célèbres  se  sont  livrés  à  ces  discussions  épinei^es  ;  un  sentimoit 
très-fin,  et  la  grande  masse  de  résultats  qui  s'appuient  les  uns  sur  les 
autres,  n«  laissent  pas  lieu  aux  esprits  bien  faits,  de  douter  de  la  vérité  d« 
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ce  qtfSa  uppnaneùt  TeHe  est  sans  doute  la  cause  pour  laquelle  les 
Beruoidli  ne  nous  ont  rien  laissé  sur  la  métaphysique  du  Calcul  diâfê- 
tenfiel  qu'ils  ont  enrichi  de  tant  de  découvertes. 

J'ai  cm  devoir  placer  dans  ce  chapitre  la  théorie  des  maximums  et 
des  minimoms  (*) ,  parce  que  non-seulement  ils  répondent  à  des  valeurs 
particuUêres  des  coefficiens  différentiels,  mais  parce  qu'en  cherchant  à 
les  déterminer,  on  tombe  trés-eouvent  sur  ces  valeurs  singulitTes  dont 
il  &ut  connaître  le  sens.  Depuis  l'emploi  fréquent  du  théorème  de  Tajlor , 
presque  partout  dd  a  Saadé  Ut  recherche  des  maxhnums  et  des  minimums 
«ur  ce  théorème,  à  i'exaanple de  Maclaurin.  Cette  marche,  trés-Iumineuse 
sans  doute,  ne-  mène  cependant  qu'à  un  résultat  mcompTet  ;  car  lorsqu'on 
envisage  les  fonctions  d'une  tnaniére  purement  analytique ,  il  y  a  de  véri- 
tables maximums  ou  minimums  qui  correspondent  à  des  valeurs  infinies  du 
cordent  diffêrentiel  du  premier  ordre ,  puisque  dans  ces  circonstances 
l'accroissemeQt  de  ces  foncticsis  se  change  en  décroissemcnt ,  ou  vice 
versa  f  et  le  caractère  qui  les  distingue  des  maximums  ou  minimums 
correspoodans  à  des  valeurs  nulles  du  coefficient  dîffêrentîel ,  est  pure- 
ment géométrique ,  puisqu'il  repose  sur  la  forme  que  prend  la  courbe 
dwit  la  foncti*»  proposée  représente  l'ordonnée.  Cette  observation  m'a 
«Dgagé  à  les  comprendre  dans  la  théorie  que  j'ai  donnée;  et  je  pense  que 
par  Ut  elle  est  devenue  mn-seulement  plus  complète,  mais  j^us  claire. 

C'est  dans  cette  circonstance  qu'on  feit  pour  la  première  fois  usage 
du  principe  de  la  coavei^ence  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances d'une  quantité  prête  à  s'évanouir,  et  d'après  lequel  un  terme  de 
ces  séries  peut  être  rendu  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le 
suivent  Ce  princq>e,  qu'on  peut  justifier  en  peu  de  mots  d'une  manière 
satisfeisante  (voy.  la  note,  page  663),  était  généralement  admis  depuis 
long-temps  par  les  îoialystes  et  par  Maclaurin  lui-même,  quelque  partisan 
qu'à  fût  de  la  rigueur  géométrique  ;  mais  lorsque  M.  Lagrange  s'en  est 
servi  dans  sa  Théorie  des  Fonctions,  il  en  a  donné  une  démonstration 
qui  r^Miee  sur  ta  sommalirai  de  )a  série  de  Taylor.  D'Alemhert ,  dans 
ses  Recherches  sur  différens  points  importarts  du  Système  du  Monde 
(t.  II,  page  Sa),  était  parvran  à  cette  série  par  une  voie  qui  ne 
la  développe  que  successivement;  mais  l'expression  du  reste  est  en- 
gagée soua  des  signes  d'intégration  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus, 
et  ne  permettent  pas  de  l'employer  ici;  c'est  pourquoi  M.  liagrange 

(*y  Wiy.  Im  vmIB»  da  ctH*  dinomisation  étm  la  note  page  SSo.    ' 


yGoot^lc 


xxjàv  PRÉFACE. 

a  cherché  à  mettre  ce  Tcs^e  80UB  une  autre  forme.  Dans  le  cours  qu'il  fit 
à  rÉcoIe  Folytecbuique,  en  Fan  iv  (1796),  où  ses  auditeurs  ont  eu  ta  âa- 
tis&cticai  de  voir  pour  ainû  dire  nidtre  ses  idées  et  de  suivre  pied  à  j^isà 
le  fil  de  ses  méditations  sur  ce  sujet,  il  avait  remarqué  que  les  UmUes 
d'une  portion  quelconque  de  la  série  s'i^iennent  avec  ki  plus  grande 
Ëicilité  ,  quand  tous  ses  termes  sont  p(»iti&.  Leur  exprewion ,  dans 
ce  cas  ,  convient  aussi  à  tous  les  autres  ;  mais  pour  s'en  assurer , 
M.  Lâgrange  a  été  forcé  de  recourir  à  des  considérations  qui  tiennent 
au  Calcul  intégral;  et  quoiqu'il  les  ait  beaucoup  simplifiées  dans  ses 
fjeçoiw  sur  le  Calcul  des  fonction»,  je  n'ai  pu  les  employer  encwe 
sous  cette  forme,  d'api^s  la  k»  que  je  m'étais  imposée  de  renvoya* 
au  second  volume  tout  ce  qui  tioit  au  Calcul  intégral.  J'ai  donc 
présenté  ces  considérations  dans  un  wdre  inverse,  en  indiquant  les 
premiers  pas  &its  par  M.  Lâgrange  ,  pour  parvenir  au  but  qu'il 
s'était  proposé,  et  dont  la  connaissaifce  répand,  ce  me  semble, beau- 
coup de  lumières  sur  ce  sujet.  Si  l'cHi  ne  peut  s'empéchor  de  cwvcsir 
que  la  possibilité  de  comprendre  ainsi  la  série  de  TaykNT,  à  partir 
d'un  terme  quelconque,  entre  deux  limites  qu'on  peut  resserrer  autimt 
qu'on  veut,  est  bien  propre  à  fixer  les  idée»  dans  plusieurs  applœatiMts 
du  Calcul  difiërentiel,  on  ne  saurait  cepooduat  se  dissimuler  qu'an  fimd 
e&e  n'est  pas  plus  évidente  que  le  principe  de  k  convergence  des  sériea 
que  j'ai  rappelé  plus  haut;  car  î!  £uit  nécessair^nent  s'appuyer  sur  ce 
principe,  pour  montrer  que  le  »g|ie  d'une  fimctiou  quelconque  dépend 
de  la  sonuoje  des  vaïeurs  que  prend  le  premier  tenue  de  la  série  qui 
exprime  son  accroissement, .ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  des  valeurs 
de  sa  difîerentielle ,.  puisque  cela  suppose  que  l'on  reconnaisse  qu'un  terme 
multiplié  par  la  première  puissance  d'une  quantité  susceptible  de  dimi- 
nuer continuellement,  jusqu'à  s'évanouir,  peut  surpasser  la  somme  de 
tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  des  puissances  plus  élevées  de 
la  niéme  quantité  ;  or  cette  dernière  remarque  suffît  pour  fonder  les 
applications  géométriques  de  la  série  de  Taylor,  dans  lesquelles  il  ne  s'agîk 
que  de  la  possibUité  intellectuelle  de  rendre  un  terme  supérieur  à  Ift 
somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent 

Ces  appUcations  sont  lé  sujet  du  quatrième  chapitre  de  mm  Ouvrage;. 
elTes  sont  encore. précédées, .comme  dons  la  première  édition,  d'une  thé<»-îe- 
algébrique  des  courbes ,  mais  dont  j'ai  supprimé  à  peu  près  toute  la  partis 
élémentaire  qui  se  trouve  dans  mon  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne- 
0t  ëphérique,  et  ^application  de  l'Algèbre  d  la  Géométrie.  Ces  méthode» 
•Igébriquçs,  reposant  sur  des  idées,  qfà  sont  iui  fond  les  mêmes  que> 
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cdles  qm  servent  de  base  k  VappUcatitm  du  Calcid  dbGfêrentiftl ,  de  quelque 
manière  qu'on  le  présente ,  prépareat  trèB-naturellement  à  cène  appli- 
cation. Je  l'ai  traitée  sous  deux  points  de  ws  :  l'un ,  qHi  n'emprunte 
ecpUciteThent  aucune  notion  dé  llnSai,  est  du  à  M.  Làgrange;  ^rbogaat 
7  était  aussi  parvenu  de  son  côté,  ai  suiva&t  les  traces  de  Newton  et 
de  Maclaurin,  tpii,  comme  on  l'a  vu  plus  haut»  considéraient  le  dérd- 
lo^pemeut  en  sà'ie  du  second  ^tat  de  l'ordonnée. 

En  rendant  justice  à  l'évidence  de  cette  marcb»,  j'ai  tru  ne  pas  devoir 
négliger  la  considération  des  iofiaimrait  petits ,  qui  abrège  et  ^cilite  c&A- 
sidâ^enKait  la  mise  en  équation  des  [M-oblémes  de  géométrie  «t  de 
mécanique;  et  le  rapprochement  que  j'ai^it  des  deux  méthodes,  prou- 
vera,je  pense,  aux  lecteurs  atteotife,  qu'elles  ne  diffèrent  que  diùu  les 
expressions.  La  8ubordinati(Hi  des  difërentieUes  des  divers  ordres  sur 
laquelle  repose  tout  l'édifice  des  infiniment  petits ,  et  qui  parait  oii 
lo^mier  o6up-d'(xâ  àk  difircile  à  admettre  ,  s'explique  avec  la  plus 
grande  clarté,  par  les  développèmens  que  fournit  la  série  deTaylor, 
soit  pour  les  dîfiërences  successives  d'une  fonction  quelconque , 
soit  pour  celtes  dés  lignes  qui  représentent  ces  diifêrênces  dans  les 
courbes.  61  je  ne  me  trompe,  h  manière  dont  j'ai  présenté  cette  théorio 
90US  le  pomt  de  vue  analytique  dans  le  prunier  chapitre,  et  sous  le 
p<NtU  de  rue  géoiùétriqne  dam  ceUii-<i ,  ne  doit  laisser  aucun  nuage  dàss 
Fesprit  ;  car  tout  se  réduit  à  concevoir  que  le  rapport  de  deux  série» 
ascendantes  ordonnées  par  rapport  à  la  même  grandeur,  s'évanouit  bra- 
que celle  qui  est  au  numérateur,  commence  par  une  puissance  plus 
élevée  de  la  variaUe  que  celle  qui  est -au  dénominateur. 

Ced  ramène  naturellement  à  la  théorie  des  Umites ,  qm  me  paraît 
toujours  celle  qui  concilie  le  mieux  la  Iniéveté  avec  Texactitude  du  rai- 
socmement,  qui,  tenant  potn:  ainsi  dire  le  milieu  entre  les  considératî(His 
les  plus  éloignées,  metàportée  de  les  stâsir  toutesétde  les  rapprocher  entre 
elles.  9i  j'ù  retranché  ici  à'  peu  près  tout  ce'  qui  concernait  cette  théorie, 
c'est  parce  que  j'en  ai  £iit  la  basé  de  mon  Traité  élémetotùre  de  Caltal 
diffiirentiel  et  de  Calcul  intégral^  mais,  j'ai  laissé  subsister ,  ccmme  l'in- 
dication d'un  Mt  remarquable,  la  détermination  des  courbes  osculatrices, 
par  la  couicidence  des  points  d'intersection  de  toutes  c^es  de  même 
espèce  qui  rencontrent  la  proposée.  L'usage  que  j'ai  fint  du  théorème 
de  Tajior  dans  cette  circoostance ,  «Kspensant  de  toute  construction 
géométrique ,  distingue  ce  procédé  de  plusieurs  autres  -  qui  ont  eu  le 
même  objet,  et  qui  étalât  appuyés  sur  la  même  considçratton.  A  tons 
«œt  peut  objecter  sans  doute,  que  lorsque  les  divers  pointe  d'intersectiOB 


yGooc^lc 


ïxxvj  PRÉFACE;  ■ 

soot  réunis  an  ua  seul,  Vœîl  xi*i^^>erçoit  plus  de  dUfêrcoce  iseas  les 
c4mtacU>  c<»i8Îdàr«6  isolément  ;  mais  en  couTenant  de  la  Térité  de  Pob- 
servatÎQn^jeiie  crois  pas  qu'on  puisse  écarter  cette  théorie  d'un  ouvrage 
de  h  nature  du  miaa ,  dû»  lequel  il  est  à  propos  de  montrer  partout 
les  traces  de  la  1<h  de  continuité,  et  dlodiqaer  toutes  les  notirais  méta- 
I^ysiqués  de  qudque  importance. 

L'existenœ  des  pcànts  siaguliera  des  courbes  se  lie  aux  ctumgemco» 
dé  fiNrme  que  subit  dans  certains  cas  le  dérdoppement  de  la  di^Krence  des 
ordonnées  ;  et  la  déterrainaticm  de  ces  points  a  toujours  été  incomplète  et 
feuthre  t  tant  qu'on  a  voulu  le  fixidw  sur  des  règles  particulières  à  chaque 
espèce  de  points.  Maclaurin  a  ourert  une  meilleure  route,  «n  intro- 
di^eant  dans  cette  recherdie,  comme  dans  cdle  des  maximums  et  des 
minimums ,  la  conudératicai  de  deux  ordwmées  entre  lesquelles  scàt 
o(Hnpnse  celle  du  point  singulier;  mais  il  n'a  pas  complété  rénuméiratipn 
des  cas  qm  peuvent  se  préseotw.  J'ai  suivi  sa  marche  dans  la  pronière 
édUion  de  mon  Ouvrage  ;  et  en  l'examinant  avec  attention,  j'ai,  le  premier, 
à  ce  que  je  crois,  réduit  la  question  à  ses  vôitables  termes,  dans  mon 
.Traité  élémentaire,  par  une  règle  génâvie  et  simirfe,  qu'on  trouvera 
également  dans  celui-ci ,  aocomp^née  de  quelques  expUoitiMu  qui  font 
bien  voir  que  ke  points  singuliers,  n'étant  que  le  passage  d'une  fi»ina 
à  noe  autre,  ne  srait  pas  indiqués  par  un  caractère  spédal,  et  ne  peuvent 
6tre  distiogaés  sûrement  que  par  la  discussion  des  parties  de  courbe 
qu'ils  séparent. 

Descartes  avaï  indiqué  dans  sa  Géométrie,  le  moyen  d'aj^Iiquer  Fana- 
lyae  aux  surËtces  et  aux  coivbea  considérées  dans  l^vpace }  et ,  d'après 
ses  idées,  {duneurs  [ffoblèmes  importans  soit  sur  les  courbes  à  double 
co^bure ,  soit  sur  les  sur&cos  combes ,  avaient  été  résoluB  par  Clairaut , 
Htarmann,  Jean  BemouUi  et  £uler  :  ce  dernier  avait  même  reconnu  les 
deux  courbures  principales  des  snr&ces  couibes ,  et  Texpression  analy- 
tique  du  caractère  qui  distingue  les  sur&ces  développables  de  edies  qui 
ne  le  sont  pesj  mus  toutes  ces  belles  découvertes  n'étant  pas  présœtées 
par  ime  analyse  unifimne ,  n'offi^ent  pas  oicore  un  ensemble  satis* 
feisanL  M.  Mange,  et\  y  introduisant  la  symétrie  et  l'élégance,  qu'il  a 
poussées  si  loin  dans  tous  ses  caipuls,  a  changé  la  fitce  de  cette  branche 
des  Mathématiques,  quil  a  d'ailleurs  ccmsidérablement  enricfaie  par  ses 
propres  découvertes.  Dtf  son  côté,  M.  Lagrasge ,  par  son  Mémwre  siu* 
la  Théorie  des  Pyramides  (Mém:  de  tAcad.  de  Berlin,  i')')3)  y  qui 
est  un  chtf-d'cjpuvre  dans  ce  genre ,  faisait  sentir  qu'on  -pouvait  dé- 
coayrir  les  pn^riétés  de  Tét^due,  par  des  calculs  toalytiques,  fondés 
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■  Seulement  sur  les  données  dé  la  qaestioD ,  sans  Ëiîre  Aucune  cwa- 
tructioQ  préparatoire,  ni  même  ç'aider  d'aucune  figure.  La  Mécanique . 
anafytique  offîv  paiement  beaucoup  de  détails  qui  ttennmt  à  cette 
manière  cPenvùager  la  Géométrie  ,  que  l'oa  pourrait  appeler  aussi 
Géométrie  anafytique ,  et  d'après  laquelle  on  considère,  au  lieu  des 
points  et  des  triangles  qui  les  déterminent ,  les  ligues  dont  ils  scMit  les 
intersections}  et  au  lieu  des  lignes  «  les  plans  ou  les  surËwes  qui  les 
cOatjennentsîmultanémait.  Aucun  ouvrage  élémentaire  n'avait  été  publié 
sur  ce  sujet  avant  la  première  édition  de  ce  Traité  ;  je  fus  obligé  d'in- 
sérer dans  le  cha[âtre  lY ,  les  principales  détermiuatiwis  de  la  ligne  drcMte 
suivant  des  omditioas  données ,  pour  servir  dlotrodoction  au  ctiap.  V, 
où  je  présaitais  les  découvertes  de  M.  Monge ,  rapprochées  des  tra- 
vaux d'Euler  et  des  autres  Géomètres.  De^Hiis,  ces  préliminaires  ayant 
servi  de  base  à  mon  Traité  d'apj^catioD  de  l'Algèbre  à  la  Gétuné- 
trie,  et  ayant  passé  ensuite  dans  beaucoup  d'autres  ouvrages ,  je  les 
ai  supprimés  dans  cette  nouvelle  édition  ;  mais  j'ai  donne  plus  de  déve- 
l<q[>pement  à  la  partie  qui  onbrasse  les  tnÂs  dimensions  de  l'espace,  et 
qui  Êame  toujours  le  T*»«  chapitre.  Pai  tâché  de  le  rendre  encore  plus 
indépendant  des  considératims  géométriques,  en  m'appuyant  sur  des 
notions  du  i^an  et  de  la  ligne  droite,  pn^Muée»  par  M.  Fourrier,  dans 
une  des  séances  de  l'Écc^e  normale,  ^  au  mojen  desquelles  toute  la 
Géométrie  ne  reposerait  que  sur  la  consjdératÏMi  de  la  propriété  fon- 
damentale du  triangle  rectangle.  On  pourrait  encwe  remonter  plus  haut, 
car  M.  Legftndre  a  donné,  dans  les  notes  de  ses  Élémerta  de  Géométrie,  un 
moyen  de  tirer  imnédiatement  la  théorie  des  triangles  semblables,  des 
conséquences  de  la  superposition ,  et  M.  GcHamcez ,  dans  un  Mémoire  fondé 
sur  des  principes  analogues ,  est  parvenu  aux  théorèmes  les  plus  impv- 
tans  de  la  Géoinétrie  élémentaire.  Ces  recherches  pourraient  ne  pundtre 
que  curieuses  j  mais  il  est  iocontestafale  que  la  Mécanique  a  retiré  les 
plus  grands  avantages  de  l'analyse  apjdiquée  à  la  Gé<métrie  duis  l'es-^ 
pace  :  aussi  ai-je  cru  devoir  insérer  dans  mon  Ouvrage  tout  ce  qui  pouvait 
préparer  à  l'intelligence  des  formules  générales  relatives  et  à  l'équilibre 
et  au  mouvemoit  des  corps ,  et  c'est  pour  cela  que  j'ai  introduit  ejq>li- 
citement  les  angles  dans  les  équations  du  plan  et  de  la  ligne  droite,  que 
j'ai  déterminé  la  poûti<»a  du  plan  que  M.  Laplace  a  fiut  coomailre  squs 
la  dénominati<m  àtpUm  invariable,  et  que  je  me  suis  beaucoup  étendu 
sur  la  transformation  des  coordonnées  dans  l'espace.  On  remarquera  peut- 
ëlre  le  moyen  par  lequel  je  passe  des  fiHmules  données  par  M.  Monge 
(page  656),  et  si  fitcSesà  obtenir  par  un  principe  fécond  du  à  M.  Camôf, 
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à cdleâ  ^ïtder, qnï ionent  tin ràle  si  important  dans latbépiie  du  moo^ 

Temczit  de  rotation  des  corps  stades. 

Pai  éclairci  et  développé  rénumérati<m  des  surfeces  du  second  degré, 
rétimiiiation  des  fimctioos  arbitraires,  dans  les  équations  qui  exprimraal 
les  principales  générations  des  surfitces;  et  après  avoir  exposé  la  théorie 
des  développées  des  courbes  à  d<njble  courbure  donnée  par  M.  Monge, 
j'ai  cm  devoir  indiquer  quelques  moyens  d'exprimer  aualjtîquement 
les  transformations  que  subit  une  couilie  qu'on  enveloppe  sur  une 
sur&ce,  ou  qu'on  aplanit  en  développant  cette  surface.  Ces  recherches, 
que  j'avais  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en  1790J  se  lient  avec 
celles  de  feu  M.  Lancret,  et  peuvent  ccmcourir  à  compléter  l'édifice  de 
la  GécHnétrie  analytique  âoat  M.  Malus  a  &it  une  heureuse  applicatJt(ai 
à  l'optique  considérée  dans  toute  sa  gàiéralilé. 

Lorsque  les  principes  du  Calcul  diffîrentiel  sont  bien  établis,  le  Calcul 
intégral,  qui  ea  est  l'inverse,  n'offi-e  plus  qu'une  collection  de  procédés 
analytiques ,  quil  fout  ordonner  de  manière  à  fiùre  ressortir  le  petit  nombre 
de  rapports  qui  existent  entre  eux ,  car  ils  sont  très-souvent  isolés.  Comme 
ie  l'ai  dit  plus  haut,  il  a  été  cultivé  dès  la  naissance  du  Calcul  dififêrentiel; 
mais  ses  m^hodes  sont  restées  l<Hig*temps  éparses  dans  les  Journaux  scien- 
tifîqaes  et  dans  les  Mémoires  des  Académies.  Le  premi^  traité  complet 
pour  le  tonps  où  il  a  paru»  et  dans  lequel  on  put  appercevoir  l'étendue 
de  cette  branche  des  nouveaux  calculs,  est  celui  que  M.  Bougainville 
puMia  en  1766,  pour  servir  de  suite  à  VAnalyse  des  infiniment  petits  de 
l'Hôpital.  On  y  trouve,  outre  ce  qui  a  été  découvert  par  les  Bemoulli  et 
par  quelques  géomètres  italiens  qui  se  sont  occupîis  spécialement  du 
Calcul  intégral,  l'extrait  des  beaux  Mémoires  que  d'AIembert  a  d(Mmé 
dans  les  années  1746, 47  et  48  des  JIfém,  defAcad.  de  Berlin,  etquifimt 
époque  dans  cette  branche  des  mathématiques.  Peu  d'années  après,  Euler 
commença  la  puUication  de  scm  Traité  de  Calcul  intégral ,  disant  suite  à 
ees  Institutiana  de  Calcul  différentiel,  a.  son  IntroducUon  à  Vanafyse  des 
injinis  ,  et  focaiBsA  avec  ces  importans  traités ,  le  ^lus  beau  cours 
d'analyse  qui  eût  caocore  paru. 
Cependant  en  1768,  époque  où  le  dernier  des  sept  volumes  dont  ce 
'  cours  est  composé  fut  mis  au  jour,  l'ouvrage  avait  c^sé  d'être  complet; 
on  n'y  trouvait  rien  sur  les  ^uaticms  aux  différences,  et  il  y  manquait 
bailleurs  l'api^ication  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  à  la 
tbéorie  des  comrbes  :  <hi  doit  juger  par  là  de  ce  qu'Q  fellait  y  ajouter 
-pour  &ire  ccHuiaîlre  l'état  de  la  Science  en  1798,  où  a  paru  le  secmid 
volume  de  iboû  Ouvroge^  cwipreaant  le  Calcul  intégral  propremoit  dit. 
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'  Dans  ce  Tolome,  )e  me  sois  à  peu  près  conformé  an  plan  stavi  par 
Eukr,  qm  dasse  lee  méthodes  d'après  la  fcNnne  d^  fonctioi^  aoixqueKe» 
elles  s^aj^Oquent.  Lorsqa^  s'agit  de  remonter  d'im  coefEtcieDt  diâërentiel 
à  la  fonction  dont  il  d^ve,  ce  coefilcient  peut  être  doDoé  explicitement 
par  la  Tariable  indépendante,  ou  bien,  lié  avec  cette  fonctiixi.  par  une  • 
équation  diffîreutielle;  le  premier  cas,  que  Ton  appelle  aussi  la  méthode 
de»  quadratures,  parce  qu'on  y  ramène  la  reçhercbe  de  Taire  d'une 
Courbe,  occupe  le  premier  chapitre ,  dans  lequel  je  passe  des  fonctions 
ratMHUidies  litières  aux  fcxictions  fractionnaires  et  aux  fonctions  irra- 
tionndles.  La  nécessité  de  recourir  dans  le  plus  grand  nomlne  de  cas 
aux  moyens  approximatif,  mène  à  Fintégration  par  les  séries  ;  mai» 
celle  qui  s'opère  par  k  développonent  de  la  di£fêreatieUe,  donne  rarement 
unefenaule  conrergente ,  ce  qoi  est  cepfflidant  in^ispoisable  toutes  les  fin» 
qu'il  s'ag^  d'applications  numériques;  aussi  renToyait-<Ki  alors  à  ce  qu'rai 
appelait  la  quadrature  mécanique  des  courbes.  Ce  moyen  cmisistait  sans 
doute,  dans  les  premiers  temps,  à  tracer  la  courbe  qui  a  pour  ^donnée 
le  coeflScient  difierentiel ,  et  à  détennmer  aoa  aire  par  une  apprcmmatinn 
graphique.  C'est  du  moins  ainsi  qu'on  peut  expliquer  comment  les  pre- 
miers géomètres  qui  se  sont  occupés  du  Calcul  intégra),  regardairat 
coDune  résolu,  un  problème  réduit  à  la  quadrature  d^me  courbe;  mw 
bientôt  on  a  craistruit  des  formuks  pour  déduire  des  valem^  d'un  certain 
nombre  d'ordonnées,  cette  quadrature  mécanique  :  celles  d'Ëiiler  se  pré- 
sentent  naturellement  ici,  et  les  autres  seront  in^quées  dans  cette  nou- 
velle édition ,  lorsqu'tt  sera  questitm  des  principes  sur  lesquels  diles 
reposent.  On  doi(  mettre  aussi  au  rang  des  acquisitions  les  plus  remar- 
quable» du  Caic\ù  mté^al,  dans  la  partie  des  méthodes  d'approximatiixir 
ce  que  M.  Lagnmge  a  feit,  en  1784,  sur  la  diffërentieUe  qui  contient  un 
radical  quarre  a£fectant  nn  pcdjnome  du  quatrième  degré. 

£n  parlant  dans  le  secmd  chapitre,  des  applications  du  Calcut  diffê- 
rentiel  à  la  quadrature  et  à  la  rectification  des  couibes ,  j'ai  dédait  dtf 
procédé  qae  je  viens  de  citer ,  les  théorèmes  concernant  la  transfonnatipa 
des  arcs  d'ell^se,  auxquels  M.  Legendre  est  parvaiu  en  1786.  La  quadra* 
ture  et  la  cubature  des  sur&ces  courbes  quelconques,  amenant  les  pTf>> 
blêmes  où  l'on  s'est  proposé  de  trouver,  sur  les  sur&ces ,  soit  des  lignes 
rectifiables  algébriquement,  soit  des  espaces  quarraUes,  condiasait  natu> 
rellement  à  parler  de  Fespèce  de  Cedcul  intégralindéeBrmnè ,  oùil  s'i^t 
d'assigner  la  formeque  doit  avoh-  la  fonction  ^fRtrentielle  pour  que  HutégE^ltt 
stKlt  d'iule  nature  donnée;  On  n'a  encore  résdu  dans  ce  genre,  qulcom- 
pcetul  la  Êmeuse  énigme  de  Florence  proposé»  par  Viviani ,  qoe  des- 
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{HrtAlëmw  curieux  ;  mais  cette  redherche ,  <pi'£altf  a  le  iremier  tenté 
de  réduire  en  méthode  régulière,  était  trop  remarquable  pour  la  passer 
60Q8  silence,  et  j'en  ai  indiqué  les  bases  dès  ma  premièrê  édition. 

Le  troisième  chapitre  est  consacré  aux  équati<»is  diSerentielles  à  deux 
variables,  c'est-à-dire  à  la  détermination  des  fonctions  d'une  seule  va- 
riable, au  moyen  d'une  relation  donnée  entre  cette  variable ,  la  fbnctioa 
qui  «Xi  dépend  et  ses  coefficieos  difi^rentiels.  Cette  brandy  de  l'analyse  ren- 
ferme un  grand  nombre  de  procédés,  mais  qui  malheureusemei^  n'ont 
guère  de  succès  que  dans  des  cas  très-particuliers,  et  à  peu  près  les  mémea 
pour  tous.  C'est  ainsi  qu'on  ne  vient  guère  à  bout  de  détermmer  le  acteur 
propre  à  rendre  une  équation  diâërentielle  iatégrable,  que  dans  le  cas  où 
Ton  sait  séparer  les  variables  ;  et  cette  dernière  méthode,  qui  remonte  à 
Tarife  du  Calcul  intégral,  est  «icore  une  des  plus  fécondes  ;  mais  son 
application  ne  présente  qu'un  petit  nombre  de  résukats  tant  soit  peu 
généraux:  les  autres  sont  l'^t  de  substitutions  heureuses,  que  le  tact 
qui  s'acquiert  par  une  longue  pratique  su^ère  à  des  analystes  exocés, 
et  dont  on  ne  saurait  rendre  raiswd  prion.  Je  {knne  plusieurs  exen^les 
de  ces  cas  ;  mais  comme  ils  o£G:^nt  peu  d'intérêt  quand  ils  ne  se 
rapportent  à  aucune  questitm  physique,  je  passe  aux  équations  où  les 
eo^ciens  difiërentîels  et  la  fcmction  ne  montent .  qu'au  preoûer  degré, 
et  que  j^e^>elle  pour  cette  raisOD,  éqaatûvu  du  premier  degré,  la  déno- 
mioation  de  linéaires  qu'(»i  leur  a  donnée  étant  très-impropre,  puis- 
qu'elles n'appartiennent  point  à  une  li^'droite.  Ce  que  l'on  sait  sur  ces 
équations,  compose  la  seule  théorie  que  l'on  ait  dans  cette  twanche  du 
Calcul  inté^al,  et  sert  de  base  à  toutes  les  méthodes  d'approximation 
employées  dans  les  recherches  physico-mathématiques.  C'e8tàM.Lagrange 
qu'on  est  redevable  des  deux  prc^>ositions  gHiéraïes  que  con^ireud  cette 
théorie,  comme  aussi  de  celles  qui  expriment  la  liaiion  qui  existe  entre 
une  intégrale  et  les  soluti<His  particulières  d'une  équation  diflërentielle, 
et  qui  tiennent  à  la  manière  d'étendre  une  équation  à  des  cas  qu'dlq 
ne  comprend  pas  exf^citement,  en  disant  varier  les  ctmstantea  qu'elle 
renferme  j  procédé  dont  Bf.  La^nnge  vient  de  fiùre  les  plus  belles  appli- 
cations aux  problèmes  de  la  mécanique,  coucemant  le  mouvement  des 
corps  célestes. 

Quant  à  la  détermination  des  solutions  pttrticuUères,  pac  la  seule  con- 
nai&saQce  de  l'équation  diâfêrentieUe ,  de  nouvelles  recherches  ont  OMHitré 
que  le  procédé  le  plus  sûr  était  celui  qu'avait  donné  JEuler  dans  aou 
Calcul  int^al ,  que  M.  Laplae«  a  ensuite  étendu  et  perfectionné  , 
et  dont  M.  Poisson  s'est  s^ri  pour  compléter  cette  détermination  par 
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raf^KTt  à  toutes  les  espèce»  ^équaticHis  diffîrentielles.  VoïSk  Texposé 
rapide  des  matériaux  que  j'ai  du  employer  dans  le  chapitre  que  j'ai  en 
vue  dans  ce  moment  ;  plusieurs  n'étaient  pas  encore  publiés  lors  de  la 
pFemière  édition.  A  ces  matériaux  il  faut  joindre  quelques  questions 
géométriques ,  résolues  pour  indiquer  l'usage  des  équations  diffêr^itiellesL 
dans  la  ^tenninaton  des  courlx»  d'après  leurs  propriétés.  En  passant 
en  revne  les  méthodes ,  dans  une  partie  de  l'analyse  qui  laisse-tant  à 
désirer,  il  était  nature  de  présenter  quelques  rues  sw  les  moyens  de  la 
perfectionoer;  et  c'est  à  quoi  m'a  conduit  l'examen  de  l'intégration  dtf 
ces  équations  ûmuées  de  deux  différentielles  semblables,,  dont  aucune 
n'est  séparément  intégraUe.  Elles  n'ont  été  remarquées,,  d'abord  par 
Fagnano,  qu'^fFégard  des  arcs  elliptiques;  mais  elles  ont  lieu  par  rappcHt 
aux  l(^riUimes  et  anx  arcs  de  cercle,  et  pourraient  bien  donner  nais- 
sance à  une  théorie  très-féconde ,  ainsi  que  je  l'ai  indiqué  dans  un  article 
contenant  quelques  réflexions  sur  les  transcendantes  en  général. 

J'ai,  dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent,  choisi  mes  exemples  parmi 
les  plus  reinarquables  de  ceux  qu'on  trouve  dans  le  Traité  de.  Calcul 
intégral  d'Euler  ;  et  je  crois  n'aroir  laissé  de  cdté  que  ce  que  tous  les  brois 
esprits  e'acoordent  à  regarder  conmie  des  longueurs.  Je  passe  ensuite 
aux  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables:  ce 
c^pitre,  qui  est  le  quatrième,  commence  par  l'intégration  des  diffé- 
rentielles totales  comprenant  un  nombre  quelconque  de  variables,  et 
satisfiiisant  aux  c<Hiditions  d'intégrabilité ,  dtmt  je  donne  à  cette  occa-' 
sion  la  théorie  générale.  Dans  la  première  édition ,  cette  théorie  venait 
à  la  suite  de  l'exposition  des  principes  du  Calcul  différentiel ,  et  en  cela , 
j'avais  suivi  l'exemple  d'Euler;  mais  le  développement  qu'elle  exige  au- 
jourd'hui ^  ne  permet  plus  qu'on  la  place  aussi  loin  de  ses  applications. 

La  considératic»  immédiate  des  équations  différentielles  totales  conte- 
nant plus  de  deux  variables ,  se  présente  bien  plus  rarement  que  celle  des 
équations  différentielles  partielles.  C'est  Euler  quile premier  a  intégré  une 
de-  cellesHïi,  en  résolvant  un  problème  de  géométrie  pure;  mais 
d'Alembert,  en  les  introduisant  dans  la  théorie  du  mouvement  des 
Buides ,.  a  le  mérite  d'en  avoir  &it  sentir  toute  l'importance.  Il  en  a  in- 
tégré plusieurs  par  des  méthodes  fort  ingénieuses  ;  mais  sa  manière  de 
les  présenter  sous  la  fin-me  de  différentielles  k  roidre  exactes,  jetait  beau- 
coup de  complication  sur  le  sujet^^tandia  qu'Euler,  en  écrivant  l'équation 
même  à  laquelle  cette  condition  donne  lieu ,  en  indiquait  le  véritable 
sens ,  qui  est  d'offrû-  une  relation  entre  les  variables  primitives  et  un 
certain  nombre  de  coefiiciens  différentiels ,  relation  ^  est  en  général 
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iasuHîsnM  p9ur  déterminer  eatièrement  la  foactkm.cba'chée,  pinscpie 
celte  fbncUou  a,  dès  le  prf«nier  ordre,  plua  d'tmcoefiîcieDtdiSereutiel: 
et  il.  &ut  dire  ici  que  la  dégaition  dju  Cateul  djIireiHiel  donnée  pu* 
1^.  Lagraoge;.dws  9on Mémoire  de  177a,  déjà  cité, rend faten  évidente  la 
lijaiapn  de  ce»  équations ,  ouda  Calcul  différentiel  partiel  doet  elles  sont 
l'pbjet,  aveo  le  Calcul  d^  diiférmtielles  totales,  te  seul  dont  en  s'était 
d'abord  occupa  Quoique,  les  hases  du  premiei;  de  ces  calculs  puissent  &ro 
considérées  comme  ioapUcUeHiient  ceimprisie»  dans  le  second,  8<mi  usage 
^uoe  les  recherches  phy^.o-niathémaUques  est  tel,  qti!oD  l'aregwdé  avec 
raiso;i;i  CP9U11Ç  fôrmaot  uqe  djscpuvqrte  digne  d'occuper  dans  l'Histoire  lit- 
térujre  du  iS'  siècle,  le  rang  que  tient  la  découverte  de  l^ibniti  dans  celle 
du.  1 7'.  Les  méthodeaquft  l'oa emploie  aujourd'hui  ^ns ce  calcul,  soot  dues 
principylement  aux  travaux  d'Euler,  àoeuiïideM.Lap"ange,sur  leséqua- 
ticMis.  di0érentiel!es  du  premier  wdre,  çMnbinés-  fiMt  heu»euaement  par 
Cliarpit ,  géomètre  mcfft  àla  fl,eur  de  Tàge ,  au  beau  Mémdre  deM.  liaplace, 
SVUC-  les  équations  dp  premier  degré  (ou  ^téak^s) ,  et  aux  recherches 
àfi  M.  MiHige  qui ,  considâraDt  ce,  caicvà  par  raf^it  à  la  génération  de» 
'Surfaces  couches,  Ta  pour  ainsi  dà«  inventé  de  nouyeau,  ou  du  moin» 
i^  doit  qij'à  lui  seul  tout  ce-q;u'il.faLapuMîé  dans  ses  divers  Mémoires.  En 
c^erçUanL.  àxetrouver  par  des  coBsidérationa  purement  analytiques,  Vin- 
tégri4c..d«,l'équatiûu  de  la  sur&ce  dont  l'aire  est  un.  mïTumwn^  donnée  pour 
I9. première  fois-par  M.  Moi)gci,M*LegeQdi;eaaussi^outé  quelque  chose 
àce  qu'oDiSaysitsur  les  équation» différentielles  partielles  du seccmd  ordre. 
Malgré  les.  recher-ches.  de  ces  gérawètrea  célibres ,  le  Calcul  itttégral 
au^  diiféreçti^UeS'  partie U^  est.  encore  bien  peu.  a;(raDcé,  puisque-,  passé 
le  p.remicr  or^^e ,  on  oe  sait  pas  m^mej  le  nombre  et  le  nature  des  ar'- 
b).traire$'qp£.doiX  coojei^ri'inl^gpakïd'uQe  écpiatiian,  pour  être  générale. 
Tai  lait  voir  daQS>la  première  édition  de  mcm  Ouvrage,  la  feusseté  de 
l'analogie,  qu'on, ay^  voulu  établir  enti»;  le»,  fèmctiona  arbitraire»  et  le» 
constantes.  q)it,compUJ^Il(r  1^,  iptégrates.  des  équations  diffîrentielles  to^ 
taies,,  et  s',élimiaept,.UACl  à  une  à.  d^uiuQ  diffêrcotiation.  Depuis,  plu»eurs 
Géom^lres  opt  r^n§  ces^  cpnsidiératious';  maie  je  ne  crois  pas  qu'on  sache 
encore  rjcft  de  ppsitif  à,ce,6U3et.;  tout  ce,  qui  aenriite  prouvé,  c'est  que 
la  division  .dpséqpatjpDS  différientieUa»,  partielle»  ea  M-dree,  ne  paraît  pu» 
conforme  à.lep^r  n^tjjçe;  cfir.ia  diâÎQuUé  d«'lsa> intégrer  et  retendue  de» 
équatipp6.prJmitiy.a?,don;.iell«^  dériw«|,;a^  coECeapoBdant  pas-avec  cette 
division.  PafieiUfi  cbo&e.j^ut.s'obsepvier  par  rapport)  aux  équations  dififé- 
rentiene^,à,deux.va£iable«.-,'siron>^it'attwtkm-.aBKéquatioD6  du  premier 
disgré  a..^pâlcieps  cwstsu^,  qui  sïat^iceqt.  de.ia.  même  mani^  dans 
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-totfs  les  otites;  (kl- a  vtt  aassi  qoela  classiâcatk>n  par  l*  degré  dans  un 
-même  ocAte ,  n'était  pas-^s^n  rappwt  avec  les  dilficultés  de  riatégratitH^ , 
et  cette  circtMlstâjaoe  a  lieu  aussi  dans  les  équations  di^TérentieUes  à  deux. 

Tariables,  comme  le  montre  l'égaation  y'~*3^  =  fC3^)  qad  «%>- 
t^re  toi^ours  par  le  même  procédé,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonctioh 
dé^gaée  par  f.  On  pourrait  feire  de  semblables  retnarques  pour  les  équa- 
tions idgebriqoes  mêmes ,  par  rapport  à  la  correspondance  entre  la  forme 
dea  raeioes  et  le  degré  des  équations  au^iquelles  elles  apparUennent.  Et^diUr 
dans  toutes  ces  espèces  de  fonctions  une  classification  meilleure,  et  qui 
.mette  en  éridence  les  truiscendantes  fondamentales  ou  indépendantes, 
o'est  peut-être  le  plus  ^and  pas  à  Ëiire  maintenant  dans  l'analyse. 

En  exposant  ce,  que  l'rai  doit  à  M.  Monge ,  sur  le  Calcul  intégral  aux 
diffêreatieUes.  partielles ,  je  ne  pouvais  pas  omettre  l'interprétation  lu- 
.  mineuse  qu'il  a  donnée  des  équations  dififérentielles  à  trois  variables  qui 
-Ue  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégrabilité,  et  qui  représentent  des 
«ourl>es  assemblées  en  Ëunille  par  des  propriétés  qui  ne  permettent  pas 
qu'elles  soient  toutes  sur  la  même  surface.  Ck>nsidérées  sous  le  point  de  ' 
vue  analytique,  les  intégrales  que  M.  Monge  a  données  de  ces  équations 
^flerentielles,  viennent  se  rattacher  au  Calcul  intégral  indétenniné,  dont 
j'ai  parlé  dans  le  deuxième  chapitre ,  puisqu'on  peut  très-souvent  choisir 
dana  l'ensemble,  de  cas  intégrales  celles  qui  sont  algébriques;  et  pour  eh 
.rendre  l'existence  indépendante  des  considérations  géométriques  qui  les 
.avûent  Ëùt  connaître  à  M.  Monge,  j'ai  montré  leur  liaison  avec  la  théorie 
■des  solutions  particulières  due  à  M.  Lagrange. 

Le  Calcul  des  variationa,  friùt  des  premier»  travaux  de  M.  Lagrange, 
et  qu'£ul«-  s'empressa  d'étudier,  de  commenter,  et  de  substituer  au  bel 
ouvrage  où  il  avwt  rés<du  le  problème  des  isopérimètres  (*),  est  l'objet 
du  cinqiùème  chapitre,  le  dernier  de  ce  volume.  Outre  son  usage  pour 
déterminer  les  courbes  ou  les  sur&ces  qui,  relativement  à  leurs  aires, 
leurs  arcs,  leurs  volumes,  etc.  jouissent  de  maximums  ou  de  minimumSf 
ce  calcul  est  devenu  indispwisable  dans  la  Mécanique,  depuis  que 
H.  Lagrïttige  l'a  ap^diqué  au  développement  des  conséquences  du  prin- 
cipe des  viteaaea  virtaeUea;  mais  poor  ne  pas  lui  ^er  de  sa  simplicité 
et  de  son  élégance  dans  ces  nouv^es  rechercha ,  il  &Uatt  lui  cooservea* 
Jalonne  sous'laquellesMi  inventeur  l'a  présenté  d'abord,  etquiestsem- 

(*)  Mathodtu  invmùndi  liatas  airvat  maximi'  minimii/e  pnprUtate  gaudeaUt. 
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blable  à  ceHe  i|ue  la  métaphysique  de  Leibnitz  donne  à  la  diâfêrentiatnHi  : 
c'était  .aussi  la  marche  que  j'avais  suivie  dans  la  première  édition  de  mon 
Ouvrage.  Cependant  il  était  à  désirer  qu'on  pût ,  sans  lui  rien  feire  perdre 
de  ses  avantages ,  lier  le  calcul  des  variations  avec  le  développement  des 
accroîssemens  des  fonctions  ;  et  M.  Lagrange  y  est  parvenu  dans  la  se- 
conde édition  in-8*  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  fonctions ,  en  se 
rapprochant  de  la  miinière  dont  Euler  avait  déduit  du  Calcul  différentiel 
partiel  celui  des  variations.  Cet  illustre  analyste ,  ayant  l'habitude  d'éli- 
miner les  différentielles ,  en  indiquant  les  coefficiens  différentiels  de  la 
fonction,  desirait  pouvoir  faire  la  même  chose  par  rapport  à  la  variation 
de  l'ordonnée ,  sans  pourtant  se  priver  des  termes  que  la  variation  de 
l'abscisse  introduit  dans  les  équations  délivrées  du  signe/,  au  moyeti 
desquelles  la  méthode  des  variations  donne  la  solution  complète  de  tous 
les  problèmes  qui  s'y  rapportent  :  09  voit  même,  par  ses  Àffërens  Mé- 
moires sui"  cette  matière,  qull  eut  toujours  quelque  peine  à  concevoû: 
l'existence  de  ces  équations.  Au  reste,  M.  Poisson  a  montré  qu'elles  sont 
implicitement  comprises  dans  la  partie  de  la  variation  affectée  du  signe/, 
lorsqu'on  introduit  dans  cette  partie  les  constantes  arbitraires  que  com- 
portent les  intégrales  des  équations  différentielles  de  la  courbe  cherchée. 
J'ai  profité  de  toutes  ces  recherches  pour  perfectionner  ce  chapitre  dans 
l'édition  présente. 

Le  développement  des  fonctions  en  séries  conduit  au  Calcul  difleren- 
ttel;  le  Calcul  intégral  fait  connaître  de  nouvelles  fonctions  qu'on  ne 
peut  exprimer  que  par  des  suites,  et  la  considération  de  ces  dernières 
iàit  naître  le  Calcul  aux  différences  finies,  que  j'appelle  simplement 
Calcul  aux  différences.  Telles  sont  les  raisons  qui  m'ont  porté  à  le  sé- 
parer du  Calcul  différentiel,  qu'il  comprend  cependant  implicitement 
comme  cas  particulier.  Cet  ordre  présaite,  selon  moi,  un  avantage 
assez  important;  c'est  celui  de  réunir,  dans  un  seul  corps  de  doctrine 
toute  la  théorie  des  suites,  morcelée  dans  la  plupart  des  livres  qui 
en  traitent ,  ce  qui  n'a  point  été  feit  depuis  Jacques  BernouUi  et 
Stirling ,  quoique  la  matière  se  soit  prodigjeusemait  accrue  par  les 
travaux  d'Enter,  de  MM.  Lagrange  et  Laplace.  Le  Calcul  aux  différences 
forme  donc  le  premier  chapitre  du  troisième  volume  de  cet  Ouvrage , 
volume  qui  pbrte  le  titre  particulier  de  lyaité  des  différences  et  des 
séries.  Dans  l'exposition  de  la  partie  directe  de  ce  calcul,  je  rappcate 
plusieurs  formules  élégantes  que  M.  Prony  a  données  dans  son  Traité 
de  la  Méthode  des  différences,  ainsi  que  diverses  méthodes  d'interpo- 
lation f  et  leur  application  à  la  quadrature  des  courbes.  Dans  le  Calcul 
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îDvene  des  cdâëreoces  se  préseotônt  les  prodoUs'  des  fiicteuïs  équi- 
difierois,  que  Vimdaiiionde  a  dési^^aés  pax  ime  notatiûa  qui  met  en 
éridiraice  le^  analogies  curieuses  et  très-utiiea  «pie  ces'  produits  ont  avec , 
les  puissances.  Ses  vues  sur  ce  sujet,  qui  peuvent ,  à  ce  que  je  croîs  y 
mener  beaucoup  plus  kàn  ^  comme  plusieurs  autres  qui  rendent  très- 
remarqcuâ>les  le  petit  nombre  de  Mémoires  qu'il  a  donnés ,  après  être 
restées  Imig'lanps  dans  l'oubli ,  se  §ont  présentées  à  M.  Kramp ,. 
à  roocauoQ  de  ses  recherches  sur  les  réfractitHis  astronomiques.  Ce 
géomètre  désigne  les  produits  de  Ëicteurs  équi-diilerens,  sous  le  nom 
àB/acAUé€  numériques,-  Arlx^ast,  qui  le«  romeDe  à  ses  dérivatioru f, 
les  appelle  factorielles  j  et  M.  Multedo,  quâ  -m  repris  ces  considéra-, 
fiws  daios  la  forme  pn^Kieée  par  Vandermonde,  ce  qui  en  Eût  une  swte 
dé  Galcol  parUculier,  dimne  à  ces  mêmes  produits  le  ijoia  de  quaatUé». 

Ayper-géomètriqueê. 

Les  Sbarmules  qvû.  expriment  l'analogie  des  puissances  arec:  les  di£^ 
rences  et  arec  ies  int^rales ,  mènent  tràfl-tiroptement  aux  séries  qui 
dranent  l'intégrale  aux  d^rences  d'une  iSsp<iûoa  quelconque.  Tai  £iit 
nsage  de  la  {»%mière  démonstrattcnt  qua  Mj  Laplaoe  a  donnée  de  ces 
formules,  et  j'ai  tiré  d'un  beau  Mémoire  du  même  géomètre  ^  Texpres-. 
skm  du  tenue. général  des  n(»nbres  de  BemouUi,  qui  jouent  nu  si  grand 
r^dana  la  sommation  "des  suites.  Le  soin  que  j'ai  pris  de  ra^urochefi 
autant  qu'il  était  possible ,  les  diverses  méthodcequiavaieut  le  même  objets 
nuAtipUe  trop  le»  détails  dans  cette  partii^ ^  ponr  que  j'en  puisse  domaeç 

Fanni  planeurs  digressicHis  qu-uoèse  la  grande  variété  de  sujets  qu'em-r 
brasse  le  Calcul  anx  dii^^aces,  se  présente  la  détermination  du  nombre 
des  ternes  des  polyntanes ,  et  l'emploi  qu&  Bézout  en  a&it  pour  donner 
la  pramère  démtHistralion  que  l'^m  ait  eue  :  du  jdus  haut  d^é  auque} 
peift  s'élerer  l'equaticHi  &ude  résultante  de  l'élimination  d'un  ntmiibr^ 
qndooaqae  dinconnues  entre  des  éqttatiops.  algébriques.  La  déternùna^ 
tion  des.fonetifHis  ttrlàtriaire»  dan&  Isa  intégrales  aux  équations  différentieUe^ 
MTtieUes^  fexaislen  d&  la  nature  de  cellea  qui  complètent  les  intégrales  âs6 
«qaatioas  aax  diSereoices,  les  diversea-iiortes  d'intégrales  qi;i'admettenl; 
oes  dernières,  ràiai  que  leurs  8(^uti<»is  particulières,  sont  d»  sujets  que 
^aî  traites  dws  cette  éditiffli  plus  exactemeot  que  daaa  la  première ,  e^ 
■o^ûdant  des  travaux  de  MM.  Biot  et  Poisson. 

£a  regardant  les  valeurs 'succesùves.d'wio  fi>natioa,«omiBe  les  divers 
«o^fidens  des  pmasanoes  d'une-  vari«^leidft9s  le  déveloi^ment  d'une 
^Hk  fimctioa  ^  wtte  variole,  ce  ^ijtatre  toutrà-fiùt  dansl'ori^p 
■     ■   1.  .  /*, 
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que  j'ai  assi^ëe  cî-ikssus  an  Calcul  aux  diffêi^nees,  on  retrt^re,  par' 
des  proœdés  simplee ,  uniformes  et  élég^ns,  Ut  plupart  des  fonmilea 
(d>tenues  par  ce  caïc«i,  et  Vautres  encore  plus  générales  :  c^eA  en  Éela 
que  courte  le  Calcul  des  foncHoru  génératricea ,  donné  pour  là  pre- 
mière fois  en  1779,  par  M.  Laplace,  et  qu'il  a  enrichi  de  nouTeaux 
résultats  non  moins  remarquables  que  les  premiers.  S'il  £iUait  à  préarat 
&ire  un  choix  entre  les  jnéth»dé8  propres  au  développement  et  à  la 
transformation  des  suites,  le  Cadcul  des  fi^ctitMis  génératrices  pour* 
rait  mériter  h  préférence  sur  la  plupart  des  njoyens  connus  ;  maïs 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  oïi  elle  est  drcooscrite  de  tous  cdtés  par 
des  limites  qu'on  cherche  à  franchir,  on  ne  sait  sur  quoi  doirent  s'ap* 
puyer  les  considérations  qui  lèveront  les  dffîciâtés  où  V<m  est  maintenant 
arrêté;  et  d'aillears  les  prmcipes  du  Calcul  des  ^fSk'ences  sont  si  naturels, 
si  directs,  qu'<»i  ne  peut  pas  tes  <»nettre  :  voilà  pourquoi  j'«l  exposé 
tes  méthodes  de  M.  Laplace,  dans  un  chapitre  à  part,  le  second,  que  . 
l'on  peut  regmtcr  en  grntde  partie  comme  \m  abnfgé  do  pmttier. 
■  Arrêtés  à  tout  moittent  par  tes  difficultés  dont  ^'ai  parlé  ci-dessus , 
lés  Géomètres  ont  varié  leinre  méthodes  autant  qu'il  était  possiUe  ;  après 
avdr  en)plo3^  les  suites  pour  snppléa-  aux  imperfecticms  du  Calcul  inté- 
gnd,  ils  ont  appliqué  k  Cedcul  i^égral  à  la  théorie  des  suites  et  k  lenr 
somnwlioD.  £ul«  a  Mt  sur  ce  s^et  de  Domluenses  rediercltes  qui  n» 
pouvai«}t  pas  trouver  place  dans  im  traité  de  Caloïd  intégnd,  abn- 
seulement  sans  kà  donner  trc^  d*<étendue ,  mais  caHxvre  sans  y  cuiser 
une  espèce  de  désordre  ,  par  le  mélange  continuel  de  procédrâ  trt^ 
^Bërens  de  ceux  de  l'tntégratioB  proprémeôt  £te ,  tels  que  des 
interpolatioos,  des  délermiuati<xi9  d'kitégrEde6  pottr  <4e8  valews  par* 
Meulières  de  la  variable,  c^est-À-dii%,  des  itaègtnles  d^U$.  Toutes 
ces  méthodes,  que  l'on  pourrait  f^peler  anofnales,  da  motos  pour  k 
iprésent ,  m'ont  paru  bien  placées  après  un  IVatté  dtts  sut^ ,  et  jivec 
d'autant  fdils  de  raison,  qne  la  plupart  peuvent  ^e  envîsa;gées,  para' 
ainsi  dire ,  comme  des  pierres  d'atteot»  devinées  à  se  Ikï  «râc  un  nouvel 
édifice  dMit  ta  constructi<»i  a^iBoont^  i^iaquië  jour  '.  de  «e  fiobiJirê  «^ 
sûrement  femploi  des  intégrales  déiOnies^  poift-  «sppMaer  ift  ftflttiaBs 
donnéw  par  àes  équations  difi^reai«4les.  Eïtrier  Hh  a  (fSSett  h  ppcnœr 
exemple  sur  Téqniitioa  de  RiccMi;  M.  Le^laee  a,  par  cenfebyeo,  mi- 
tégré  un  cas  fort  singulier  des  équa^es  ^tfferêootielles  partSeltes  du  seoend 
ordre  ;  et  M.  Poisacm  en  a  pareillem«it  usé  ^ans  im  Mémoire  sur  le  «on. 
'M.  Farsevel  a.  aussi  int^é  de  cette  miatoâère  lïne-éqà^cto  trè»^^éÀércfe 
du  mouvraient  des  ttûitles  et-ce^-dela-frc^gMiea^MtCHa,  «n  itip^ 
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poâ&Ht  à  ralr  tr^s  ^mânnwit;  mais  ta  fonné  des  résultats  auxquels 
il  est  parvenu  èeiable  se  refbser  à  toute  appticfOioQ  ^téoiale.  Avint 
d'exposer  ces  méthodes ,  j'ai  donné  on  eKlrait  des  pxiocipaax  réeul- 
tats  ^tenus  par  £uler  sor  les  wdégrEdes  définies.  Ce  su^,  auquel 
il  s'était 'pmicu^remeDtattBcbé,  a  fourni  la  mstiàre  th»  supplémtiit 
posthume  à  se»  TVoHé  de  Odcul  inté^,  M  M.  L^en^e  «'ea  est  oc- 
cupé dans  deux  M^oÈres.  iy  ai  rattaché  ce  <|ue  IVai  sait  de  plus  io^ 
portant  sur  les  séries  4e  produits  ;  et  aprte  avoir  déthiit  du  Calcul  inté- 
gral les  expresàot»  de  sisos  et  de  'ooaaui  «a  produits  dent  k  tondre 
des  Ëct€UTs«stH£m,fe  te»  li tirées  de  kcauœdératioa  des  Uniitcs,<}tie. 
M.  MoUlier  a  st^tftt;^  k  oitt»  de  Via&ai  par  laqueUe  Eùler  j  était 
parvenu:  ea6n  dus  ce  néme  chapitre ^  les  produits  de  odeurs  étpn- 
diâërefis  se  sont  présentée  coimne  valeurs  d'intégraiea  définies. 

Dès  les  pr^eâers  teinpB  de  l%rrcQitioQ  du  Cal(jal  diffâroliei,  art  se  pro- 
posa de  <fe^n3^ner4es  courbes  perdes  conditknisquiwrâpportBeiit  en 
même  temps  à  pltR^eors  pointa  piaiÀ  à  des  ântanoés  finj^  :  Id  tat  le 
l»^léme  ée»  tntjectom»  rét^ro^pitB  ,  où  1^  considère  deux  courbes  pa- 
i>«Ue8 ,  àofÊ.  l'une ,  se  mauTant  paraflèlemèaat  à  elb-méme  tturfaxe  des 
abacissés ,  coupe  toujoinrs  la  première  sooB  le  snéme  an^.  Ëtder,  qolfl  ftcA 
noimner  dans  presque  toutes  les  redtercfacs  matlaéuiatiqiics ,  réaolut  d'ain<> 
tre^questifHia  du  nv^ne  gcare,  «oit  par  -des  artifioes  anal;ftiques  t^-^é* 
cienx ,  soit  «1  tes-FfflHM&aat,  pu- leiD^flB  de  la  sérié  de  Ta  jior,  à  dcB  éqùa-t 
fions  difl^WktieKœ  ^un  vtdiK  Indéfini.  Mais  depan  «n  a  reconm  tjoe  cea 
prc^lèmes  se  rappoitùent  à  un  nouveau  gmre  d'équations  que  Coôdtxroet 
et  M.  Làplace  avai^it  coosidérées  soos  le  ■aoa^^èqaatitate  aux éiffjinmeèë 
tnéiées  (&ûeB  «tiofiniment  petites).  M.  Biot  a  repris,  le  premier,  ce  goife 
de  calcul  potar  l'appliquer  aux  qweatioas  géométriques.  J'ai  qs^é  va 
extrait  de  son  tywail  dans  ie  quatrième  cbapitre  de  ta  premiéic  éditàod 
de  BK»  TVaité  .-deê  Différej^oé»  et  des  Sériesi  et  j'aurai  à  y  joindre ,  dadd 
la  seconde,  de  nouvelles  irâ^&rcii^  £àces  pn*  M.  PoiasttD,  siffla  théorie 
analytique  de  ce  calcul. 

Après  avoir  donné  rindicatioo  sommaire  des  grandes  divisions  de  mcHi 
Ouvrage,  je  dirai  quelques  mots  sur  son  exécution.  Je  n'ai  jamais  perdu 
de  vue  qu'au  point  où  les  Matbématiqaes  sont  parvenues  de  nos  jours, 
ceux  qui  les  étudient  ont  souvent  besoin  de  revenir  sur  leurs  pas  pour 
classer  les  connaissances  qu'ils  ont  acquises  ;  qu'on  leur  ëpai^e  beau- 
coup de  peine,  et  que  leurs  idées  s'ordonnent  mieux,  lorsqu'on  leur 
présente  de  grandes  divisions  auxquelles  les  diverses  méthodes  viennent 
ensuite  se  rattacher.  J'ai  donc  fait  ensorte  que  chaque  chapitre,  formant. 
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autant  qDe  cdà  sepotaVait,  «ne  sorte  de  traité  particuEer,  ne  dépendit 
ai  général  de  ceux>^  le  précèdent ,  que  par  la  nature  du  sujet  et  non 
pas  par  les  détails  ;  et  pour  tâcher  d'atteindre  à  la  clarté  si  désirable , 
surtout  dans  les  Irvrcs  qu'<m  est  obligé  d'étudier  sent,  je  me  suis  imposé 
la  loi  de  œ  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  aucun  calcul,  sans  en  avoir 
exposé  le  but  et  &it  coniiaitre  Vesprit  :  enfin  j'ai  apporté  le  plus  grand 
soin  à  donner 'aux  annules  cette  symétrie  qui  les  &it  presque  devioer, 
et  dont  les  éetiti  de  'M.  Lagrange  offî'ent  tant  d'exemples. 

Uniquement  animé  du  désir  de  fiùre  un  livra  utile  aux  jeunes  gens, 
j'ai  écarté  toutes  les  prétentions  de  ramour-profffe ,  et  je  ne  me  suia, 
point  arrêté  à  rderer  les  détails  qui  peuTent  m'appartenir ,  dans  un 
travail  pour  leqdél  ]^ia  Aà  nécessairement  mettre  beaucoup  d'auteurs  à 
contribution.  Xtans  les'  citations,  j'ai  tÂcbé  de  ne  rien  omettre  des  obli- 
gations de  quelque  ôoportance  que  je  puis  avoir  au;  géomètres  àxmt  les 
ouvrages  m'ont  ê&m.  à  enrichir  le  mien  ;  et  pour  la  commodité  des  lecteurs 
qui  débiitent  dans  la  cairiire  des  Mathématiques,  ou  qui  veulent  {q>pr»- 
fondH"  un  sujet  que  je  n'ai  pu  qu'indiquer,  j'ai  rappcnié  à  câté  des  article»- 
de  la  Table  des  sommaires,  placée  à  la  tête  de  chaque  vc^ome ,  Je  titre- 
des  Ouvrages  et  des  Mémoires  que  j'ai  consultés  pour  la  rédacUoi^  de  ces 
artioles,  ou  qui  y  oatqaeique  rapport,  et  qui  sont  venus  à  ma  otmoais^ 
sanoe.  A  b  suite  da  troisiàne  T(rfume  j'ai  vais  une  ample  table  des  matières  ^ 
^  forme  du  livre  «htier,  du  mmns  je  l'espère,  une  amte  de  dictitm- 
oeire  d'analyse  et  de  géométrie  transcendante.  On  sent  que  j'ai  dû  penser 
à  cet  usage  de  mtm  livre ,  puisque  son  étendue  est  devenue  telle,  qu'oa 
a'en  peutentr^irendre  la  lecture  continue,  et  qu'il  âiut  y  revenir  à  plua 
tf  une  £ùs.  Si  oep^odant  j'étais  ciM%é  de  demander  grâce  pour  cette  étoi*- 
4ue,  je  priwais  le  leâieur  de  penser  à  cdle  des  objets  qui  s'y  trouvent 
traités,  et  au  nombre  de  vcJumcs  dwit  les  trois  qui  composent  moa 
Ouvrage  peuvent  tenir  lieu ,  du  moins  pour  le  prient ,  et  t3D(  (jqï'qa. 
se  a'eDgoge  pas  dans  des  recherche»  pwticalpèc^. 
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INTRODUCTION. 

Vjettk  ïotroduction  a  pour  bat  de  présenter  dans  leur  ememble,  des 
théories  qu'où  ne  trouve  qu'en  partie  dans  les  Elémens  d'Algèbre ,  on 
qui  n'y  sont  pas  développées  avec  toute  l'étendue  ([u'il  convient  de 
leur  donner  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  généralité  des  démons^ 
tratioas.  £n  effet,  dans  ces  Élémens,  on  a  dû  s'attacher  principalement 
à  considérer  l'Algèbre  dans  ses  rapports  avec  la  résolution  des  équations 
déduites  des  problèmes  relatife  aux  nombres  ;  mais  ce  n'est  là  que  le 
moins  important  de  ses  usages.  La  propriété  que  possède  ce  genre 
d'écriture ,  d'exprimer ,  de  comljiner  et  de  transformer  les  relations  que 
•  les  grandeurs  ont  entre  elles,  a  conduit  ii  des  résultats  très-remarquable», 
et  dont  la  connaissance  répand  beaucoup  de  lumière  sur  l'objet  prin- 
cipal de  cet  Ouvrage.  Avant  de  les  exposer,  je  vais  rappeler  quelque* 
notions  essentielles  ,  et  éclaircîr  le  sens  de  plusieurs  expressions  qui 
peuveat  paraître  obscures  et  même  ^.nsses,  lorsqu'on  ne  remonte  pas 
à  lear  origine. 

I .  Les  anciens  Analystes  comprenaient  en  général  sous  la  dénomi-  notiou  rMï 
nation  Ae  fonctions  d'une  quantité,  toutes  les  puissances  de  cette  quantité.  ûoBfc«l«^fc 
Daas  la  suite  on  a  étendu  le  sens  de  ce  mot,  en  riq)pliquant  aux  résul- 
tats des  diverses  opérations  algébriques  :  ainsi  on  a  encore  appeléyôncfiofi 
d'nne  ou  de  plusieurs  quantités  ,  toute  expression  algébrique  renfermant 
d'une  manière  quelconque  des  sommes,  des  produits,  des  quotieus, 
des  puissances  et  des  racines  de  ces  quantités.  Enfin  de  nouvelles  idées,' 
amenées  par  les  progrès  de  l'analyse,  ont  donné  lieu  à  la  défiuîtloa 
suivante  des  fonctions. 

Toute  quantité  dont  la  valeur  dépend  ^une  ou  de  plusieurs  autre» 
quantités  j  est  dite  fonction  de  ces  dernières j  soit  qu'on  sache  ou  qi^oM 
ignore  par  quelles  opérations  Ufaut  passer  pour  remontçr  de  celles-ci  à 
la  première. 

La  racine  d'une  équation  du  cinquième  degré,  par  exemple,  dont  Olk 
ne  saurait  assigner  l'expression  dans  l'état  actuel-de  l'Algèbre ,  est  néan- 
moins nue  fonction  des  coefficiens  de  l'équation,  parce  que  sa  valeur 
dépend  de  celles  de  ces  coefficiens. 
Ou  dislingue  les  fobctioiu  suivant  le  nombre  de  quantités  dont  elles 
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dépendent;  ainsi  la  puissance  quelconque,  mais  déterminée,  d'une  quan- 
tité, n'est  fonction  que  de  cette  seule  quantité.  Si  on  prend  la  ctose 
sons  un  point  de  Tue  plus  général ,  qu'on  envisage  à-la-fois  toutes  les 
puissances  possibles  d'une  quantité  susceptible  de  valeurs  quelconques  , 
alors  l'expression  générale  de  ces  puissances  sera  fonction  de  la  quaa- 
tité  primitive  et  de  l'exposant,  puisque  la  valeur  particulière  de  chacune 
d'elles  dépend  de  ces  deux  choses. 

2.  C'est  la  considération  des  équations  indéterminées  qui  a  conduit 
à  généraliser  l'idée  des  fonctions.  Lorsqu'on  a  voulu  exprimer  qu'une 
quantité  ne  pouvait  être  assignée  sans  que  préalablement  on  n'eût  donné 
des  valeurs  particulières  à  d'autres  quantités,  qui  pouvaient  en  recevoir 
un  nombre  infîni  dans  ime  même  question  ,  on  s'est  servi  du  mot 
fonction  pour  désigner  cette  dépendance.  Il  suit  de  là  que  si  on  avait, 
par  exemple,  l'une  ou  l'antre  de  ces  équations, 

{jr  ^  «r*  H-  éo:  +  c 
f  =  axz  +  Aa:'-f-  es*, 

t>&  dirait  que^  est,  dans  la  première,  une  fonction  de  x,  ou  qu'il 
est,  dans  la  seconde,  nne  fonction  de  x  et  de  z.  Il  faut  remarquer  qu'on 
fcit  abstraction  des  quantités  a,  è,  c,  parce  qu'elles  sont  déterminées, 
c'est-à-dire  parce  qu'on  les  regarde  comme  devant  conserver  la  même 
valeur  dans  toutes  les  solutions  dont  chacune  des  équations  précédentes 
est  susceptible. 

On  pourrait,  au  lieu  de  ces  équations,  en  rencontrer  d'autres  dans 
lesquelles  les  quantités  inconnues  se  trouvassent  engagées  de  &çon  qu'il 
ne  fût  pas  possible  de  déterminer,  sans  quelques  opérations  prélimi- 
naires, la  valeur  de  l'une  d'elles  :  telles  seraient  les  équations, 

\  x?  -\-  j^  -\-  z^  =s  axz  +  bji  -4-  cxjr. 

Dans  ce  cas  l'inconnue  _y  sera  toujours  une  fonction  de  x,  en  vertn  de 
la  première.  Ou  une  fonction  de  x  et  des,  en  vertu  delà  seconde;  parce 
que  cette  in<::ot)nue  ne  saurait  être  déterminée ,  à  moins  qu'on  n'ait 
donné  des  valeurs  particulières  à  x  dans  l'une  ,  ou  à  x  et  à  a  dans 
l'autre. 

Si  dans  les  équations  de  cet  exemple  on  se  proposait  de  déterminer 
X  en  conséquence  des  valeurs  particulières  données  a.jy  on  à^  et  à  2, 
on  dirait  que  x  serait  dans  la  première  une  fonction  de  ^  ,  ou  dans  la 
seconde  une  fonction  de  /  et  de  z.  On  voit  par  la  que  dans  une  équa* 
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tîon  qui  reoierme  plusîeura  ÎDConnues,  l'une  qaelconqae  d'entre  elles 
est  toujours  une  fonction  de  toutes  les  autres  ;  et  c'est  l'ënoncé  de  \a. 
question  qui  Ëiit  connaître  celle  qu'on  doit  envisager  ainsi.  Lorsqu'on  a. 
une  équation  entre  deux  quantités,  elles  sont  réciproquement  fonction 
l'une  de  l'antre. 

Nous  venons  de  mettre  sons  les  yeux  du  lecteur  deux  sortes  d'exemples 
qui  donnent  lieu  à  une  distinction  remarquable.  Dans  les  premiers  on 
voit  tout  de  suite  coimnent  avec  la  valeur  de  x,  ou  celles  de  ^  et  de  z  , 
on  parviendrait  à  former  la  valeur  de^;  dans  les  seconds,  au  co'nb'aire, 
il  Êiudrait  encore  résoudre  une  équation  algébrique  par  rapport  à  j", 
pour  trouver  cette  quantité,  en  supposant  qu'on  connût  les  valeurs  de  x, 
ou  de  X  et  de  z.  Nous  dirons  dope  que  dans  le  premier  cas  j-  est  une 
fonction  explicite  de  x,  ou  de  a:  et  de  z,  et  dans  le  second  une  fonction 
implicite  des  tnémes  quantités. 

n  n'est  pas  nécessùre  qu'on  ait  une  équation  entre  plusieurs  quan- 
tités ,  pour  qu'on  dise  que  l'une  d'elles  est  une  fonction  implicite  des 
autres.  Il  suffit  qu'on  sache  que  sa  valeur  dépend  de  leurs  valeurs  par- 
ticulières ;  ainsi  dans  un  cercle ,  le  sinus  est  une  fonction  implicite  de 
l'arc,  quoique  l'analyse  algébrique  n'o£^  aucun  moyen  d'exprimer  la 
relation  de  ces  deux  quantités,  parce  qu'en  effet  l'une  d'elles  est  déter- 
minée lorsque  l'autre  l'est,  et  réciproquement.  Il  est  bon  d'observer 
qu'ici  nous  avons  fait  abstraction  du  rayon ,  quoique  la  grandeur  du 
sinus  dépende  aussi  de  cet  élément,parce  que  nousu'avions  envuequ'ua 
seul  cercle. 

On  comprend  sous  la  dénomination  de  Jonctions  algébriques j  tontes 
celles  qui  résultent  des  opérations  algébriques,  ou  dont  la  relation  avec 
les  quantités  indéterminées  dont  elles  dépendent  peut  être  exprimée  par 
une  équation  algelinque. 

3.  Les  fonctions  algébriques  ne  renferment  jamais  qu'un  nombre  li- 
mité de  ternies ,  lorsqu'on  les  exprime  sous  la  forme  qui  leur  est 
propre.  Cette  restriction  est  nécessaire  ;  car  si  on  veut  évaluer  par  un 
assemblage  de  monômes  ,  une  fraction  proprement  dite,  ayant  un  dé- 
nominateur binôme  ou  polynôme ,  on  tombe  alors  dans  une  suite 
infinie. 

La  fraction  _  - ,  par  exemple,  étant  développée  par  la  division  ou 
atitrement,  donne  la  suite: 

,    a;    ,    a:*    ,   :r'    , 
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sans  qu*on  trouve  jamais  un  quotient  qui  s'arrête.  Il  en  est  de  même 
des  racines  des  polynômes  qui  ne  sont  pas  des  puissances  parÊùtes  y 
lorsqu'on  veut  les  exprimer  d'une  manière  rationnelle,  ou  par  une  suite 
de  monômes. 

On  sait  que  la  formule  donne'e  par  Newton,  pour  développer  les  puis- 
sances du  binôme  ,  ne  se  termine  pas  lorsque  l'exposant  est  un  nombre 
ne'galif  ou  fractionnaire. 

Mais  il  existe  des  fonctions  qu'on  ne  saurait,  dans  aucun  cas,  expri- 
mer par  un  nombre  limité  de  termes,  de  l'espèce  de  ceux  qui  constituent 
les  quantités  algébriques  :  tels  sont,  par  exemple,  les  logarithmes  qu'on 
ne  peut  obtenir  que  par  approximation,  et  qui  dépendent  de  l'extrac- 
tion d'un  nombre  infini  de  racines  ;  les  sinus  et  cosinas  qu'on  ne 
saurait  évaluer  an  moyen  de  leurs  arcs,  sans  concevoir  un  nombre 
infini  d'opérations  algeliriques  :  on  a  donné  à  ces  fonctions  le  nom 
de  transcendantes.  Celles  que  nous  venons  d'indiquer  ne  sont  pas  les 
seules  de  ce  genre;  les  progrès  que  l'analyse  a  faits  en  ont  introduit  beau- 
coup d'autres,  «t  peuvent  en  fournir  indéfiniment.  Telle  est  l'origine 
des  séries.  Quoiqu'dles  ne  donnent  la  valeur  exacte  des  fonctions  aux- 
quelles elles  appartiennent ,  que  lorsqu'elles  s'arrêtent ,  ou  qu'on  sait 
obtenir  la  somme  de  tous  leurs  termes,  comme  cela  arrive  dans  les  pro^ 
pressions  par  quotiens  (ou  géométriques)  décroissantes  j  cependant  elles 
peuvent  toutes,  àl'înstar  de  celles  qu'on  déduit  des  fonctions  algébriquesi 
être  regardées  comme  le  développement  des  ibnctions  inconnues  dont 
elles  dérivent. 

4.  II  est  à  propos  de  iâîre  attention  au  mot  développement ^  que  l'on 
emploie  ici  an  lieu  de  celui  de  valeur;  car  une  série  ne  donne  pas  tou- 
jom-s  la  valeur  de  la  fonction  à  laquelle  elle  appartient  :  quelquefois 
même  au  lieu  d'en  approcher  davantage ,  à  mesure  qu'on  prend  plus  de 
termes,  elle  s'en  éloigne  saos'cesse,  ainsi  qu'on  peut  le  remarquer  sur 

la  fraction     __--,  développée  suivant  les  puissances  de  x.  La  séri« 

■+;+?+? +«"^- 

4]ui  en  résulte,  ne  donne  des  lî^ltats  convergens  vers  la  vraie  valeur 
que  dans  le  cas  oîi  x<Ca  :  ce  n'est  donc  que  dans  ce  cas  qu'il  est  per- 
mis de  l'employer  à  déterminer  par  approxiaiatioa  cette  vraie  valeur  ; 
uais  cependant  l' expression 
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considérée  en  faisant  abstraction  du  dernier  terme,  c'est-à-dire,  comme 
contenant  tonjoars  des  termes  de  la  même  forme,  quelque  loiu  qu'on  la 

prolonge ,  est  tellement  liée  avec  la  fraction     ,  que  sï  une  question 

nous  conduisait  à  la  série 

,   X  ,  x^  ,  a?   ,     , 
1-4 f-  -^  + 15  H-  etc. 

nous  serions  en  droit  d'en  conclure  que  la  fonction  cherchée  n'est  antre 
que     _    ;  ou  si  nous  découTiians  quelque  propriété  relative  à  une 

suite  de  termes  tels   que  i  H |-nH-6tc>>    nous  pourrions   affirmer 

qu'elle  appartient  à  la  fonction  .  Pour  sentir  la  vérité  de  cette  as- 
sertion ,  il  suffit  d'observer  que  le  développement  régulier  d'une  fonction  ,    ■ 
considéré  dans  toute  son  étendue  ,  vérifie  l'équation  qui  caractérise  cette 

fonction.  Dans  l'exemple  que  j'ai  choisi,  si  on  fait— ^—=^,  on  en  con- 
clura l'é^iation 

a— (fl  — x)7=o, 

.  et  si  l'on  substitue  an  lien  de  la  fonction  ^ ,  son  développement 

on  verra  que,  quelque  loin  qu'on  pousse  le  calcul,  les  termes  ce  dé- 
truiront toujours.  On  conçoit  sans  peine  qu'il  en  serait  de  même  de 
tout  autre  exemple,  et  d'ailleurs  il  s'en  présentera  un  grand  nombre  dans 
la  suite  de  ce  Traité. 

5.  Si ,  pour  employer  avec  .sécurité  un  développement  analytique , 
il  n'est  besoin  que  de  s'assurer  de  la  régularité  de  la  série  qui  l'exprime, 
c'est-à-dire,  de  bien  constater  la  loi  suivant  laquelle  se  forment  tous 
ses  termes,  il  font  discuter  Avec  soin  la  convergence  des  séries  numé- 
riques, pour  en  tirer  des  valeurs  approchées  de  la  quantité  doïit  elles 
dérivent;  et  même  on  ne  doit  compter  entièrement  sur  ces  déterminations 
'que  lorsqu'on  est  en.  étal  d'assigner  les' limites  de  la  différence  qui  peut 
se  trouver  entre  elles  et  la  vraie  valeur!  Pour  que  l'approximation  soit 
commode  et  sûre,  il  est  nécessaire  que  cette  différence  décroisse  ra- 
pidement à  mesure  qu'on  embrasse  un  plus  grand  nombre  de  terme», 
et  qu'elle  puisse  être  rendue  moindre  qu'auctine  grandeur  doanée^ 
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quelque  petite  que  soit  cette  candeur.  Il  est  évideat  que  ces  con- 
ditions ne  sauraient  être  remplies  à  moins  que  les  tenues  de  la  série 
proposée  n'aillent  en  diminuant,  puisqu'il  &ut  que  chaque  terme  ne 
change  le  résultat  que  par  des  différences  de  plus  en  plus  petites.  La 
discussion  où  je  Tais  entrer ,  d'après  D'Alembert,  sur  la  convergence  de« 
séries  résultantes  du  développement  des  puissances  d'unbiuome,  éclair- 
cira  suffisamment  les  rémarques  précédentes. 

Son  expression  analytique  étant  mise  sous  U  forme 

Cl  Vm  t      ™  I       !'•(''*"" 


(—.)    '^     ^        >■" 


fait  Toic  que  le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs  quelconques  est 
""•-Jli  X  ÇÈlém.  S  Algèbre)  ;  ainsi ,  pour  que  ces  termes  aillent  eu  di- 
minuant, il  faut,  abstraction  faite  du  signe  des  nombres  m — 1>\-\  et  j:, 
que  l'on  ait 


Il  est  &  propos  de  remarquer  que  le  nombre  m  deœenre  le  même  dans 
toute  l'étendue  de  la  série  ,  mais  que  le  nombre  n^  nécessairement  en- 
tier, augmente  d'un  terme  à  l'autre,  et  peut  devenir  aussi  grand  que 
Ton  voudra,  quand  la  série  ne  se  termine  point,  ce  que  )e  suppose  ici, 
où  j'ai  principalement  en  vue  le  développement  des  puissances  négatives 
ou  fractionnaires. 

La  première  conse'quence  qui  s'offre,  c'est  que  la  quantité      ' 

m  — B+  1^ m-f-t 

ii        —-7;  ï* 

qni  exprime  le  rapport  des  coefftciens  consécTiti&  des  puissances  de  x^ 
'  s'approche  sans  cesse  de  —  1  ,  puisque  la  fraction  — '^—  ayant  un  nu- 
mérateur constant  et  un  dénominateur  de  plus  en  plus  grand ,  devient 
de  plus  en  plus  petite.  Il  suit  de  là  que  le  rapport  des  termes  cou' 
■  sécuti&  de  la  série  précédente  tend  sans  cesse  ii  se  réduire  à  — j:, 
•et  que  par  coîiséquent,  quels  que  soient  ses  premiers  termes,  cette 
série  doit  toujours  fînîr  par  être  divergente,  quand  la  valeur  de  x  sur* 
tpaseei'unité;  on  ne  peut  donc  »'eh  servir  que  lorsque  x<i. 
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C.  Considérons  d'abord  le  cas  où  m  est  positif,  et  faisons  xsx-, 

<i  >  1  ;  la  convergence  ne  commencera  que  lorsque  le  rapport  des  deux 

-termes  consécutifs  devenant  •<  i  >  les  termes  formeront  une  progre»* 

sion  décroissante  :  ce  sera  donc  lorsque 


condition  ^   se  transforme   successivement  en 

na'p-m — b+i  ,     na-\-n';:>  m -{- ij     ou     n(a+i)>m4-i,' 
et  enfin  b>  -  v  7- 

Mais  comme  au  second  terme,  n=:i ,  la  convergence  se  manifestera 
dès  le  commera:ement  de  la  série,  quand  on  aura  a'^m^  puisqu'alors 
le  nomibre  — ; —    serauné  firactioa. 
Soit  poui;  exemple, 

a  10 

a*  il' 

ici  la  convergence  n'a  lieu  que  lorsque  «>•  2,  c'est-à-dire  au  quatrième 
terme. 

Si  m  était  néfrative  ,  .la  cmantité  ^~— — ^  deviendrait  ~^n^-Xj. 

et  en  faisant  abstraction   du  signe  du  nombre  — m—n-^i  ,  la  con- 
dition relative  à  la  convergence  se  changerait  çn 

'>*"    nâ~->         mi>m+n—i, 

na— B>>m— I,       d'où       »>•     ~  . 

Dans  ce  cas  la  convergence  peut  ne  commencer    que  très-tard. 

Soit  pour  exemple,  /n  =  3,    jc=-^,  il  vient 

a  =  -  — ,         et         n^Qo: 

les   100  premiers  termes  de  la  série  formeront  donc  une  progression  ~ 
croissante. 
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7.  Après  avoir  trouvé  le  terme  où  la  série  commence  k  être  con- 
vergente, et  avant  lequel  il  n'est  pas  ï>ermis  de  s'arrêter,  il  faut  chercher 
les  limites  de  l'approximation  ;  on  y  parvient  assez  simplement  pour 
les  séries  qui  nous  occupent,  par  un  procédé'  que  D'Alembert  a  mis 
le  premier  en  usage. 

Je  ferai  d'abord  observer  que  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs 
de  la  série  proposée, 

;i^±i.=  (=±i-.)x=-(.-=^)x. 

Les  deux  dernières  expressions  montrant  que  ce  rapport  change  de  signe 
quand   on  est  parvenu  au   terme    oîi  — <  1 ,  je  ne  considérerai  la 

série  qu'au-delà  de  ce  tepme ,  afin  de  n'embrasser  que  la  partie  où  la 
loi  des  signes  est  définitivement  fixée  ;  et  je  supposerai  encore  que  x 
soit  négatif,  afin  que  le  rapport  des  termes  consécutifs  ayant  le  signe  -|-, 
tous  soient  de  même  signe.  Cela  posé ,  en  désignant  par  N  le  terme 
m(m—i)       m    "+'*jp— .^  q„j  estlen""',  la  série  proposée  prendra  la  forme 

■N+ir(,  -^)x  +  W(.  -=^)^-(-  -^)  X  +  etc.         (/) 

d'après  laquelle  il  est  évident  que  tous  ses  termes,  excepté  les  deux  pre- 
miers, seront  plus  grands  que  ceux  de  la  progression  par  quotiens 

iV  +  JV(.-2±i)x+JV(,-2±i)x.(,_=±l)^+etc. 

et  que  tous,  excepté   le  premier,  seront  moindres  que  ceux  de    la 
'  progression 

iV + JVx  +  iVx .  j:  +  etc. 

La  somme  des  termes  de  la  série  (/)  sera  donc  comprise  entre  les  sommes 
L    ou  plutôt  les  ^'mttef  (Êlém.  (fj^^è^re)decesdeuxprogreseions;  et  comme 

la  raison  de  la  première  est  (\  — -  — ^ -.A  j^  et  celle  de  la  seconde,  x,  leurs 

limites  respectives  sont: 


-(-^> 


1 — X 


Telles  sont  les  limites,  en  plus  et  en  moin»^  des  diverses  approxîma-^ 
tiens  que  fournît  la  série  (/);  l'erreur  sera  par  conséquent,  au-dessous 
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Ue  leur  différence,  exprimée  par 


pf(^y 


JV("»  +  0^ 


0_x)(.-(.-2±i).)       C— )(•+(-»-»+.).)• 

On  Toit  ^sez  facilement,  dans  la  première  forme  de  cette  expression 
^'eUe  pent  se  réduire  à  tel  degré  de  petitesse  qu'on  voudra  eu  pre- 
nant n  de  plus  en  pins  grand;  car  le  numérateur  est  susceptible  de 
diminaer  indéfiniment,  par  Iç  décroissement  du  facteur  — "^  et  le  dé-' 
Dominateur,  en  y  supprimant  même  celte  dernière  fraction ,  ne  peut  pas 
tomber  ao-dessons  de  (l'-x)*,  quantité  inTàriable  pour  tous  les  termes 
de  la  série. 

En  employant ,  par  exemple,  la  formule  du  binôme,  pour  extraire  U 
racine  du  nombre  3  mis  sous  cette  forme  :^-^^,  on  aura 

Dans  ce  cas,  ms=^  ;  x  étant  déjà  supposé  négatif,  il  suffit  d'y  subsdtoef 
y,  et  si  l'on  Teut  s'arrêter  au  terme  où  n  =  io,  Û  viendra] 
HT 1.1.3.5.7.0.11:13, 1 5.17       1 

les  limites  du  reste  de  la  série  qni  ei^rîme  la  valeur  de  (i  —  â)»,' 
seront  donc 

N  N 

et  reneur  commise,  sera  moindre  que 

JV.J.i  3.a;V 

B  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  ce  nombre  par  *,  pour  obtenir  U  li- 
mite dé  l'àpproximatibn,  relativement  à  la  videur  de  s/s. 

Si  ntétaitnégatiTe^t  >i.  Tordre  de  grandeur  des  deux  progressions  paf 
•qnotiens,  auxquelles  j'ai  comparé  la  série  (/),  serait  inverse;  car  le  rap- 
port du  terme  N  à  celui  qui  le  suit ,  étant  alors  (~i+ ,  ^  ^^  snt' 
fasse  le  ra^^KUt  exprimé  seulement  par  x;  mais  la  série  (/)  demeurerait 
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toujours  comprise  entre  les  progressions,  et  l'on  eu  trouverait  les  li- 
mites  comme  ci-dessus. 

8.  J'ai  supposé  que  tous  les  termes  de  la  série  (/*)  étaient  dé  même  signe, 
parce  que  c'est  le  cas  le  plus  simple;  mais  il  n'a  plus  lieu  lorsque  les 
quantités  "*  —  i  et  x  sont  de  signes  diflërens  ,  quand  m  est  positive  , 
et  les  quantités  —^  -H"' }  **  ^t  lorsque  m  est  négative.  Dans 
ces  deux  circonstances,-  les'termes  de  la  série  (/)  sont  alternativement 
affectés  du  signe  +  ^t  du  signe  -•^. 

Pour  abréger,  je  représenterai  alors  la  série  (/")  par 

JV  —  P*  4,.  Çx» — iïa;'  H-  &c*  —  IV  H-  etc.  î 
elle  se  partage  dans  les  suivantes  : 

JV-f-  Qx'-^Sx*  4-  etc.  =  K 
— (Px  -H  iîx»  4-  r**-!-  etc.)=  i, 

dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe ,  et  dont  on  trouverait  les 
limites,  de  la  même  manière  qu'on  a  trouvé  celles  de  la  série  (J"),  en 
substituant  au  rapport  (i — ^^Jx,  le  rapport  (i  — ?^    .'^  a^  ,    à 

cause  que  les  termes    sont  pris  ici  de   deux  en  deux. 

Soient  k  et  f^  les  limites  de  h  série  K ^l  «\  C  celles  de  la  série 
£j  ensorte  que 

K-:>ke\<U,        L>1  et  Kti 

si  on  retranche  de  la  plus  petite  des  limites  de  ifT,  la  plus  grande  de 
celles  de  Z ,  on  aura  évidemment 

Jt  — Z<A'— /; 

et  en  faisant  le  cfmtraîre,  on  froaverst 

K  —  L-^k  —  r. 

Je  ne  m'an^tenà  point  à  développer  le  calcolj  Hais  je  ferai  obm^ 
ver  que  quand  les  termes  d'une  série  sont  en  partie  positifs  et  en  partie 
négatifs ,  on  ne  peut  rien  conclure  de  la  comparaison  des  limites  cor- 
respondantes de  chacune  de  ses  parties;  il  ne  servirait  de  rien  de  sa- 
voir ici  que  U  "^  K  et  r>i;  car,  ignorant  la  grandeur  des  excès, 
on  ne  &aurait  ^s  non  plus  si  k' — i  est  aar-deuns  ou  au-dessous  de 
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K^~h,  Av  reste,  daqs  es  cas ,  ia  s^rie  proposa  tftaat  équivalente  à 

N  — [(-P^  —  Q^")  +  {^^  —  S^)  +  etc.] , 
et  à  ^■  — P^+[«?x'— iïx>)H-(5cc*— 7V)4.ptc.], 

e6t  Tisiblement  >irel  <.N — Par,  si  elle  est  convergente. 

9.  Qaand  on  pent  disposer  à  -volonté  de  la  quantité  x,  il  est  J&cile 
de  rendre  anssi  conve^ente  qu'on  le  vent  une  série 
^  -H  5a:  +  Or»  +  Da?  +  etc.  , 
dans  laquelle  le  rapport  des  coefllciens  consécutifs  A  aX  B,B  et  C,  etc. 
n'est  pas  susceptible  de  .croître  à  l'inSnî,  quoique  d'ailleurs  c^&  coeffi- 
cieos  aillent  sans  cesse  en  augmentant.  Cela  se  voit  en  comparant  la 
série  proposée  avec  une  progression  {uir  qnotiens,  comme  on  l'a  fiât 
dans  les  n»*  précédeus  ;  et  on  prouve  par  ce  moyen  qu'il  existe  tou- 
jours nne  valeur  de  x  qui  peut  rendre  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres. 

En  eOèt,  soient  iVjr'  +  i'j::"-^',  les  tenues  dans  lesquels  le  rapport 
des  coefficiens  consécutife,  -^y  a  là  plus  grande  valeur  ;  si  r  désigne 
ce  rapport ,  et  que  Ton  forme  la  progression  par  qnotiens 

A  +  Am  -h  Aj*x^  +  Ai>3?  +  etc. , 
tous  les  coefficiens  Ar^  Ar*^  Ar^^  etc.  des  puissances  de  x,  surpas- 
seront les  coefficiens  5,  C,  D^  etc.,  pu^que  r  surpasse  -3.  ;s>  tt,  etc.  ; 
et  mettant  à  part  le  premier  terme.  A,  on  trouvera  que  la  somq^e 
des  termes 

Arx  +  ^//*x'  ■+■  Aj'x^  4-  etc. 

surpassera  celle  des  termes 

5x  +  Cx*  +  D^^  rh  etc. 
de  la  série  proposée.  Or 

Arx  +  Ai'x*  4-  Aj'x'  +  etc.  =  ^^ , 

'  '  '  1  —  rx* 

expression  dont  on  peut  rendre  la  valeur  aussi  petite  que  Ton  voudra, 
en  donnant  à  x  une  valeur  convenable  ;  car  si  on  prend  x  =  — ,  il 

viendra 

Arx  A 
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.  quantité  qui  décrolErk  sans  cesse ,  h  mesttre  que  l'on  donnera  à  9  des 
Taleurs  de  plus  en  plus  considérables. 

La  somme  de  tous  les  termes  de  la  série  proposée ,  à  partir  du  se- 
cond, étant  moindre  que  —_j~,  pourra  donc  être  rendue  aussi  petite 
que  l'ou  voudra j  et  dans  tel  rapport  que  l'on  voudra,  avec  le  premier 
terme  j4. 

Si  on  avait,  par  exemple,  la  série 

3(io)*a:  -H  4(10/0^+  6(io)*j:'  +  8  (io)»j:<  +  etc., 

dont  la  loi  est  telle,  que  deux  termes  consécutif  sont  exprimés  en  gé- 
néral par 

3n(io)"a;"  +  2(n+  1)  (lo/'^'ar"**',         ""    . 

on  trouTcrait  que  le  rapport  des  coefficîens  de  ce^  termes  est 

or  en  fusant  successivement 

rt=:i,      B=a,      »=5,      etc.  , 

la  quantité  ~ devient 

3 ,       -,       I ,       etc.  : 

sa  plus  grande  valeur  est  donc  3,  et  aoo  est  par  conséquent  le  plus 
considérable  des  rapports  qutl  y  ait  entre  deux  termes  consécutifs. 

■prenant  r  =  aoo ,    j;  =s ,  et  désignant  toujours  par  ji  le  premier 

terme ,  la  somme  de  tous  les  autres  sera  moindre  que ,   et  par 

conséquent  moindre  que  le  premier  terme  Â  ^  dès  qu'on  fiera  seulement 

y  =  3  ,  ce  qui  suppose  x  =  —• 

Quelqu'étendn  que  soit  le  succès  du  procédé  cî-dessus,  pour  rendre 
les  séries  convergentes,  il-  y  eti  a  néanmoins  dont  il  ne  saurait  corriger 
la  divergence  ;  ce  sont  celles  dans  lesquelles  le  rapport  des  coeûîciens 
va  toujours  croissant.  La  série 

1  -f-  i.2«-4-  i.3.5x»;4-  i.3.3.4x*4-  etc. 
offre  un  exemple  de  ce  cas. 
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Deux  termes  conse'catïfs  quelconques  y  sont  exprimés  par 

i.2,5...(nH-i>r'  +  i.a.3...(n+2)a:'+', 

et  leur  rapport,  égal  à  (n4-3)^>  augmente  sans  cesse  arec  le  nombre 
n,  qui  n'admet  aucune  limite  :  quelle  que  f^t  donc  la  petitesse  de  la 
valeur  qu'on  assignerait  h  x,  comme  cette  valeur  serait  la  même  dans 
toute  la  série,  la  quantité  (»■+■  a)x  finirait  toujours  par  surp^ser  l'unité 
et  croîtrait  même  indéfiniment. 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  voir  qu'on  ne  doit  s'appuyer  qu'avec 
.  beaucoup  de  réserve  sur  les.  séries,  lorsqu'on  a  pour  but  de  parvenir 
à'-des  valeurs  approchées. 

10.  Les  calculs  précédens  et  la  sommation  des  progressions  par  qno- 
tiens,  décroissantes,  font  voir  qu'il  y  a  des  quantités  qui,  quoique 
formées  par  l'addidon  d'un  nombre  illimité  de  termes  ,  ne  peuvent  s'é- 
lever au-delà  d'un  certùn  degré  de  grandeur,  et  cela,  parce  que  les 
fonctions  dont  elles  sont  le  développement,  ne  sont  point  susceptibles 
d'un  accroissement  sans  bornes  :  il  est  aisé  de  reconnaître  cette  dernière 
circonstance  dans  les  fonctions  dont  on  a  l'expression  algébrique. 

Soit  d'abord  la  fonction  très-simple  — t~,  dans  laquelle  on  suppose  DetUmiiadM 
que  X  soit  positif  et  augmente  indéfiniment;  en  divisant  par  x  les  deux  <^  qn'on  cmcDd 
termes  de  cette  fraction,  le  résultat  . 


montre  évidemment  que  la  fonction  demeure  toujours  moindre  que  a, 
mais  qu'elle  eu  approche  sans  cesse  ,  puisque  la  partie  -  de  son  déno- 
minateur diminue  de  plus  en  plus  et  peut  être  réduite  à  tel  degré  de 
petitesse  que  l'on  voudra.  La  différence  entre  a  et  la  fraction  proposée  , 
^tant  exprimée  en  général  par 

ax  «^     , 

devient  d'autant  plus  petite  que  x  est  plus  grand,  et  peia  être  rendua 
moindre  qi/auoune  grandeur  donnée  y  quelque  petite  tjue  soit  cette  gnub- 
detir;  ensoite  que  la  fraction  proposée  peut  approcher  de  a  aussi  près 
tpte  Von  voudra  :  a  est  donc  la  limite  de  la  fonctiod  -zit  relativement 
^  l'augmentation  inde'finie  que  peut  recevoir  x^ 
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C'est  daiw  les  càraclcres  que  je  viens  d'énoncer,  que  consiste  la. vé- 
ritable accepIJOQ  qu'il  Ëiut  donner  au  mot  limite^  pour  y  comprendre 
tout  ce  qui  peut  s'y  rapporter. 

Si  l'on  s'attachait  à  remarquer,  dans  l'exemple  précédent,  qu'en  pous- 
sant aussi  loin  qu'on  voudra  Taugmentation  de  x,  oa  ne  pourra  jamais 
regardercomme  nulle  lafraction—j—,  on  en  conclurait  avec  raison  que  la 
fonction  ^-j- ,  quoique  pOuvant  s'approcher  indéfîniment  de  la  limite  «, 

ne  saurait  jamais  l'atteindre,  et  à  pins  forte  raison  la  surpasser;  mais 
ce  serait  k  tort  qu'on,  insérerait  cette  circonstance,  comme  une  condi- 
tion dans  la  définition  générale  du  mot  limite:  on  en  exclurait  par  là 
les  rapports  de  quantités  évanouissantes,  rapports  dont  l'existence  est 
incontestahle,  et  dont  on  tire  un  grand  parti  dans  l'analyse. 

II.  En  efTet,  lorsque  l'on  compare  les  fonctions  ax  et  ax-\-x*j  on 

trouve  que  leur  rapport,  réduit  à  sa  {Jus  simf^  expression ,  est  -^ , 

et  qu'il  approche  de  plus  en  plus  de  l'unité,  i  mesure  que  x  diminue. 
U  devient  rigoureusement  i,  quand  x^o;  mais  les  quantités  ax  et 
ax-f-x',  qui  sont  alors  rigoureusement  nulles,  peuvent-elles  avoir  un 
rapport  déterminé?  C'est  ce  qui  ne  paraît  pas  aisé  à  concevoir;  et  l'on 
n'en  donne  une  notion  claire,  qu'en  présentant  la  quantité  i  comme  une 
limite  dont  le  rapport  des  fonctions  ax  et  ax~\^x*  peut  approcher  aussi 
près  que  l'on  voudra ,  puisque  la  différence 

.peut-  être  rendue  moindre  qu'aiicuBe  grandeur  donnée,  quelque  petite 
que  soit  cette  grandeur. 

D'un  autre  côté,  le  ra^iport  — ^  ,  des  quantités  ax  et  ax-^x*,  peut 
non-seulement  atteindre  l'unité,  quand  on  y  fait  x=o,  mais  la  surpasser, 
lorsque  l'on  suppose  x  négatif,  puisqu'il  devient  alors  -^-, quantité 
qui  surpasse  i ,  lorsque  x  est  <  a.  Cette  circonstance  ne^  me  parait 
point  contraire  à  lldée  de  limite;  car  on  peut  regarder  la  valeur  i ,' 
qui  re'pond  i  x=o,  coimne  un  terme  vers  lequel  tend  le  rapport  de» 
fonttions  ax  et  ax  +  x*,  par  la  diminution  des  valeurs  de  x,  soit  posi- 
tives, soit  ï*égatives. 

Dans  la  suite;  les  considérations  géométriqusa  feront  encoro  nûenx 
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saisir  le  hùX  de  cette  obsetratîon  ;  mais  il  est  d'ailleurs  éndent  '  que 
les  ob}ections  qu'on  pourrait  élever,  à  cet  é^rd  n'auraient  ancan  fon- 
dement, puisqu'une  définition  de  mots  étant  toujours  arbitraire,  doit 
être  accordée  toutes  les  fois  qu'on  n'emploie  ces  mots  que  suivant 
l'acception  qui  leur  a  été  donnée  :  or  l'application  des  limites  se  fait  ^ 
par  des  principes  dont  la  vérité  ne  repose  que  sur  la  possibilité  de 
prouver  qu'une  quantité  variable  peut  approcbcr  de  sa  limite  aussi  près 
que  l'on  voudra.  .Voici  les  pins  importans  : 

i'.  Deux  grandeurs  qui  sont  la  limite  £ime  même  fonction  sont  égales 
entre  elles. 

Car  si  cela  n'était  pas,  ces  deux  grandeurs  auraient  une  différence  , 
et  par  conséquent  la  fonction  proposée  ne  saurait  approcher  en  même 
temps  de  l'une  et  de  l'autre  de  c«s  grandeurs,  de  plus  près  que  d'une 
quantité  donnée,  ce  qui  est  contre  la  définition  des  Ilnûtes. 

a".  La  limite  du  rapport  de  deux  fonctions  est  égtde  mu^ropport  de 
leurs  limites. 

Soient  p  eX  q  les  limites  correspondantes  des  fonctions  P  et  Q;  on 
aura  en  général 

c  et  ^  désignant  des  quantités  qui  décroissent  ensemble  ,  el  s'évanouis-^ 
sent  en  même  temps;  et  il  viendra 

fraction  dont  le  dénominatexu-  ne  peut  tomber  au-dessous  de  ^ *,  tandis 
que  le  numérateur  diminue  sans  cesse  à  mesure  que  a  et  /3  deviennent 
^us  petits ,  bu  ^  mesure  que  les  feoctioas  i^  et  Q  appitKbeot  de  leurs 

liaùtes  :  ^  etl  donc  (to)  la  limite  de  7-,. 

.  13-.  L'expressioa  très-générale 

■^j'  +  bJ^  Cx'  + 

^'x''+£'J'  +  Cj/+ 

comprend  une  infinité' de  cas  où  le  rapport  de  deux  fonctions  peut  de* 
méurer  fini  ou  assignable,  quoique  chacune  en  particulier  soit  ou  nulle 
00  infinie, 
l^our  «a  trouver  la  limite^  lorsque  x  devient  de  plus  en  plus  petit. 
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il  ^ut  qne  les  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  soient  ordon^ 
nés  de  manière  à  commencer  par  le  moindre  des  exposons  de  ^>  et  alon 
on  lui  donnera  U  forme 

.*{A  +  bJ-^*  +  Cx>-*  + )  . 

x*'{^  +  £':/""'  +  ax^~*'-i. }* 

Cela  iait,  on  distinguera  trois  cas,  savoir: 

tt'^a.'f       a=za'y       tt<^»'. 

Dans  le  premier,  le  rapport  étant  réduit  à  sa  plus  simple  expression; 
devient 

:c'— '{^-f-g^-*   +  C^>-'+ } 

jt  +^**'~*'  +  Cx'^~'^+ ' 

e(  son  numérateur  seul  s'évanouit,  lorsque  x^o;  il  tend  donc  à  de-* 
venir  nul  à  mesure  que  x  diminue. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  «  =  «.';  car  il  se  change  en 

A'  +  B'J^^'  +  Cx'^''^'+ ' 

et  si  le  nomhre  des  termes  de  son  numérateur  et  de  son  dénomina- 
teur est  fînr,  ou  s'il  est  possible ,  par  des  valeurs  convenables  de  x , 
de  rendre  de  plus  en  plus  petites  (9)  les  sommes  des  séries 

£j-^   +C^-«+  ..  .   .   .; 

^/-*^H-Ca>'"*'4-.  .  .  .  ., 
ce   rapport  approchera   sans   cesse  de  la  fraction  dé^rminée  -7»  lui 
en  sera  la  limite.   Il  est  à  remarquer  qu'on  tombe  immédiatement  sur 
cette  limite,  en  faisant  x=:0. 

Pour  le  troUième  cas,  où  ct'<et'^j  on  écrirait  le  rapport  proposé 
ainsi  qu'il  suit: 

J +  £:/-'   +  C»*'"'4-. 

«"'-"{^  +  B'j>'-^  +Ca:''-*'  +  . }* 

et  comme  alors  son  dénominateur  s'évanouit  dans  la  supposition  de 
x=Oy  tandis  qne  son  numérateur  se  réduit  à  ^ ,  il  devient  infini  et 
n'a  donc  pas  de  limite. 
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i3.  Qoand  on  vent  d^eouvcir  les  limites  de  la  fonetlon  propo*^, 
relatives  à  l'accroissement  de  x ,  il  hul  en  ordonner  les  termes  ea  com- 
mençaat  par  l'exposant  le  plus  éleré,  et  l'écrire  ainsi  : 

'V+7^+^+- r 

enmite  la  rëdnire  ii  sa  plus  simple  expression  ;  et  l'on  aura ,  qoaud  *">_«■', 

^+^,+^^+ '.  . 

Connâérant  alors  c^e  les  tenues  de  la  forme 

y  a    , 

dinûimeut  à  mesnre  que  x  augmente,  on  Terra  tfaé  la  fonction  pro- 
posée tend  k  devezii»  infime,  pliis'que  s<m  dénominateur  ne  tombe  pas 
au-dessous  de  ^>  tandis  que  son  numérateur  augm'ente  sans  cesse,  à 

canse  du  factenr  x*~'^  et  de  la  quantité  déterminée  J. 

Si  l'on  avait  tt^^x'^  le  numérateur  et  le  dénominateur  tendraient  à 
se  réduire  à  leurs  premiers  termes  ^  et  J'^  et  la  fonction  propose» 

aurait  encore  pour  limite  j. 
Quand  a. < et',  il  vient 


V+7V^+ }' 


dans  ee  cas  le  nnmératenr  a  seul  une  limite  ^,  tandis  que  le  dénomi- 
nateur augmente  à  l'infini;  la  fonction  proposée  tend  donc  à -devenir 
nulle,  et  n'a  piu-  «conséquent  point  de  limite  assîg^nable. 

-   i4>  Tout  ce  qu'on  vient  de  lire  peut  se  résumer  en  très-peu  do 

mots,  si  l'on  observe  qne  la  limite  dé  la  fonction  proposée  ne  dépend' 

I.  5 
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^e  ^  nppOTt  de  ut  premien  tenoei, 

rapport  qui  devient 

selon  (jae  «>a^,   «  =  «',  *<**. 

n  est  floiac  permis  et  même  nécessaife  »  quand  on  ne  clierc4ie  qnt 
ce  rapport ,  de  négliger  tous  les  autres  termes  de  la  fonction  proposée. 

On  exprime  d'upe  manière  abrégée  cette  circonstance,  en  se  servant 
des  dénominatioas'  Sipfirù  et  Sit^imetU  petit,  et  en  établissant  ponr 
principe  qne  toute  puissance  ^une  quantité  ii^ie  disparûtt  devant  celle 
£un  exposant  plus  élevée  et  qu'au  contraire ,  toute  pmssance  <f  wie  quan- 
tité ir^imera  petite  s'évanouit  vis-à-vis  de  celle  ^un  exposant  moindre. 

£n  q^iUqnant  iaunédiatement  ce»  principes  à  Texpressioa 


^.•'^s^J 

+  t'i''  + 

•nbl^ddt 

wr-îe-duinp  à 

77' 

lorsqu'effe  est  ordomtée  en  commençant  par  le  plus  ^ant  exposant; 
dans  la  supposition  de  x  ii^nî^  ou  par  Se  pbis  petit,  dans  la  soppO' 
•itîon  de  X  iofiairoent  petit. 

Ce  langage ,  trèsHromraode  par  sa  bcféTeté,  et  exact  qnant  an  fond, 
a  été  le  prétexte  d'un  ^ad  «omlt^  d'^jecdoos,  parée  qu'il  semble 
attribuer  une  existence  actuelle  li  l'inâoî  auUbématique,  qui  n'est,  à 
proprement  parler,  qu-'une idée  négative,  puisqu'vo  appelle  infifiie  on 
infiniment  petite  une  quantité  parvenue  au  pks  baut  degré  de  grandeur 
ou  au  derm'er  de^  de  petitesse  ;  «t  on  ne  conçoh  pas  alors  comment 
il  peut  y  aïoir  difiërcns  ordres  d'infinis  «u  d'infiniment  petits  ,  ni  mém« 
qu'une  quantité  puisse  {amais  être  considérée  comme  «cïMllement  îo- 
£nie  ou  infimmeut  petite.  En  effet,  3  n'y  a  d'énonciation  exacte  que 
dans  les  axiomea  Aiivans ,  sur  les^eb  se  «mt  toujours  appuyés  le»  Cé*- 
aaètrea  aacî«n^  z 
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I'.  Qaehjue  grande  tfiie  soit  mas  ^umiité,  onptm  in  eoHcepoir  une- 
mUre  ^ui  la  surpasse   autant  ^i/oH  voudra. 

3°.  Quelque  petite  fne  soit  une  tfuantité ,  on  peut  en  concevoir  une 
qui  soit  encore  au-dessous  de  celle-là. 

Si  l'on  reacontre  quelquefois  des  expressions  qui  paratasent  contrairef 
à  ces  axiomes,  il  suffira  de  les  analyser,  avec  qaelqa'aUention,  pour 
se  conTaincre  que  l'infini  on  l'infinîment  petit  ne  s'y  trouvent  jamais 
considérés  d'une  manière  absf^e  y  mais  qu'il  s'agit  toujours  réellement 
de  rapports  qui  tendent  vers  des  limites  assignables  et  dont  Texistenc* 
est  Sicile  à  concevoir;  cette  remarque  paraîtra  depUs.eB  plua  évidente» 
à  mesure  qu'on  avancera  dans  la  lecture  de  ce  Traité.  (Voyez  d'ailleurs 
le  Discours  préKmînaîre.  ) 

i5.  Passons  maintenant  an  d^ydif^tpement  dee  foacttoiw  m  lética,  iMrdoppMMat 
et  commençons  par  celui  de  (;»  +  x)".  Quoiqu'il  se  trouve  dans  presque  ^^°'*^""  ** 
tous  les  livres  élémentaires  ,  la  manière  dont  on  y  parvient  ne  pouvant    i*.  Da  fon» 
s'appliquer  rigoureusement  qu'au  cas  où  m  est  im  nombre  entier  positif,  <»*^***ï''* 
nous  croyons  devoir  le  démontrer  de  nouveau  par  un]«t>cédé  qui  ne  soit 
pas  sujet  à  cette  restriction.  D'ailleurs,  pour  peu  qu'on  soii  verse'  dans 
l'Analyse ,  on  sait  que  l'expression  de  {p  +  j)",  due  à  Newton ,   sert 
au  développemeat  de  presque  toutes  les  fonctîonfl  ;  fl  est  donc  conv»T 
nable  >  en  traitant  ce  sujet ,  àe  commencer  par  Ui. 

L'inspection  des. pr^ûèrcB  puissances  de  (i-^x),  savoirt 

(1  4-  a»)  =s=  H^  JE  \ 

(i  -f-  x)»=s  1  ■+•  ar  4-  jç"  r 

(1  4-  x)»=  I  -i-  5x  -t-  3jF»  -H  a:»  J 

(1  +  x)*=  V  H-  4x  +  6x'  -f.  4x*  +  Jc*  f 

etc ] 

conduit  à  supposer  en  général 

(i  -Hx)-=  I  -4-^x4.^*'-+-  C«*4.Ztr*+  etc.  j 

les  coefficiens  A,  Ry  C,  i>,  etc.  étant  des.  nM^ires  în^épendaiu  d« 
X,  ensorte  qu'ils  demeurent  les  mêmes,  quelque  valeur  qu'on  donne 

&  cette  quantité  ;  mais  on  a  {p-^x)*^^f^\i  +=)  •  mettavt  doDjC  dans 

la  •«fl««  prapBMa  ^  an  Uea  de  x,  om  aunt 
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et  en  eiTectuant  la  multiplication  par  p'^  il  Tiendra 

équation  qui  doit  se  Teriller  indépendamment  d'aucune  valeur  parti- 
culière de7>  et  de  X,  lorsque  les  coelBciens  J ^  B,  C,  Dy  etc.  seront 
déterminés  convenablement. 

Supposons  maintenant  que  x  se  change  en  x-^u,  D  faudra  qu'on, 
ait  alors 

0»+:«+^)■^=p"4■^^•^'(I+o)+5p-^C:r+u)•+C'p"-'(^+")'+'>/'*^C^+ti)♦+etC..C^J; 

mais  ou  peut  encore  présenter  cette   équation  sous  une  antre  forme  , 

en  posant /7+x  =  y:  alors  (^  +  x-f-«)"  deviendra  (9  +  u)",  et  en  sul>- 
atïtuant  ^k^et  uàx,  dans  l'équation  (i),  il   en  résultera 

*    (y  H- u)-  =9"+ ^9— a+5^— u*  +  Cy— >ii>  +  Z?^~*u*  +  etc (3> 

Les  seconds  membres  des  équations  (a)  et  (5)  n'étant  que  les  ex- 
pressions d'une  même  quantité  mise  eons  deux  formes  différenteSj  on 
peut  les  égaler,  ce  qui  donnera 


4- etc.  J      (     +etc. 


mais  pour  comparer  entre  enx  les  -deux  membres  de  cette  dernière 
équation,  il  faut  développer  dans  le  premier  les  puissances  de  (x-f-u) 
qui  s'y  trouvent  :  or  en  imitant  l'équation  (i)  ^  ga  verra  qu'on  peut 
supposer, 

at  +  «  =  X  -f-  «/i* 
'  (x-\'U)*  =  x'  +  a*xu  +  h'u' 
(x-f*y=  x'-f-  a*x*u-\-  b'xu*  +  c'u'\ 
(a:-|-u)*=  x*  +  ii"x*u4-i"xîu'-t-  «"xa*  -f-  éT'tt*, 
etc., 

les  lettres  a,  ^,  c,  </,  etc.  désignant  des  nombres  fndq)endan9  de  x  el 
de  u,  et  l'accent  qui  les  affecte,  marquant  à  quelle  puissance  elles  appar* 
tiennent.  En  substituant  ces  valeurs  et  en  ordonnant  de  manière  que 
tous  les  termes  aâectéa  d'une  même  puissance  de  u  se  trouvent  dan» 
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une  même  colonne,  nous  auroas  ; 

-t-y/p"-'jc  i+Bp—'a'x    j    -i-Cp—'h'x   t  .  -{-Dp"- 

-j-Cp-'x*  +£îp-*«";r'["+  etc.  l '^  ^'+^^- 

+Z>^—- *X*\-:t-CtC. 

H-  etc.        ) 

=9-  -H  >^y— '«4-  5y— u*+  Cy— V+etc.(4) 

PuiG(|ue  la  valeur  de  jr.doit  resitCT  iodélerminée  dans  Téquation  (t)  , 
il  est  aise  de  voir  qu'il  faut  en  dire  autant  de  x  et  de  «dans  l'édua-, 
tion  (4),  qui  n'est  qu'une  suite  de  la  première  ;  or  une  telle  couditioa 
ne  peut  être  remplie,  k  moins  que  l'e'quation  (4)  ne  devienne  identique 
indépendamment  de  u;  c'est-à-dire,  à  moins  que  les  quantités  qui  mul- 
tiplient la  même  puissance  de  u  dans  l'un  et  l'autre  membre,  ne  se 
détruisent  mutuellement. 

En  comparant  d'abord  la  première  colonne  de  chaque  membre,  on 
trouve  p"  -j-^p'-^x-i-  ffp'-'x*  -^-  Cp'-^x^  +  Dp"- *x*  -f  elc.  ^q", 
résultat  identique  par  l'hypotlièse  même,  puisque  9"=  (^-f-x)". 

Passant  à  la  seconde  colonne  On  trouve  : 

^p'-'a'  •{•Bp'—a'x  4-  Cp-^^t^x*  •\- Dp^-^a^x^  -\-  etc.  =  ^ç"^', 

équation  qui  nons  soQïra  pour  déterminer  les  coeflicieos  ^,  By  Cy  Z>,  etc; 

En  effet,  y**"'  =^.=sc^^  4^    '^  mettant  an  lieu  de(p-+-jt)*,  sonexpre*-. 

sion  ,  on  aura,  en  chassant  le  dénominalenr, 

{jép'-^'a''^Bp^^a'x-}-Cp^^'x^-^Dp^*a'^x>-}' etc.)  (p-\-x} 
■     =  J^f  +  J'p^'x  ■+-  JBff-^x*  4-  AC^'^x?  -i-^Z)/?— *a:*+etc. 

et  en  effectuant  la  multiplication  indiquée, 

Jp-d  -^-Bp-^a"  1     H-  Cp-^a'  -j       4-  />/>-'«"  >  , 

^Jp"^a'  j'^+i/;,— a- j-^+  C>— V  j^4-etc..., 

ss=Jfr+       J'p'-'x-^      JBp'—'x'  -^       ^Cjp— 'j'-h  etc 

Dans  tons  ces  calculs  il  ne  laut  pas  perdre  de  vue  que  A ,  B ,  C, 
Df  etc.  9ont'  des  nombres  dans  lesquels  ni  p ,  ni  x,   ni  fi  ne  sauraient  ' 
cabrer  ;  on  dojt  donc  traiter  cette"  équation  comme  la  précédente ,  et 
en  comparant  les  coefficiens  de  chaque  puissance  d«  x,  dans  l'un  et 
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l'autre  membre ,   on   trouTe  : 

A  ^  Ad  \  (  A  =  Aa' 

A*  =:  Bd    +  Ad  i  I  S  =  ^JA-.^} 

AB  ==:  Cif   +  JBtf»  /  d'où  l'on  tire  <  C-=  iSdtp^l 

AC  =  Da^'  +  Ca'\  |  7>  =  '^^^  ~  ""^ 

1  la''' 

etc.  }  ■        \        etc. 

La  manière  dont  se  forment  ees  équations  est  assen  évidente  pour 
qn'on  puisse  les  pousser  aussi  loin  qn'on  voudra;  et  on  voit  aisément 
«jne  si  Pp*~'od'  et  Qff—~'af*'  représentent  deux  termes  consécutifs 
du  développement  de  {p-{-xY,  on  aura 

-rfi>=sÇ«--C'+'î  +  Pa*...w^  ce  qui  donne  Q~P{'j.fi'*V}y 

«xpression  dans  laquelle  n  ne  désigne  pas  use  puissance  de  a,  mais 
le  nombre  des  accens  que  doit  porter  cette  lettre. 

Nona  remarquerons  que  les  coefficîens  By  C,  D,  etc.  seraient  tous 
détermiaés  si  on  connaissait  a',  a%  a*,  etc.  A  ;  mais  ces  derniers  ne 
sont  autre  chose  que  les  coefficîens  du  second  terme  dans  \c»  puissances 
du  binôme  qui  ont  pour  exposant  les  nombres  i,  3,  Z,  .etc.,  m. 

Il  suit  de  là  que  du  second  terme  du  développement  de  {p-^x)"^  ob 
■çéai  déduire  tous  les  mires  j  car  A  étant  le  coefficient  de  ce  second  ' 
termq,  on  en  doit  tirer,  comme  des  cas  particuliers,  ceux  des  secomdc 
termes  de(/7-f-x),  (/>-t-x)%  (p  +  ^)%  etc. 

10.  On  sût  déjk  que  les  seconds  termes  de  cm  premières  pmstances 
sont  X,  opXj  Zp'Xf  etc.;  il  parait  naturel  d'en  coneiure  par  analo^e, 
que  celui  de  (/>  +  x)'  sera  mjf^^x  :  il  ne  nous  reste  donc  qu'à  vérifier 
cette  assertion  ,  pour  être  en  état  d'assigner  tous  les  coefficiens  du  dé* 
Teloppement  cherché. 

Parmi  un  assez  grand  nombre  de  mojrens  d'y  parvenir ,  je  choisirai 
le  suivant,  qw  *e  U*  avec  une  de»  plus  ingénieuses  démonstratioas  qu'o^ 
ait  donnée  du  binôme,  due  à  Eoler,  et  que  j'ai  rapportée  ailleurs  (Co/n- 
plément  des  Èlémens  £  Algèbre), 

Quel  que  soit  le  coefficient  de  x  dans  le  second  terme  du  dévelop- 
pement de  (i+x)",  il  est  nécessairement  une  fonction  du  seul  expo- 
sant m,  et  je  le  désigoerû  en  conséquence  par  f(m),  la  lettre  f  étant 
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rabrériation  da  mot  fonction.  D'après  cette  conTeation,  il  râat 

(i  +x)*=  I  -^xii/n)  +  etc. 
et  de  même 

<i-h*)'«i4-v)ff<r)-J.elc. 

£n  mohipUant,  membre  à  membre,  ces  deux  éqaatîons,  on  en  conclut 

(i  +a:)-+'  »:  I  +  X  {  £(m)  +  f  (r)}  -t-  «te.  j 

mus  par  la  notation  établie  on  a  aosBi 

,(i  -f-jc)*^  =a  1 4-  «  f («+'■),  +  *tc.  j 

^(in-f'r^  étant  formée  de  iM+r»  comm«  i(m)  et  f(r)  le  sont  respecti- 
vement de  m  et  de  r;  et  en  comparant  les  deux  déTelo^Mmena.  à* 
dessus,  il  en  résulte 

f(™  +  r)=f(».)  +  f(r), 

ëqoation  ^i  exprime  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  repiwr 
•entée  par  f. 

Si  l'on  change  r  en  r-f-i,  Téqnation  précédente  devient 

f(m-(-r-|-5)=fCm)  +  f(r+*); 

mus  U  même  équation  donnant  aussi 

f(|.  +  ,>-=  .%>-).£(,), 
il  en  résultera 

En  éciÎTant  «-{-(  an  Iwa  de  #,  oa  parviendrait  4 

f  (m-Hr+ *  +/)  M  f<A)  +.£(r)  H-  f (0  +  f (/)  , 
et  ainsi  de  suite.  -, 

Gel»  posé»  I*.  si  on  iait  d'abord  rxs  t ,  On  obtient  ,     . 

f(ffl+i)=:f(ft)+f(i),      Ott      ^(m4-i)=sf(«),+  r; 

car  r  étant  1,(1  +jc)'  se  reduTt  k  1  -f-  x,  où  le  coefficient  de  jr  est  t, 
cnsorte  que  f(i)  =  i. 
Posant  alors  successivement 

/R=  I,      mes  i,      msssS,    etc.. 
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ou  IroQTera 


f(m — l)  :=:£(»! — 3)+I==m— I, 
f(m)        5=f(m — i)-|-i^m; 

Toilà  pour  le  cas  où  Texposant  m  est  un  nombre  entier,' 
2*.  Soit /Rs=r=:  5  =  /;  l'équâtioa 

fC"  +  '■+'*+ 0  =  fW  +  f  (-•)  +  f  (•) + f(') 

devenant 
on  en  tirera 

d'où  il  suit  que  si  4^  est  un  nombre  entier  (pie  je  représenterai  par  i, 
on  aura 

f(4™)  =  i   et   f(J)  =  i'-; 

on  s'élèverait  de  la  même  manièrç  au  c^  où  le  i^ombre  m  serait  une 
£-action  quelconque  j,  et  on  trouverait  ffi)  =r. 

3*.  Enfin  si  l'on  suppose  m+r=o ,  cas  dans  lequel  ((m-^r)  =o^ 
et  (i-^x)*c=i  ,il  «uré^te  q1ief(o)  est  nécessairement  uijle:  ou  aura 
donc  alors 

f(m>r*-fCO=o,       OU       f(r):::^-^î{m)i 
mais  aussi  m^rssiO  conduit  à  r;âs  — m;  done 
f  (— ro).==  — r  f.(w)  =K  —  m.  ■  ■ 

On  peut  donc  affirmer  que,  guel  que  sait  le  nombre  représenté  par  m^ 
pourvu  qu'il  soit  rationnels  les  deux  premiers  termes  de  (i-^x)^  sent 
.  I  4-  mic..  Je  montrerai  dans  la  suite,  que  quand-  l'exposant  m  serait 
irrationnel  et  mêwc  imaginaire,  la  proposition  précédente  serait  toa- 
jouris  vraie. 
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17.  Reprenons  les  éqnatioas 


B  = 

a' 



C  = 

a- 

jCI 

C  = 

CIA- 

a'" 

£l 

<?  = 

P{A- 

fl<-)) 

a("- 

'> 

en  y  disant 

a'  =  i,    y  =  3,    «•=5,   o"  =  4.., 

...Js=m, 

elles  donneront 

A  =  m 

B        _^t».-0_".(»-.) 

3  19.3 

"  -  '^—4 .    .    ,       .       3       .  — — 

Q   p  ("* — '  ") 

etc. 

L'expression  de  Q  contient  la  loi  générale  des  coeâîeiens,  et  tait  vole 
comment  chacun  d'eux  se  déduit  de  celui  qui  le  précède. 
En  substituant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver ,  on  ama 


z~ 


J;^4.S-^"— J    '"-."'j' 


x*  +  etc. , 


et  pour  le  terme  général,  où  l'exposant  de  x,  restant  iadéterminé»  est  re> 
présenté  par  n ,  U  viendra 

ro(m  — 1)  (m  — 3) ('»— n  +  Q... 
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i8.  Nous  n'arons  employé  pour  trouver  les  coefficiens  Â^  B^  C^ 
Dy  etc.  que  le*  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  u  dans  l'é- 
quation (4)  ;  mais  cependant  nous  serions  en  droit  d'en  conclure  que 
les  autres  sont  identiques  dans  chaque  membre;  car  si  cela  n'était  pas, 
il  en  résulterait  de  nouvelles  équations  auxquelles  il  serait  impossible 
de  satisfaire,  puisque  les  quantités  AyBy  C,  Dy  etc.  s'ont  déjà  détermi- 
nées, et  par  conséquent  il  ne  serait  pas  vrai  de  dire  qu'on  peut  représen- 
terle  développement  de  (i+jc)"  par  une  série  i-^Axr^-Bx^-^Ca? -^  etc. , 
qui  convienne  i  toutes  les  valeurs  de  «r. 

Quoique  c^h  raisonnemens  paraissent  prouver  d'une  manière  suffisante 
la  légitimité  du  développement  qne  nous  avons  obtenu,  cependant  pour 
ne  rien  laisser  à  désirer,  je  vais  montrer  que  les  autres  termes  de  l'équa- 
tion (4)  se  détruisent  mutuellement. 

Pour  cela  je  reprendrai,  dans  l'équation  (3) ,  l'expression 

p~j^Ap^~\s>^ji)-^Bp  "r'Cx-f-M)'-|-(>"-*(x4-u)»-|-jO^"-<(jH-u)<-|-  etc. , 

dont  le  développement  compose  le  premier  membre  de  l'équation 
(4)  »  «t  j'observerai  qu'on  peut  effectuer  ce  développement  à  l'aide 
de  ce  qui  précède,  puisque  les  coefficiens  Ay  B,  C,  /?,  etc.  sont  dé-  . 
tetminés.  Je  vais  donc  chercher  par  quelle  quantité  la  puissance  quel- 
conque u",  serait  multipliée.  R  est  aisé  de  voir  qu'on  ne  saurait  ren- 
contrer u"  avant  le  te.mje  affecté  de  (a;-|-u)',  mais,  qu'à  partir  de  celui- 
là  on  le  trouve  dans  tous ,  ensorte  que  si  on  développe  les  puissances 
de  (j:-f-a)',  (j:+")"**"'j  etc.  en  commençant  par  u  au  lieu  de  commencer 
par  X  ,  ce  qui  est  indifférent ,  i^  sera  au  premier  terme  dans  la  première , 
an  second^  terme  dans  la  seconde,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  (lonc  qu'on  ait  dans  la  série  proposée ,  les  termes  suivans: 

4.  ^^— '  (x -i-iO'-*-^  H-,  etc.  î 
il  en  K^ésultera  popr  le  coefficient  de  <*% 

mais  d'après  la  loi  que  nous  avons-  trouva  dans  les.C9effîcien$  du  déve- 
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loppèttenl  de  (;;  +  x)'t  ou  doit  avoir 

.  ("«—")  I 

______  .  (m  — n)  (m— «—On 

n+a          ^  —    (n+i)       («  +  a) 
ç  jm—n  —  st)    D  (m— n)  (m— n— Q  (m— n— a)  « 

etc.; 

eà.  stibsdtaant  ces  valeors  et  disant  les  réductions  qui  s'ofirent  d'elles- 
mêmes,  on  obtiendra 

n  est  aisé  de  reconnaître  qne  la  quantité  renfermée  dans  la  parenthèse 
n'est  autre  chose  que  le  développement  de  (p4-x)"*"';  le  coefliciept 
de  «"  sera  donc ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  ,  i*(;E^+•a;)"~■; 
mais  dans  ie  second,  il  sera  évideinni^kt  /*y"~"  =sx  P(p-^x)''"'t  l'iden- 
tité est  donc  prouvée. 

Quelque  longs  qtte  paraissent  les  calculs  précédens^  ils  méritent 
néanmoins  une  attention  particulière  ,  parce  qu'ils  ne  sont  fondés  qae 
sur  des  principes  de  la  plus  grande  rigueur,  et  qu'ils  conduisent , 
comme  on  le  rerra  bientôt,  à  un  grand  nombre  de  résultats  aussi  utile» 
qu.'élég3n». 

19.  On  pourrait  We  afltge  des  fé^rmules  précédentes  poar  dévelop- 
per (a-^hx'^cjc^^djc^'^..,)'  suivant  les  pwiss^cès   de  x;  mais  on   , 
pest  y  parvenir  d'aue  Buinicre  pins  simple,  ainsi  qu'on  va  le  'voir.  U 
est  éfident  qu'on  peut  supposer 

(a -j- bx -\- cj:* -^  dx' -^ )"•  = 

^  4-  Jx  -h  Car*  +  2>x»  +  Ex*  +  etc.; 

car  si  on  met  le  premier  membre  de  cette  équation  sous  la  forme  d'un 
Uttome  (a~\-k)'  et- qu'on  ie  développe,  le  résultat,  quel  que  soit  m  , 
ne  contiendra  que  des  puissances  entières  et  positives  de  A:,  depuis  la 
première  inclusivement j  et  par  conséquent  si  on  remettait  au  lieu  de 
cette  dernière  lettre  sa  vdienr,  cette  substitution  n'introduirait  que  de» 
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puissances  entières  et  positives  de  x.   Cela  posé ,  si  a:  se  changeait  esk 

x-i-u,  on  aurait 

{fl  +  b  (x-hu)-^  c(x  +  «)'  +  rf(x  +  «)'H- }"  = 

J^B(x-i-u)  ~}-C(x-\-uy  ^D(x'i-uy  +£(jH-«)« 
H-etc (i); 

cette  équation  devant  avoir  lieu  indépendamment  d'aocanc  valeur  par- 
ticulière de  X  et  de  u ,  il  &ut  que  dans  le  développement  de  l'un  et  de 
l'autre  membre ,  les  termes  qui  multiplient  chaque  puissance  de  x  et 
de  u  soient  identiques.  La  fonction 

«  +  J  (x  +  m)  +  c  (x  +  «)•  +  rf  (x  +  «)»  H- e te. 

devient  d'ahord 

a  4-  Jx  H-  ex'  -f-    da^    +....) 
+  bu  -{-acxu  •+■  5dx*u  +....[ 
■+  eu*  •j'  SdLca'  -f- . . . .  /  ' 
-i-  etc.  ) 

faisons  pour  abréger  ' 

a  +  bx  -i-  ex*  -f"     '^     H- =A*  > 

(b  +  acx+  Zdx*    +...)«! 

-f-  (eu  +  Zdxu-  -^...)u\=xtfu, 
•jr  elc ) 

tt  nous  changerons  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  en 

(;.  +  9u)"=;^  +  /7y»-r'Yu+î:i^;^^  /r-yu*  +  etc.  ; 

mais  il  nous  suffira,  comme  dans  le  n*  i5,  de  considérer  les  termes  af-' 
fectés  de  la  première  puissance  de  «,  et  nous  nous  bornerons  en  consé- 
quence à  pf  -^mp'^~'qu.  En  remettant  pour  qu  sa  valeur,  on  verra  qu'il 
&ut  en  exclure  la  seconde  ligne  et  les  suivantes,  parce  qu'elles  donne** 
raient  des  termes  affectés  de  u*  et  des  puissances  supérieures  :  il  viendra 
donc  pour  résultat  final 

jf  -j_  n^'^'  (b  -{-  acx+  Sdx*-^....)u. 

Passons  maintenant  au  second  membre  de    Téipiation  (i)  :  il'  doima 
tout  de  suite  „ . 

^  4-  jPa;  +  Cx'  +  Z)x'  H-  Ex*  +  etc. 
+  (  ^  +  aOr  +  Wx*  H-  ^x^  -f-  etc.)  u. 
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La  première  ligne  n'est  autre  chose  que  la  Taledr  sup^tée  pour 
(a  +  ^^+  cx*4-*  •  •  •)"  ou  /^î  on  aura  donc  en  comparant  les  coeiHr 
ciens  de  Uy 

B^-' (*4-acx-h5<ir'+...)==^H-aCx+32)a:'+4£'a:»  +  etc.; 

mais  jf"^  =  — ,  mettant  au  lieu  de  ffetdep  leurs  valeurs ,  on  trou- 
vera, en  cbassant  les  de'nominateurs, 

m(^-f-5x+Cx'H-i?x'H-£'j:*  +  etc.)  Ci4-3c-r+5i/x»-4-4ex*+..  .)=i 
'  .(5+2Cr+5/?x'+4E'a:'4-etc.)  (a+ix+cx'+dx'+er*H-.  •  ■)  : 

&isaDt  les  multiplications  indiquées,  on.  aura 


+  vottcA 


mbC    1       4*  mhD    1       H-  mbE   j 

]       H-  Sm/'^J 

\         ^    iB    I     -^  3bC  I      +.  3JZ>    F       +  4hE    I 

={  >a:  +    cS  [a-  +  2cC    la:'  +  3cZ?    >x*+etc. 

j  1  I      +    (ifi    l       +  a(£C   [ 

'  )  )  ]       -i-    e3    ) 

En  comparant  les    coeflicîenà  dés  puissances  homologues  de  x  ,  on 
en  déduira , 

aB=mbA  .  .         .  ^ 

saC^m — i^bB+vncA 

5a/î'=^m— 4)i£+(2m— 5)c/)4-(5w— a)rfC-K4m— i)e5+5nî/'^ 
etc. 

La  loi  de  ces  valeurs  est  facile  à  saisir  :  tous  les  coefficiens  By  C, 
D ,  eto,  seront  déterminés  lorsque  A  sera  connu.;  mais  on  voit  qu'il 
exprime  la  valeur  du  développement,  lorsque  x^o,  et  dans  ce  ca» 
la  fonction  propose'e  (aH-  &P+  <sx*  +  ^^  +•,«  •  ■)"  W  réduit  à  a"  :  on 
■a  donc  A^=^a^. 
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En  calculant  d'après  cette  valear,  celles  des  lettres  ^,  C,  Dy  etc., 

tm  trouvera  fecilement  que    la  puissance  m  du  polynôme 

fl  +  ix  +  ex'  +  dx?  +  etc.  a  pour  expression 

+  ,     ^("■-■)  j-tc) 

+  =a— i 

mOj— iXm— aXni— 5)  .^u  1  _,  ,  >ii(m— l)(7ii— «)(m— 5)(m— 4)   .^„  î  ^j 

7"";     ~    "T~^.    i  1    "*'i  .  «    ;    3    ;    4    ^    5  I 

m(m—i)(ni— 0(111-^  a-~'i'tl 
1   .  s     .     3     .     1  I 

'"t"-')("--').-^J 
1   .  a     .     1  [ 

a(m— i)(m— «)  j,-»^^' 


1   .    1 


-ni 


AO.  Moîvre,  qui  a  le  premier  indiqué  ce  développement,  a  aussi 
donné  des  règles  pour  en  former  successivement  tous  les  termes  ;  mais 
elles  sont  peu  commodes  et  ne  reposent  que  sur  des  îaductioos;  je  ne 
m'y  arrêterai  point,  parce  que  je  dois  exposer  dans  la  suite  des  pro- 
cédés plus  féconds.  Je  ne  puis  cependant  quitter  ce  sujet  sans  montrer 
sa  liaison  avec  le  développement  de  la  puissance  m  du  polynôme 
a-f-jSt+>-|-crH- etc.,   dont  les  termes  sont  indépendans. 

On  parvient  sans  peine  ,  par  la  formule  du  binôme  de  NewlOff  (Voyez 
le  Compl.  des  Élém.  ^Alg.  ,  ou  plus  baSjOi'  24)  >  à  prouver  que  tous  les 
termes  du  développement. de(*4-j3-i-îH-J'-f-*tc.)"  se  tirent  de  l'expression 

en  prenant  pour  ^,  r,  j,  etc.   tous   les  nombres  entiers  positifs  (y 
comprb  zéro)  qui  satisfont  à  l'équation 

y  +  r4-i-|-atc,  =  flr, 
et  donnant  successivement  à  n'  les  valeurs  o,  i,  3,  5,  etc.  Mamtemirt 
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le  polynôme  a  développer  deviendra 

(a  +  ix  +  ex*  -+-  dx'  +  etc.)"  ; 
rexpresùon  qui  comprend  tous  ses  termes  sera 


mim  —  i).. 


.(m- 


li±Jl  a-^Wd'  etc.  jct+»M-3^..._ 


Mais  comme  on  se  propose  toujours  d'ordonner,  suivant  les  puissances 
dex,  le  développement  cherché,  on  doit,  parnù  les  différens  termes 
que  donne  l'expression  ci-dessus,  rassembler  ceux  qui  sont  affectés 
de  la  même  puissance  de  x  ;  c'ést-à-dire  que  si  l'exposant  de  la  puis- 
sance dont  on  vent  avoir  le  coefficient,  est  n,  il  £tut^  pour  trouver  les 
termes  dont  il  se  compose,  donner  aux  lettres  9,  r,  Sj  etc.,  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  qai  rendent 

y  +  ar  -f-  5*  4-  etc.  =B  » , 

et  déterminer  aloi^  n'  par  l'équation 

y  _f-  r  -f-  «  H-  etc.  =  n'.    , 

Vràci  le  uUcaa  de  ces  vnkors  dans  les  pnemiers  tenne»  : 

.pour    ff  =  o,    on  b 


:5, 


'  =  I  ,  /  =  o  , 


y  =  o 

{y=  3y  r=:  O,  S  =  O,... 
f  =  O,  ï    i?=    I,  *4=  O,.,. 

(y  =  5,  r  =  o,  s  =5  *,  ... 
<93tr  1,  r=:  1,  fscO,... 


Quand  on  a  déterminé  les  exposons  des  lettres  a ,  i ,  « ,  etc.  pour  chaque 
terme,  le  coefficient  nnmwiqne  qui  doit  les  multiplier  s'obtient  tout 
de  suite,  en  ayant  l'attention  de  supprimer  dans  son  dénomiDateur,le$ 
Êictenrs  qui  se  rapportent  à  celles  des  lettres  q,  r,  s,  etc.  qui  sont 
nulles,  ou  pour  mieux  dire,  qui  n'eutrent-pas  dans  ce  terme.  Lorsque. 
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n  =  3,  par  exemple,  on  a  les  trois  termes 

i.a.3  '        1   .   I  '       i  ' 

qui  multiplient  en  effet  x*    (page  5o). 

La  difficulté  ne  consiste ,  comme  Ton  voit  ^  qu'à  former  toutes  les 
combinaisons  de  nombres  euUers  et  positifs  qui  peuvent  satisiaire  à 
l'équation 

9  +  ar  +  3s  H-  etc.  =  n  , 

suivant  les  diverses  valeurs  de  n;  on  a  imaginé  pour  cela  diverf  pro- 
cédés dont  plusieurs  sont  très-ingénieux;  c'est  là  spécialement  le  bnt 
de  VAnaljrse  combinatoire ,  dont  la  première  idée  appartientà  Leibnitz, 
et  qui  est  très-cultive'e  en  Allemagne;  mais  on  s'en  est  beaucoup  moins 
occupé  dans  les  autres  pays,  et  l'on  y  a  substitué  des  méthodes  plus 
analogues  aux  "formesju  calcul  analytique  (*). 

3t.  La  plus  simple  de  toutes  les  fonctions  transcendantes  est  celle  qu'on. 
9*.  Dci  fonc-  connaît  sous  le  nom  d! exponentielle ^  et  à  laquelle  on  est  conduit  en  con- 

'!""'  "raD*ten-  Sidérant  la  relation  qui  existe  entre  un  terme  quelconque  d'une  progres- 
sion par  quotîens  et  le  rang  qu'il  occupe.    Si  l'on  nomme  et  le  premier 

poi«m!d^  **■  terme,  âla  raison,_y  le  tCTme  cherché  et  x  le  nombre  de  ceus.qui  le  pré- 
cèdent, on  a,  comme  on  sait^^^ao';  et  dans  cette  équation,  où  a  et  a 
sont  des  quantités  invariables ,  pour  chaque  progression ,  jr  est  une  fonc- 
tion de  X,  et  réciproquement  X  est  nue  fonction  de^;  mais  ces  fonctions 
sont  l'une  et  l'autre  d'un  ordre  supérieur  aux  fonctions  algébriques  ;  car 
pour  obtenir/,  il  faut  «Oêctuer  un  nombre  incÛterminé  de  multiplications 
et  mêmes  d'extractions  de  racines,  si  on  donne  à  x  des  valeurs  fraction- 
naires. L'équation  j  =  «w*  changeant  de  degré  a  chaque  valeur  que  prend 
X,  Jean  Bemoulli,  qui  s'en  est  occupé  le  premier,  la  nomma  éi/iuttion 
parcourante.  Quant  h  la  détermination  de  x  en /,  elle  ne  peut  avoir  lieu 
qu'en  employant  les  lo^rithmes. 

'  Nous  allons  donner  les  moyens  de  développer  la  fonction  _/,  et  nous 
ferons,  pour  plus  de  simplicité  ,  a=  i,  d'où  il  résultera /=ii'.  Nous 
supposerons  que  a'  soit  représenté  par  la  série 

^,  4-  ^,x  H-  ^»x»  H-  ^jx?  -f-  etc. 

-  (*}  En  efTet,  ï Analyse  combinatoire  ne  paraît ,  à  l'égard  des  puinances  dei  ptAf— 
Komei,  que  ce  qu'était  le  Triangle  arithmétique  de  Pascal,  à  l'égard  de  celles  dei 
binômes  ;  mais  on  n'a  point  encore  pour  les  prexnieri,  l'équivalent  de  la  formule  donnée 
par  Ncvton  pour  les  seconds.  (  Vo3'ez  le  Discours  préliminaire.  )    ' 
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^,,^.A,i  jé^f  é\ic.  sont  des  coefBciens.indépendans  de  jc ,  et  les  chiffres 
inférieurs  o,  i»  Sj  etc.  marquent  l'exposant  de  la  puissance  de  x  qui 
maltipUe la  lettre  à  laquelle  ils  sont  attachés;  ainsi  ^„  sera  le  coeffi- 
cient de  jT.  Cette  notation,  qui  d'abord  parait  un  peu -compliquée, 
est  néanmoins  très-commode ,  et  très-propre  à  faire  reconnaître  la  loi 
qui  règne  entre  les  valeurs  des  coeffictens. 

On  demandera  peut-être  quelle  considération  a  déterminé,  le  choix 
de  la  série,  et  pourquoi  elle  procède  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X  :  11  sera  ùcile  de  répondre  à  ces  questions.  En  effet  la  fonction 
a*  devient  égale  à  runilé    lorsqu'on  y  fait  j;=:o,  et  si  on  eût  supposé 

à  la  série  la  forme  suivante  -rf.  H ■'  H-  ^  -h  etc. ,  on  voit  que  dans 

h  même  circonstance  tous  les  termes  de  cette  série  seraient  devenus 
«nlinis;  elle  n'aurait  donc  pu  représenter  la  fonction  proposée.  En  gé-, 
nérd,  si  la  forme  de  la  série  ne  convenait  pas  au -développement  cher-. 
ché  ,  le  calcul  conduirait  à  des  relations  contradictoires  entre  les  coef- 
ficiens.  Il  6m*t  de  là'  que  pour  pouvoir  compter  sur  les  résultats  de  la- 
méthode  des  coefficiens  indéterminés  que  nous  employons  ici,  il  faut 
s'être  assuré  ^*on  ne  rencontrera  pas  de  semblables  relations ,  quelque 
loin  qu'on  pousse  le  calcul  ;  or  c'est  ce  dont  on  ne  sauçait  répondre, 
dans  le  cas  oà  la  série  est  infinie ,  que  lorsqu'on  peut  assigner  la  loi 
que  Suivent  ses  termes. 

Cela  posé,  si  x  devient  x-|-«,  la  fonction  o^  se  chanj;era  en  à^'^ 
mais  puisque  les  coefficiens  A, y  A,^  A^y  etc.'  sont  indépendans  de 
tonte  valeur  particulière  de  x,  il  faut  qu'on  ait  également 

«■  =  ^„  -(-  A,x  -h  -^^'  -h  Aix\  -h  ete.  >  • 
fl"  =  w^.  H-  A^ik  +  -/,«•  +  ^3«*  -t-  etc.', 
enfin 

a-*-  =  ^,  -H  ^,(x  H-«)  ^ASx-^-uy  -h  ^,(xH-u)''+'etc.  ; 

et  à  cause  de  a^xa"  =«"*",  il  faut  que  le  produit  des  deux  premières- 
séries  soit  égal  à  la  dernière.  Pour  ordonner  les  différens  produits  par- 
tiels, il  suffira  de  reculer  d'un  rang  à  mesure  qu'o'n  changera  de  mul- 
tiplicateur dans  la  seconde  série,  et  de  placer  dans  une  même  colonne. 
I6ns  les  termes  résidtans  d'une  même  puissance  de  (x-f-u)  dans  la 
troisième  série  :   on  aura  ainsi 


Digitizeclby  VjOOQIC 


84  OTTRODtrcnOPf. 

J,J,  H-  J^,x  +  ^^.x'    +  A,Jix*    H-  J^^x^    -f  etc.  J 
+  A^À,u  +  J,ji,ux   +  A^A^ux*  +  AjAaux^  -^  elc.  I 

+  A^tU*     +  AtA,u*jc  -\-  A^A^u'x*-}-  etc.  >  = 
+  AxAju?     +  AyA^i^x  +  etc.  i 
H-  ^4^,u<     4-  etc.  J 

!-^,  + ,     j^,a:  4-       -^,x*     +       ^jx»     +       ^^     +  etc. 
4-      >Y,u   +     nA^ux   +    Sy/jux'  H-    4-^4"^  +  etc. 
+      Aj^     +    ZAtu^x  4-    6A^u*x^  +  etc. 
H-       -^ju'     4-     i^A^x  4-  etc. 
4-      -rf^u*    4-  etc.  . 

Cette  ëguatïon  devant  avoir  Heu  quels  que  soient  «  et  a:,  il  s'ensuit 
nécessairement  que  ces  quantités  ne  doivent  pas  entrer  dans  la  déter- 
mination des  coefficiens ,  et  que  par  conséquent  chacun  des  teimes  du 
premier  membre  doit  être  détruit  par  celui  qui  lui  correspond  dans, 
l'autre  membre  ;  on  aura  donc  A^A,  ^  ^„ ,  ce  qui  donne  ^„  ^  i  ,  va- 
leur qu'on  mettra  partout  an  lieu  de  A,  et  qui  dispensera  d'écrire  cette 
lettre  dans  les  termes  où  elle  se  rencontre.  Il  résultera  de  cette  omis- 
sion, que  la  première  ligne  du  premier  membre  sera  identique  avec 
la  première  du  second  membre  ;  ce  sera  par  conséquent  dans  Iq 
deuxième  que  nous  cherclierons  les  équations  qui  donnent  les  coefficiens^ 
et  nous  aurons 

A,  ==     A, 

A,A.  =  iA, 

A, A,  =  ZAt 

A.A,  =  4At 

elc. 

et  en  général 

AiA^i  :^  mA^j  A^'ss 

Les  coefBciens  étant  tous  déterminés  par  ces  équations,  k  l'exc^tion  dn 
deuxième,  A,f  il  s'ensuit  que  si  la  forme  que  nous  avons  supposée  au, 
développement  de  à*  est  légitime,  la  troisième  ligne  du  premier  membre 
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et  les  suivantes  doirent  «ferenir  identiques  d'eUcs-mémes  àyéc  celles 
qui  lenr  correspondent  dans  le  deuxième  membre  ('*'). 

Pour  vérifier    cette    condition    nous   prendrons ,    dans  le    premier 
memhre,  un  terme  quelconque  i^x";  son  coefficieut  sera  évidemment 

A^A,  ou  — -^ X 5 =  '• '     — .  Le  méraetçrmtt 

1,3.3. ..m       i.a.d,..n,       i.9...<niXi-a....n 

iP'x^  faisant  partie  de   la  puissance  m-\-n,   de  x-f-»?  dans  le  second 

membre,  a  pour  eeeficient 

([w+n)  (7a+n— i) (nt+i^:^,,,^ 

'■  i.fl.g....- n  ' 

mais 

substituant  cette  valeur  et  effaçant  les  acteurs  communs  au  numéra- 
teur et  au  dénominateur»  savoir  :  tons  les  nombres  depuis  m-\-n  jus- 


-  ^)  J'aurais  -pn  me  dispenser .  de  faire  la  vérification  indiquée  ;  car  ayant  eEfaci 
de  part  et  d'autre ,  daas  la  premiàre  équation ,  lea  termes  identiques ,  et  divisé  en- 
suite les  deux  membrea  par  u ,  j'aurais  trouvé 

A^  +    A\x  +    A^A^  +    A^tx?    •+•  «te.  \      ' 

+    A^u  +    AtAïUx  +    A^^a^  +  etc.  l  =m 
+    etc.              '  3 

iAx  +  a^^  +  'SAiS?  +  é^is?        +  etc. 

+    Aji  +  "SA^ux  +  ^A^      -f-  etc. 
+    etc. 

sws  comme  cette  équation  doft  avoir  lien  Quel  que  soit  u,  onjteoty  faire  u=o, 
alors  chacun  de  'ses  mambrfi  se  réduit  k  la  première  ligne ,  et  l'on  n'a  que  les  équar 
tions  trouvées  plus  haut.  Cependant,  quoique  cette  marcha  soit  plas  courte  que  celle 
qae-j'â  stnrie ,  j'ai  em  devoÊr  préférer  la  dernière ,  parce  qu'elle  ne  laisse  rien  4 
dHixw  ani  l'esuctitnde  dn  dév^oppemest ,  et  que  par  cette  raison  elle  satisfera  da- 
tfntaf»  oMX  f^  n  oat  paa  eticme  uoa  grands  habitude  ds  l'andyM. 

Ce  que  je  viens  de  dire  s'applique  également  aux  numéros  67  et  38 ,  et  je  me  dii* 
penser»  de  le  j'épéter. 

J'aarais  pu  partir  aussi  d'une  propriété  plus  simple  pour  déterminer  le  développe- 
ment de  a*,  employer,  par  exemple ,.  l'équation  a*^=ia*Xa';  nuit  l'équation 
II"  X  a'^so*^^^,  qui  comprend  la  précédente,  est  plus  générale,  et  renferme  toutes 
les  propriétés  dont  la  fonction  a*  est  susceptible ,  parce  qu'elle  en  exprime  la  dé&nition 
la  pliu  étendue ,  et  la  seida  qui  pr4jeate  un  sens  lorsque  la  variable  x  est  imaginaire. 
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gu'à  m-f-i.  inclusivement,  on  a  pour  rësulWt 


1.3.3.. 


c'est-à-dire  le  même  que  précédemment.  L'identité  est  donc    démon-* 
trée,  et  nous  pouvons  en  conclure  que 


33.  Il  reste  encore  à  déterminer  A,  :  pour  cela  nous  ferons  a:=-7  >  et 
nous  aurons 


se'rie  ,  dont  la  convergence  devient  de  plus  eu  plus  rapide,  puisque  le  rapr 
port  des  termes  consécutif  diminue  sans  cesse.  En  la  poussant  jusqu'au 
dixième  terme,  elle  donne  3,718^818,  et  en  désignant  par  e  sa  valeur 
exacte,  dont  on  peut  approcher  aussi  près  que  Ton  voudra,  il  vicfjdra 

Prenant  le  logarithme  de  chaque  membre  dé  cette  équation ,  on  oV 
tiendra 

■j  la=:Ie,       d'où      Ai^Yi 

et  avec  cette  valeur  de  A^ ,  on  trouvera  - 

■^  =  ■ +r.T+Cn)  773  +  Ciî)  m  +  "'"• 

Ce  développement  se  simplifie  quand  on  prend  les.  logtuitlimes  duA. 
le  système  dont-  la  base  est  le  nombre  e,  puisqn'alors  le^i;  eten- 
distinguant  par  la  caractéristique  X  cette  espèce  de  logarithmes,  if 
vient 

a-  =  ,  +  (l'«)?  +  (I'«)'t!^  +  (1'«/7X3+  «**=• 

Enfin  si  l'on  suppose  <ic=e,  on  a  simplement' 

**  =  1  4- - +- ^  + -^  H- etc.    • 
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Les  diverses  séries  rapportées  ci-dessus  finissent  toujours  par  de- 
venir ponyergentes  ^  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  ar ,   car  dans  hr 

série 

qui  les  comprend  toutes,   deux  termes  consécutifs  étant  de  la  forme 

i.a....B"^i.a....(n+i)» 

letir  rapport  sera  — ^  ;  or  en  prolongeant  la  sç'rie  ,  ou  doit  néces- 
sairement rencontrer  un  terme  dans  lequel  le  nombre  n-^-i  surpassera 
la  quantité  jéix;  et  à  partir  de  ce  terme,  la  série  deviendra  de  pins  eu 
plus  convergente.  ' 

aS.  Yoici  une  propriété  bien  remarquable  du  développement  de  tt". 
Puisque  (tf)'  =  rfV,   il  s'ensuit  que 

^,  +  !::^  +  2^4.^^4.etc., 

et  l'on  obtient  ainsi  avec  la  plus  grande  facilité  le  développement  d'une 
puissance  quelconque  de  la  série  qui  exprime  <^ ,  développement  qui 
serait  très-long  à   calculer  par  les  formules  du  n*  ig. 

34-  Le  développement  de  e*  (33)  conduit  aussi  très-simplement  à  l'ex- 
pressioiL  du  terme  général  de  la  puissance  m  d'un  polynôme  quelconque. 
Soit  «+/S-^5/-f-/-t-eH-elc.  ce  polynôme;  si  l'on  substitue  àj;  la 
quantité  («H-^H-j-H-J*.  .'.)a:,    on  aura  d'abord 

et  remplaçant  les  «xponentielles  par  leurs  développemeos,  on  former* 
l'équation 
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,-, 1 _ 

+  f+^+^  +  ^+''°y^  +  etc. 
\       '      1     '     1 ,a     '    i.a.o    '  / 

X(l   +-+  — +  _^  +  rtc.) 
Xetc. 
Le  tenne  général  du  premier  membre  étant 

(<+g  +  ^  +  J4-etc.)-,T- 

il  &adra,  pour  obtenir  les  termes  correspondans  du  second  membre , 
choisir  dans  le  produit  indiqué  ,  ceux  qui  sont  affectés  de  la  puissance  m 
de  x;  or  un  terme  quelconque  de  ce  produit  sera  composé  de  Jeteurs 
pris  ^  un  à  un ,  dans  chacune  des  séries  dont  la  multiplicalion  est  indi- 
quée, et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

af:^  0ix^  y'af  i'af 

—T^ — z^Tir^ — :;  x  T-rr —  x  ttti — ;X  etc., 

\.A.o...p       i.n.ô...q        1.9.3... r        1.9.9...J  ' 

qui  revient  à 

i.a.3...pXi.a.3...<ï><i.a.3...rXi-a.3...iXctc' 
ainsi  renseinUe  des  combinaisons  dans  lesquelles  on  aura 

^*4"7  H-/'+J+  etc.  ^  /» , 
donnera  tous  les  fermés  affectes  de  x*,  et  sera  par  conséquent  le  dé' 
T^<^pement  àe  i^T*   ^T.^T  .T  ,.!r.j...  En  multipliant  ces  termes  parte 
produit  1.2.5. .  ..m,  on  aura  le  développement  de  (a+jS+j-t-Z+etc.)"; 
ce  dernier  résultera  donc  de  Fexpressioa 

i.a.3.' m^enyi*  .ttc. 

i.fl.3...pXi-a.3...9X»-a.3..-''X  i  .9.3.  ..JXetc.» 
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«n  donnant  avx  nonJires  entiers  />,  q,  r,  s^  etc.  tontes  les  valeurs  po- 
sitÎTes,  en  conunençant  par  sëro,  qui  peuvent  satisfaire  à  ré<juatioa 

Cette  maoiëre  d'obtenir  le  terme  général  de  la  puissance  indéfinie  da 
polynôme  ,  est  due  i  M.  Lagratige.  Elle  suppose  que  l'exposant  m  est 
entier  et  positif;  mais  pour  l'étendre  aus  autres  cas,  il  sufEt  de  décom- 
poser le  polynôme  en  deux  parties. 

En  l'écrivant  ainsi  : 

{«+(/3  +  ^  +  J'  +  etc.)}-, 
on  tire  d'abord  de  la  formule  du  binôme,  la  série 

ft-  +  ^(iQ+>+*^+eicO+'"^;"7'^«''-'(g+>-Hr-Htc.)-+etc., 
dont  le  terme  général  est 

et  oii  le  nombre  «/  .est  entier  et  positif  ;  le  terme  général  da  polynôme 
(/3-H)-+J^  +  etc.)'',  sera  donc,  d'après  la  dernière  formule  de  la  page 
précédente, 

i.a.5 n'&yP. ttc. 

l'.2.3...gX  i-a.3---rX  J-9.3...J  X  etc.  ' 

BOna  la  condition  que  ^  +  /'-f-^'4*  ctc.  =  n' ;  si  on  le  met  dans  la  for- 
mâle  (i),  en  observant  de  supprimer  les  facteurs  i  .a.3. . .»',  commun» 
an  numérateur  et  au  dénominateur,  on  aura  l'expression 

in(m— i)  (m— a) (m— n'+i)*"—'ffl>-'J'.etc. 

1.3.3.  ..ç XI •a.3...rx  i.a.3. .  .JXelc.     ' 

employée  déjà,  n°  ao,  et  dans  laquelle  il  faut  remarquer  que  les  exposans 
fractionnaires  ou  négatifs  ne  porteront  que  sur  le  premier  terme  a  du 
polynôme  proposé. 

a5.    Pnisque  jrf,  =Ti»  "  *"  P''™^'"*  trouver  une  expression  àe^é,   D^'^opp'""*»» 
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da  funcjions     qui  Dc  contlot  qu*  des  ternies  algébriques  eu  n  ,  en  aurait  par  là  le  dé* 
Fonction»  j^  veloppcment  de  la  fonctioD  loganthmique;  mais  en  disant  «=  i  +i,. 
gariihni^c*.      la  fonctîoii  a'  devient  (i  -f-  i)*,   et  peut  se  développer  par  le  moyen  de 

la  formule  du  binôme;  on  a  alors  :     . 

I  i.a  i.a.o  1.9.9.4 

Pour  comparer  ce  développement  à  celui  que  nous  avons  trouvé  , 
n"  31,  il  faut  l'ordonner  par  rapport  aux  puissances  de  x,  ce  qui  lui 
donnera  la- forme  suivante: 

.  +  {  i  -  Ç  +  I  -  f  +  elo.  }  X 

+  {  ^  -    1-    +    M      +  «*^-    }  T 
-+-      etc. 

La  loi  du  coefïïcient  de  x  est  facile  k  saisir  ;  et  comme  c'est  le  seul 
dont  nous  ayîons  besoin  pour  déterminer  ^4, ,  nous  aurons  sur-le-cbamp 
^,  =J ""'"T — T+etc,  ou  en  mettant  au  lieu  de  b  su  valeur 

et  de  là  on  tirera 

l«  =  l.{.C»-.)-^"  +  ^'-^*+e'c.}. 

'  Cette  série  n*est  convergente  que  dans  le  cas  où  la  quantité  a'--i. 
est  trè»-petite;  mais  où  peut  toujours  la  rendre  telle  par  un  artifice  trè»* 

simple.  En  substituant  \/a  an  lien  de  a,  il  viendra 

i;^=k{c;^^,)-%i2+%^-^%^-f  etc. }; 

mais  on  sait  que  Lz  =:ml  \^a  :  on  aura  donc 
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or  en  prenant  pour  m  un  nombre  de  plus  en  plus  grand,  onpent  faire 

ensorte  que  \/a  dîâère  aussi  peu  qu'on  voudra  de  l'unité;  et  comme  la 

quantité  \/a —  i  diminue  bien  plus  rapidement  que  m  n'augmente,  l'ex- 
pression de  \a  peut  dcTenir  aussi  convergente  qu'on  le  voudra. 

Pour  rendre  les  opérations  plus  &ciles,  il  faudra  choisir  le  nombre  m 
parmi  ceux  de  la  progression  3,  4ï  ^y  i^>  5a , . . .  .a',  afin  de  n'avoir 
que  des  racines  quarrées  à  extraire.  Il  est  à  remarquer  qu'on  peut  tou- 
jours faire  ensorte  que  le  premier  terme  de-  la  série  proposée  ,  donne 
une  valeur  suffisamment  approchée  du  logarithme  de  a.  En  effet,  si  on 
prend  l'exposant  rt  assez  considérable  pour  qu'il  y  ait  entre  l'unité  et  le 
premier  chiflre  significatif  de  la  racine  extraite  ,  au  moins  autant  de  zéros 
qu'on  veut  avoir  de  chiffres  décimaux  dans  le  résultat  final,  le  quarré, 
contenant  un  nombre  de  décimales  double  de  celui  de  sa  racine,  tom- 
bera hors  des  limites  qu'on  s'est  prescrites. 

Soit  pour  exemple  a=io:  Briggs,  en  extrayant  54  fois  de  suite  la 
racine  quarrée  de  ce  nombre,  a  trouvé  pour  résultat 

i,ooooo  ooooo  ooooo  13781  9149^  a'ooSa  55: 

si  on  retranche  l'unité,  il  viendra  une  firacUon  telle  que  le  premier  chiffir« 

significatif  de  son  quarré  aura  Si  ze'ros  avant  lui  ;  la  quantité  \/â —  1 , 
donnera  donc,  dans  ce  cas,  les  5i  premiers  chiffres  décimaux  de  la 
valeur  de  toute  la  série  ;  et  quand  le  nombre  m\e,  par  lequel  11  faut  la 
multiplier,  aurait  ao  chiffres  dans  sa  partie  entière,  les  11  premiers 
cfaifires  décimaux  du  produit  seraient  encore  ceux  de  la  valeur  exacte  de 
lu;  sur  quoi  il  làut  observer  que  m,  qui  est  ici  a^,  n'a  que  17  chiffres,  et 
que  dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires,  le  est  une  fraction. 

26.  M.  Lagrange,  qui  le  premier  a  donné  la  série  précédente ,  a  encore 
remartpié  qu'on  peut  en  déduire  une  autre  dont  tous  les  termes,  soient 
de  ùgne  -\~,  en  prenant  m  négative,  puisque 

et  que  quand  usurpasse  i,ona  \/«>  «>  et  — <i.  Par  ce  changement, 
I.  6 
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et  en  observant  que  1(t=: — ml  V^,on  obtient 

'"='"'i('-^)-^=(-^y-"K'-^y-""i- 

Cette  derniire  sém  pré»entè  immédiatement  tme  limite  delajcartouc 
ses  terme»  étant  additifs,  îl  s'ensuit  que 

lo  >  ;m1ç  /i  —  ~  Y 

La  limite  en  sens  contraire  se  conclut  de  l'autre  série,  en  faisant 
attention  que  puisque  ses  termes  sont  décroissans,  le  second  qui  est 
négatif^  combiné  avec  le  troisième ,  qui  est  positif,  donnera  nécessai- 
rement un  résultat  négatif;  qu'il  en  sera  de  même  du  quatrième  et  d» 
cinquième,  et  de  tous  les  autres  termes  de  la  série  réduits  denxàdenx 
de  cette  manière;  le  premier  est  donc  à  lui  seul  plus  grand  que  la 
vraie  valeur  :  ainsi 

U  <  mle(Vfl — i)- 

ht  différence  entre  les  deux  limites  de  la  est 

ad*  je  V^-ii-Ti  —  J- Vernie fî%=i>!, 

et  peut  être  readu«  de  plus  en  plospeUte,  «  mesur*  qiw  r<ui  ae^mentr 
le  nombre   ni. 

37.  Pour  que  la  soit  déterminé,  îl  faut  &ire  une  bypptbèse  sur  le. 
La  plus  simple  sans  doute  est  de  prendre  le  =  1 ,  auquel  cas  on  tombe 
sur  l'espèce  particulière  de  logari^més  indiquée  ct-dessns  (aa)  par  la 
caractéristique  Y  et  nommés  jusqu'ici  logarithmes  hyperboliques  ,  parce 
qu'on  peut  les  déduire  de  kt  quadrature  des  espaces  compris  entre  l'hy- 
perbole équilatère  et  ses  asymptotes  ;  mais  cette  dénomination  est 
vicieuse,  car  on  peut  également  tir«  de  la  quadratwra  d^  l'hyperbole  en 
général,  tous  les  systèmes  de  logarithmes.  H  ferait  donc  plus  convenable 
d'appliquer  aux  premiers  le  nom  de  l'inventeur,  et  de  consacrer  ainsi  la 
mémoire  de  celui  qui  a  rendu  un  aussi  grand  service  aux  Mathématiques  : 
on  pourrait  les  appeler  logarithmes  de  P^éper ,  ou  logarithmes  Népériens. 
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Briggs  cfamgcaV  tystime  de  logarithmes  adopté  par  Néper,  et  pour 

se  conformer  à  celui  de  la  numération ,  il  éta})Iit  pour  base  le  nombre  10; 

il  eut  donc  alots  lios:^!  :  mais  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la 

série,   on  trouvera   le  =  - 


10,  il  Tiendra  le  =: ~ . 

On  a  TU  précédemment  que  Briggs  avait  extrait  cinquante-quatre  fois 
de  suite  la  racii^e  quarrée  du  nombre  10;  par  conséquent,  il  eut 
m  ^  a'  :=  2**,  et  pour  trouTcr  le  quotient  3j ,  il  dÏTisa  l'unité  cin- 
quaote-qnatre  fois  de  suite  par  3,  ce  qui  lui  donna 

0,00000  00000  00000  o555i  ii5i3  3i357  837. 

Substituant  cette  valeur  au  llea  de  —ainsi  que  celle  de  Va,  que  nous 
avons  rapportée* [^us  bant,  on  aura,  en  supprimant  dans  le  numérateur 
et  dans  le  jénoiMnateur  ,  quinze  Héros  : 

,  o,555i   1  i5ia  SiaS?  837  ,_,        , ,-  w   t-     » 

'"=  >;.78.  9.493  »°°S    é^o-i^^'  9448.  go3,5  .8. 

Ce  nombre  est  ceîui  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  cal- 
ç«14»  dan»  f^jFpothèse  de-  ltf'=Ki ,  pom:  avoir  ceux  de  Briggs,  ou  de» 
Tables  ordinaires. 

Si  an  coBtraipe  on  voulait  passer  des  logarithnte»  tabulaires  à  ceux; 
de-Néper,  il  ÙJoàtûl  divisar  ks  premier»  par  te  nombre  que  nous 
Tenons  ds  tooitrer,  (M  y  ce  qui  revient  au  même ,   les   multiplier   par 

T-^  3,5o258  50939  94045.  Il  est  bon  d'observer  que  ce  dernier  résul- 
tat n'est  autre  cbose  que  le  logarîtlime  de  10  dans  le  système  de  IVéper; 

car  en  iàîsantle^i  on  teoiïva  Tio^mf  Vio — ï),  ce  qui  est  préci- 
sément l'iavo'se  de  la  valeur  tEOwée  précédettunent  poer  le; 

Zkans  qiMli|i*  f^4osae  tfoe  ce;  seil,.  ie  est  Acsigité  pov  le  Q«m  de 
motUt^;  iMos  le  r^réanrtanm»  en  géKénd  par  Jtf  ;  ci  pvnsque  dl3ns<  I« 
système  de  Néper  on  a  M=i,  nous  en  concktrttns  \a^£M\'»f  otf 
M=in~.  U  suit  de  làq^iie  peu*  iKKrverle  Htodele  d^i^  Sjrstème  quel- 
conque de  logarithaiieSf  il  faut  évaUisr  \&  rapport  qu'ont  entre  eos  les 
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logarithmes  du  même  nombre,  calculés  l'un  dans  ce  système,  et  l'autre 

dans  celui  de  Ne'per. 

Pour  calculer  le  logarithme  de  3  ,  Brîggs  chercha  celui  de  i,oa4  j 
nombre  qui  est  égal  à  la  dixième  puissance  de  a  divisée  par  looo,  parce 
que  l'exlractioa  des  racines  de  l'un  lui  parut  plus  fecile  que  celle  de 
l'autre.  Ayant  pris  47  fois  de  suite  la  racine  quarrée  de  1,034  >  ^'  opéra 
sur  le  résultat  comme  sur  celui  qu'il  avait  déduit  du  nombre  10,  et 
parvint  ainsi  an  logarithme  népérien  de  i,034i  <)°'îl  multiplia  ensuite 
par  le  module,  et  dont  il  lira  facilement  le  logarithme  de  a,  en  obser- 
vant que  i,oa4^ •  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'exposition 

des  calculs  de  Briggs ,  dont  nous  n'avons  voulu  donner  qu'une  légère  idée. 

a8.  Si  dans  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  a*  (ai)  on  met  au  lieu 
de  Va  sa  Valeur  tï  •  elle  deviendra 

.  «'=-+(B)f+(H)-i^+(»yT:f^+(B)*roT  +  "^- 

résultat  qui  s'étend  à  un  système  quelconque  de  logarithmes. 
En  faisant  x  :=:  1  ou  trouve 

Cette  suite  donne  le  nombre  a,  lorsqu'on  connaît  son  logarithme  et  le 
module  du  système  auquel  il  appartient. 

'  39;  Nous  allons  maintenant  passer  aux  princip^es  transformations  que 
l'on  a  fait  subir  àJa  série  qui  exprime  lu,  pour  la  rendre  pins  convergente 
et  par  conséquent  plus  propre  à  la  coostructioa  des .  Tables  de  loga- 
rithmes. 
Soit  d'abord  as=:i-(-u;  il  viendra 

série  qui  est  assez  commode  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres 
très-peu  différeus  de  l'unité.  Quand  u=  1 ,  sa  marche  est  si  lente,  qu'il 
&udrait  calculer  un  grand  nombre  de  termes  pour  arriver  à  un  résultat 
un  peu  exact;  car  alors 

1  (i -t- 1)  =  la  =Jlf (i  — 14-1— i-h etc.) ; 
et  si  onfait  il/=s:i,  il  vient  l'oi^i—j  +  j — i+etc. 
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£d  mettaat  —  u  à  la  place  de  u,  daQB  l'expreAftloa  préc^ente  de 
1  (i  +  u),  OQ  trouve 

d'où  on  tire 

lCi+»)-l(.-»)  =  l(l±i)  =  aiW(»+|'  +  |+etc.),- 

série  dont  la  marche  est  pins  rapide  que  celle  de  la  première. 
Soh  Êùt  '     ■"  =  z  ;  on  aura 


Si^  pour  donner  nn  exemple,  on  pose  z=3,  il  viendra 

u  =  3i«f  {^+3^+0!+^+ etc.}  , 

série  beaucoup  plus  convergente  que  celle  que  nous  avions  obtenue 
d'abord. 

Lorsqu'on  évalue  en  de'cîmales ,  chacune  des  fractions  qui  la  com- 
posent, on  trouve,  en  se  bornant  à  sept  chiffres  décimaux, 

la  =  o,695i47a^f; 

et   dans  le  cas  où  M^  t ,  il  vient 

l'a  =  0,6951473' 

Four  connaître  3f ,  relativement  au  système  de  Briggs,  il  suffit  de  cal- 
culer le  logarithme  népérien  de  10  et  de  le  comparer  à  l'unité  qui  dé- 
signele  logarithme  du  même  nombre,  d'après  Briggs:  or  la  série  pré- 
cédente, eu  y  disant  2==io,  donne  . 

l'.o=.{iL+^(A)  +  l(^)'+««}. 

série  qui  est  encore  convergente,  mais  moins  que  la  précédente;  c*est 
pourquoi  j'indiquerai  une  autre  voie  pour  arriver  plus  promptement  au 
î'io,  lorsque  j'aurai  Ëùt  quelques  remarques  sur  l'expression  de  U. 
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5o.  B  ÀDt  i'ahord  observer  qas  k  conrergence  de  cette  série  dian- 
nue  à  mesure  que  z  augmeate,  parce  qne  la  fraction  *~     approche 

de  plus  en  plus  de  devenir  égale  à  l'unité,  Taleur  sur  taqoeUe  on  tomLe 
en  faisant  z  infini  (i5).  Il  suit  de  là  que  la  série 

qu'on  trouve  e»  ^suu 

î^=,.       et       *=.; 

répond  au  logarltliine  d'un  nondite  infini,  et  a  par  conséquent  une  va- 
leur infinie. 

La  série  i  +  jH-f +7 -|-efc.,  vTeit  pa»  ?a  seiJe  sârie  décroissante 
dont  la  somme  n'ait  aucune  limite  :  celle  qui  suit  : 

est  encore  dans  le  même  cas  (*)  y  ainsi  que  Fon  peut  s'en  convaincre 
«a  frisaat  aiUeaAi«a  qu'elle  résttltft  da 

1(1— .)=-M(tt  + j+l'+l  +  elc), 

lorsque  l'on  fait  u=i,  Jlf^i^et  qu'elle  répond  à  — l'o;  or  on  sait  qne  le 
logarithme  de  o  est  infini  nègativenieiit,  émm  les  systèmes  dont  la  base 
surpasse  l'unité.  (Èlém.  ^^Igèh'e.) 
On  parvient  immédiatement  à  cetfe  conclusion  par  U  série  qui  ex-- 

prime  r(i— u),  en  y  suppMHMi  i— u-=-,   ce   qui  donne 
r g —  r 

"   r  l=_{i^+l(i=^)VK^)VK^y4- ....}; 
car  r  -  étant  —  Tz,  cEevîent  mSai  KégairvesMnt  qnané  s  est  infini  ;  mais 


(*)  On  Ta  nomme- jerie  harmonique,  parce  qu'oa  en  fait  quelqu'iinge  diag  te  «alcuI 
dei  rUvatioiu  ifei  cmi'eM  fonores. 
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slors  la  tcrîe  H  clunge  ea 

cette  démise  n'a  donc  ancone  limite. 

Uoe  conséquence  assez  importante  se  présente  ici,  c'est  que  toute 
série  dont  les  termes  décroîtront  plus  rapidement  que  ceux  de 


aura/ nécessairement  une  limite;  car  if- )  étant  une  quantité  finie,  tant 
que  s  n'est  pas  infiai,  il  faut  nécessairement  que  la  suite  des  fraction; 

qui  forme  une  série  convergente  et  susceptible  de  l'application  dmprocédé 
indiqué  dans  le  n°  9,  ^t  nue  limite,  quelque  approchante  de  l'utnté  <pie 

soit  d'ailleurs  la  fraction  "        . 

s 

5i.  Pour  retourner  à  mon  sujet,  qui  était  d'obtenir  les  logarithme» 
des  nombres,  par  des  suites  d'autant  plus  convei^entes  que  ces  nombres 
«ont  plus  grands ,  je  ferai  en  premier  lieu  , 

à  cause  de  1  — =  lm  —  In,  ou  tire  de  là 

série  qui  &ra  connaître  la  dififérence  de  deux  logarîtbmes  par  le  moyen 

de  la  somme  et  de  la  différence  des  nombres  auxquels  ils  appartiennent, 

£a  écrivant  R+z,  an  lien  de  m,  le  résultat  ci-dessus  prend  la  form« 

Kz+n):=ïn  +  .M{  -^  +^(-i-y+i(sî;)+  '^■}  ' 
et  t|uand  z=i,  il  devient 

!(„+ .)=.l'' +^^{;;^  + jç^rry +5^;^+ etc.}  , 
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séries  d'autant  plus  convergentes  que  n  est  plus  grandi  La  seconde'  donne 
avec  beaucoup  de  facilité  les  logarithmes  des  nombres  consécutifs,  et  on 
peut  l'appliquer  utilement  it  la  recherche  du  module.  En  y  &isant  d'abord 
n=if  on  trouve  pour  la  la  même  valeur  que  dans  le  n"  39;  maïs 
comme  en  doublant  le  logarithme  de  a  on  a  celui  de  4j  on  peut  prendre 

ns=:A.  et  il  vient  — ^  =  -  ,  d'oii 

série  très-convergente.  Ayant  calculé,  par  son  moyen,  le  logaritlime 
népérien  du  noiid>re  5,  on  y  ajoutera  celui  du  nombre  3,  et  on  aura  le 
logarithme  népérien  de  10. 
Quant  à  la  série 

l(»  +  2)=lB+2Af  l-îr-  +5('-VY+sf^-Y+  etc.}, 

elle  est  très-propre  à  calculer  le  logarithme  d'un  nombre  qui  sort  des 
limites  des  Tables. 

En  effet  supposons  que' ces  Tables  ne  comprennent  pas  les  nombres 
au-dessus  de  loooo,  et  que  Ton  demande  le  logarithme  de  i35a83,  il 
faudra  décomposer  ce  nombre  en  deux  parties,  dont  l'une  se  trouve 
dans  les  Tables,  cequipeutse  faire  en  le  considérant  comme  i35aoo+83, 
puisque  le  logarithme  ordinaire  de  i  aSa  donne  immédiatement  celni  da 
laSaoo:  on  prendra  donc  n=ia5300,  et  z^83.  La  série  procédera 
alors  suivant  les  puissances  impaires  de  tët^  t    fraction    plus    petite 


a5o4t 

53.  L'expression  de  1  —  qui  dépend  des  puissances  impaires  de 
— ^-  est  la  source  d'un  nombre  indéfini  de  formules  propresàcalculer, 
par  des  approximations  de  plus  en  plus  rapides,  un  logarithme,  au  moyen 
de  plusieurs  de  ceux  qui  le  précèdent.  Ces,  formules  s'obtiennent,  ainsi 
qu'on  va  le  voir,  en  prenant  pour  m  et  ponr  n  des  fonctions  qui  se 
décomposent  en  acteurs. 

Soit  d'abord 
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m  — n  __        1 
m-i-n        flx»  — 1  » 

d'où  l'on  tirera 

Cette  Ibrqiiile  est  très-conveinênte  ;  car  lorsque  x  sk  iooo  ,  eUe  pnH 

cède  suivant  les  puissances  impaires  de  — • -. 

1m.  farine  à  donner  aux  fwicUoas  m  et  n  était  aâse^  facile  àdevîner, 
daas  le  •cas  iprécédent;  le  p«uU  esseatîel  «Unt  que  i'ûadéterjoiiaée  x 
n'eaine  {joint  'dans  le  nnmératear ,  afin  que  le  detkominaie^  seul  ai^ 
meole  nie  plus  en  plos  a«ec  Jesiraleurs  de  x.  Four  le  tcoisièine  degré^ 
ORsopposem 

m=:ar'  +  ;)X'4-?x  +  r,  »=:x'  -f-px* -(-  yx+,/, 

ifin  d'avoir  8eii]ementra-»'B,=  r-»/;etîl'&BdradiétermiaerIes  coeffi» 
ciensp,  tf,  retr,  de  manière  <qtie  les  qmntîtfts  m  et  n  soient  décomr- 
posables-en  fiKteors  conuneBsonables.  J/L.  Ddambre,  dans  l'Iiibvduction 
dont  il  a  eHrioM  les  Tables  tngOBométriqv»  de  fiemvla,  réduit  lesfoaor 
lions  metiMk  la  forme 

m  =  a:*  +  px  +  y,         n  =;  x'  H-/JX  —  y, 

et  soppose  en  '  cooséqaence 

m  =  (x  — <»)(x — *)  (x  T^  « -f- *)^ 
B  =  (x  4"  <*)  (-a;  H-  i)  (x  —  fl  —  i)  ,         .    . 
d*oii  il  résulte  . 

p  ^  —  (ai  +  «•  +  i')  ,       y=  a'fi  +  «S*, 

— ; — ^  '  ,L.  ;  -   •<*■  i— s&ln»— -ln  = 

m+n        ji(ar-f-px}*  » 

1  C-c— a)  -t.I(x— i)  +  l(xH-fl+i)— l(x  +  fl)  — 1  (x+i)— l(x— d— i) 
I.  7 
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équation  qui  fera  connaître  le  logarithme  du  nombre   x-j-a^^i,  aà 

moyen  de  ceux' de  cinq  notnbre*  inférieurs..  : 

On  peut  faire  diverses  hypothèses  sur  a  et  sur  b;  je  ne  m'arrêterai 
qu'à  celle  de   a  =  i  =  i,  qui  donne /ï^—:3,  ^=3,  et 

d(i-i)+l(x+=.)-al(;>H-0-l(^-a)=jk{j^+I(p;ijj)'4-etc.}, 

formule  très-simple,  qui  fait  connaître  le  logarithme  du  nombrex-f-a  j 
par  ceux  de  trois  nombres  inférieurs  .seulement.  J'ai  montré  ailleurs 
(^Compl.  des  Êlém.  d'^lgj)  son  usage  pour  obtenir  promptement  les  lo- 
garithmes des  plus  petits  nombres  premiers ,  çt  M.  Delambre  a  remar^ 
que  dans  l'Introduction  déjà  citée,  qu'on  pouvait  encore  en  tirer  un  parti 
plus  avantageux.  Cette  formule,  due  à  Borda,  est  remarquable  en  ce 
^ju'elle  a  ramené  l'attention  sur  toutes  celles  de  son  espèce ,  qu'on  sem- 
blait ignorer  tout-à-falt,  quoiqu'il  s'en  trouvât  une  fort  analogue  dans  le 
Traité  des  Fluentes  de  MuUer,  ouvrage  publié  il  y  a  plvs  de  60  années.  ' 

11  est  visible  qu'en  prenantpour  m  et  pour  ndes  fonctions  d'un  degré 
plus  élevé  que  le  troisième,  on  pourra  parvenir  à  des  formules  encors 
plus  convergentes,  et  que  le  choix  de  ces  fonctions  est  assujéti  aux  cou:' 
ditions  suivantes  : 

Trouver  deux  équations  numérii^uet  ^ui,  ne-différoai  çue  par, leur  der^ 
'nier  tenne^  aient,  Vune  et  l'atUre,  leurs  racines  commensurables  et  entières^ 
'  Tel  est  l'objet  des  recherches  de  M.  Lavernède,  citées  dans  la  Notice 
'des  travaux  de  l'Académie  du  Gard,  et  dont  M.  Gergonne,  professeur 
distingué  à  Nismes,  m'a  fait  connaître  trois  résultats  curieux,  que  j'in- 
sérerai ici  à  la  suite  de  la  formule  de  M.  Haros,  qui  se  rapporte  au  qua- 
trième degré.  Helle-ci  s'obtient  en  faisant 

m  ^  x*(x  —  5)  (x  -f-  5)  ^  X*  —  a5x', 

n  =  {^— 3)(xH-3)(x— 4Xa:+4)  =  x*—  25x'+  144? 

el  il  en  résulte 


_  l(x-3)  -  l(x-f  3)-ICa^-4)  -  1(^H-4)1  ~  ^^n->:t-a5x*-f-7a'"*=- / ' 

expression  qui  donne  le  logarithme  de  x-f-5  par  «eux  de  six  des  nombres 
précédens. 
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•  La  première  fomnle  de  M.  Lavenoède ,  quoique  du  qpabième'degré 
feulement,  est  encore  xtn  peu  plus  convergente,  et  n^, comprend  qoe. 
tîx  logaridimes  :  elle  suppose 

m  =  x'(aH-5)'  =  jr*  +  iox>  +  aSj:",  > 

«=  (ar— iXx+2)(x+5Xx+6)  =  a:*  4-  10^  -h  25*'  —  56, 


et  conduit  à 


36 


ala;+al(a:-|-5)  V_  -y  f  ■  ^^  i  ctc  V 

_-](a;_,)_l(x+3)— 1(j:+5)— l(a:-f-6)j  "        l^r^+io^+aSx^i»  ^^     J* 

d'où  l'on  déduirait  l(x-f-6)  par  ceux  de  5  des  nombres  précédens. 
La  seconde  formule  de  M.  Laveroède  dérive  des  hypothèses  suivantes  : 

m=(aH-3)  Cx+4)  (x+ïo)  (x— 7)  (x— 9)  =x*— i25a:'+5oo4je+5o4o, 
„—  (x— a)  (a;— 4)  (x— 10)  (xH-7)  (x-l-9)  -sx'— i35x'+3oo4x-- 5o4o> 
qui  donnent 

m—n  ___  5o4o 

m+n  '~~  a* —  ia5x'  +  3oo4x  ' 

'  1(.H-3)4-I(x+4)+1(^+io)+1(x--7)4-1Cj:-9)V    .u/__Jo^__y^tc  l 
__l(a>_3)_l(x— 4)— ICx— io>^l(xH-7)— l(x+9)j"~      l^-"5;c^+3oo4*^^     J  ' 

et  -le  logarithme  (x-|-io)  par  ceux  de  9  des  nombres  précédens. 

La  troisième  formule  est  du  sixième  degré  et  répond  à 

nj=x*  (x— 77)'  (x-+-7)'  =ax' — 98x*-(-a4oix» , 

»==<x—5)'(x4-5)(x--^)(xH-5)(x-^)(jc-(-8)==a:"—98xH-24oix'— 14400; 

d'où  il  suit 

iw— ^  yaoo 

la-ffl "^  î^— gSÏ*  +  a4Ôîs?— 7000  ' 

Cette  dernière  formule  est  remarqn^le  en  ce  que  le  premier  terme  de 
la  série  devient  d'une  telle  petitesse,  quand  le  nombre  x  est  un  peu 
grand  ,  qu'on  peut  n'en,  pas  t^qir  compte ,  supprimer,  ainsi  la  série ,  et 
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fyrm*T  ptr'de  eÎBoplès  adâitk»i8  et  souBtritctipDS  le  logwridilard*  4r-{-8,-pftr 

cent  (îcSdesfttoirftrésprecédens.  En  effet  la  fraction  -f    fjrt-I^^T'r^-ko   ' 

est  au-dessous  de  0,000  000  01 ,  quand  x=  100, 

et    au-dessoss  de  o/iDO  000  000  000  01,  quand  x=  1000. 

>  (Cependant  qadque  t'apide  qoe  soit  cette  approximation ,  les  calcula- 
teurs trouveraient  pent-être  pins  commode  encore ,  s'il  s'agissait  de 
former  des  Tables^  d'employer  la  méthode  des  différences  successives , 
dont  il  sera  parlé  danâ  le  tcoisième  volume  de  cet  ouvrage. 

33.  Dans  les  divers  développemens  que  j'ai  rapportés  pour  les  loga- 
ntbmes,  il  ne  s'en  est  ^ouvé  aucun  qui  procédât  suivant  les  puissances 
du  nombre  ;  et  l'on  n'a  point  d'expression  de  cette  formé  : 

1  tt  =  ^  +  5«  +  C«* -f. /?«' H- etc.  : 

la  raison  en  est  facile  h  appercevoir.  Lorsque  u=o,  lu  devient  infini 
..  , et.  négatif,  ce  à  quoi  la  série  précédente,  ni  tonte  autre  qui  ne  côntiea- 
.  -drfiit  que  des  ptnssances  .positives  de  u,  ne  saurait  se  prêter;  on  ne  peut 

pas  non  plus  faire 

■     l„=^  +  :?  +  £+°  +  etc., 

parce  qu'un  semblable  développement ,  ayant  une  valeur  finie  quand  u 
.est  infini,  ne  saui^ait  convenir  à  lu,  qui  devifent  infitti'dans  cette  cir- 
constance, n  est  cependant  possible  de  trouver  un  développement  qui 
satis&sse  à  ces  deox  coaditiom  ;  à  la  rérité,  il  dc  petjt  exprimer,  dans 
aucun  cas,  d'une  manière  conunode-,  la  valeur  de  lu;  mais  comme  il 
est  remarquable  par  sa  forme,  et  qu'il  conduit  à  des  analogies  inté- 
ressantes cotre  4^  .ioDeiions  iogarithmiques  et  circulaires,  je  ne  le  pas- 
.  ^orai  pas  9<mB  silence..       - 

On.l(.+«)  =  ilf{"-^  +  ï-|'  +  |'-etc.}, 

en  retranchant  Ja  seconde  série  de  la  première ,  on  trouvera^  h  cause 

<  de  l(n-j)=il(i4-y)  — U,  -;      ,     ,.'■!.'.-.,, 

•lO+.>_l(,+i)=l«=ï.f{(^;),pZ'i).+J(„.-i)-e.c.}. 


yGoot^lc 


nrrRODiTCTioM.  91 

54'  Qaoiqne  la nuuùàre  dontnoussommcsparvenusaudéTeloppement 
de  là  (a5)  s'oit  très-rîgoureuise ,  et  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  , 
on  Terra  petit-être  encore  avec  plaisir  comment  la  transformation  qui 
nous  a  condoit  jusqu'à  présent  au  développement  dçs  fonctions,  s'ap- 
plique  à  la  fonction  logarithmique. 

D'après  co  qui  a  été  dit  dans  l'article  précédent^  nous  devons  sup- 
poser au  développement  du  logarithme,  une  forme  qui  se  réduise  à  zéro, 
lorsque  le  nombre  auquel  il  appartient,  devient  égal  à  l'unité  :  or  tonte 
ibnctîoD  rationiieUe  et  entière  de  2—  i  satisfit  à  cette  eonditioa:  on 
pourra  donc  poser 

J z  =  J,(z -^  i)  H- -^ni^—  i)'H- ^iC=—  jy  H-  etc. 

Pour  lîmplifier  la  série,  nous  ferons  s— 1  =  0;,  d'où  z=  i  -f'-'j  *t 
par  conséquent  l(i  +  x)=^,x-f'-^,a:*-f- ^jj:*  •+- etc. 

Si  nous  supposons,  comme  à  l'ordinaire,  quex  se  çhatige  en  x-\-it^ 
3  viendra 

l(i-H:-Hi)  =  J,(x^-u)+J,(x-^y+Aj(:i>+^y  -4-  etc.  ; 
mais  en  disant  1  +  -^  =P  »  1  (i-f-'^H-")  devient  1  (p-h")  j  puis  à  cause 
de  ;»+«=;' (1 -H- 1,  on  a  l(i-f-cr-f-tt)  =  Hi -4-3j  ^I^^   et  >   par 
l'bypothèse. 


donc 


,1(,4^+„)  =  1^  +  ^.^  +^.^^  +  ^,^+  etc. 


Comparant  ensemble  les  deux  valeurs  de  IÇi'-^-X'k-u) ,  qui  doivent 
être  identiques,  quel  que  soit  u,  on  trouvera,  en.  se  bornant  de  part 
et  d'autre  aux  termes  qui  multiplient  la  première  puissance  de  cetls 
quantité , 

J,  +  aJ^  ■+■  5J3X*  -+-  etc.  =  —  î 

remettant  au  lieu  de  ;>  sa  valeur  (i +ji-),  il  viendra 

(^,  4- ay/.x -4- S^jar»  +  etc .)  (  I  +  j;)  =T -/, . 

Si  on  effectue  la  mnUiplicaUon  indiquée,  et  qu'on  détermine  séparément 
Tes  coefficiebs  de  chaque  puissance  de  Xj  on  aura 
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A,  =    'J, 

lA.  +   J,  — 

4^,  +  5Ai  =  o  1 


d'où  on  tire 


^,  —  -J 


résultats  bien  conformes  à  ceux  qu'on  s  déjà  (rouvés,  et  dans  lesquels 
il  faut  remarquer  que  le  premier  coefficient  ^j  reste  indétemiiné ,  parce 
qu'il  tient  la  place  du  module. 

Il  reste  à  prouver  que  toutes  les  équations  qu'on  tirerait  de  la  com- 
paraison des  termes  affectés  de  u*  e\  des  puissances  supérieures ,  sont 
identiques.  Pour  cela  je  reprends  l'équation 

I(i4^,>^u)=:^,(x+a)+-^,Cj:4^)'...H--rf»Ca>+-u)-+^^.(a:-4-u)"-^'+etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  coeQIcieut  de  W  dans  le  deTeloppement  du 
second  membre  de    cette  équation  sera 

et ,  d'après  la  loi  trouvée  précédenunent,  on  a 

(«H-  i)  ^,+,  -f-  nJ,  =  O  ^ 

etc.  j 


J^^,  =  _ 


n^. 


d'où  il  suit 


■■*■'  "~"  n  +  a 


U.^  =  - 


ir+3 


Substituant  ces  valeurs,  il  vient, 

série  qui  n'est  antre  chose  que  le  développement  de  //,(i  -f-  x)~"  ;  mais 
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le  coefficient  dé  u*  dans  réqnatkm 


■(■+0 


P  P^  p 


est  — ^  =  ,'  .  '  \.  c=  •«^.  (ï  H--^)"'»  re'sultat  ideatiaue  avec  le  pré- 
codent. 

35.  Nous  ponTODS  maintenant  prouver ,  comme  nous  l'aTons  annoncé 
(16),  que,  quand  même  texposant  n  serait  irrationnel  ou  imaginaire, 
les  deux  premiers  termes  de  (i  +x)"  n'en  seraient  pas  mains  i  •+-  nx. 

En  effet  supposons  (i-\~x)'  développé  dans  la  série  i+j4x-\-Bjc'-i-etc. , 
et  feisons  ,  poar  abréger  ,  j^x  •+■  Bx*  +  etc.  =  ;?jî  ,  nous  aurons 
i(i  4- oc)"  =  l(i  -+-px);  mais  l(i  +x)'  =  nl(i  H-x)  :  donc  1(i+;»j:) 
^n\{\-\-x)f  ou,  en  développant 

/«c  — i^+i^  — etc.  =nj:— —  H--^— etc.j 

et  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  x,  on  aura, 
,en  mettant  .pour  p  sa  valeur,  et  en  se  bornant  aux  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  x  ,  A-^n. 

Il  est  &cile  de  voir  que  cette  démonstration  est  tout-à-fait  indépen- 
dante de  la  nature  du  nombre  n,  et  qu'elle  ne  renferme  point  de  cercle 
vicieux ,  en  se  rappelant  que  nous  n'avons  rencontré  dans  la  rechercha 
de  t(i  +  x)  que  des  puissances  entières  du  binôme. 

56.  La  considération  des-Iimites  conduit  aussi  très-bien  aux  dévelop- 
pemens  des  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques  :  c'est  ce  que  je 
Tais  montrer  ,  en  commençant  par  les  dernières. 

La  méthode  la  plus  élémentaire  pour  calculer  les  logarithmes,,  con- 
"  siste  à  extraire  de  la  base  une  racine  d'un  degré  très-élevé,  et  qui,  tom- 
bant fort  près  de  l'unité,  forme  la  raison  d'une  progression  par  quo- 
tiens  dont  les  termes  croissent  par  des  différences  assez  petites  pour 
qu'on  puisse  y  trouver,  au  moins  d'une  manière  suffisamment  approchée, 
le  nombre  dont  on  cherche  le  logarithme.  Ce  nombre  est  alors  ex- 
primé  par  une  puissance  £ractionnaire  de  la  base,  et  l'exposant  de  cette 
puissance  est  le  logarithme  demandé.  Afin  d'appliquer  sûrement  la  for- 
mule du  binôme  à  l'extraction  de  la  racine  de  la  base,  il  &ut'supposer 
.que  cettebase  soit  peu  différente  de  l'unité,  ce'  qui  est  toujours  permis. 
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puisque  dès  qu'on  connaît  les  logaritfMAm  dans  «n  ?^tème  participer  ï 
OD  les  trouve  aisément  dans  tout  autre.  (^Êlétn.  tfj4lg.) 
Soit  donc  ï  +  ^  cette  t»s*  ;  il  viemka 

1(1-.)         lCi._,Vi._A 

(,  +  )3)-=  1+^/3  +  "'^'",     ^^-^"^^^    ^"-"^    ^/S'+elc, 

série  toujours  convergente  quand  m>i,  et  ^<i  (9).  f)n  récrivant  ainsi: 

bïi  TOÎt  que 

A  désignantla  série  comprise  entre  les  accolades,  et  dont  U  limite' cor- 
respondante à  miufîuie  (1 3)  est 

/3-f  +  f-e.c. 

Cêlk  posé,  A  on  refprésente  par  a  un  nombre  ^eloonqne,  par  ^  sou 
logarithme,  et  qae  l'on  ^sse  ..^  =  — ,  il  en  résultera  d'abord 

puis 

ï +-=«',-  =  «»"— 1,    ou    ^=a"— I, 

à  cause  que  m=-2-    on'   aura    Ûonc  ^-=x=-t («'--»  i)<;  et  -si  <m  pose 

«t=:  i+u,  6n  dév«lo[i^^t  (i-^-»}*  Bv  moyen  de  la  formule  du  bi- 
nôme. On  obtiendra  :  ^i-j-a)» —  i  = 

d'où 
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Ibis  ]4its on sapp05e  le  nombrem  grand,  plus  ndoit  l'être , puisque ^, 
qui  est  —,  demeure  le  même  tant  que  d  et  /S  ne  changent  point;  la  li- 
mite de  Faccroissement  de  n  correspond  donc  à  celle  de  l'accroissement 
de  m,  et  dans  cette  dernière' circonstance,   k  se    réduit    à    la    série 

^  —  — h  etc. ,  que,  pour  abréger,  je  remplacerai  par  k'.  Faisant  ensuite 
A  infinie ,  il  Tiendra 

Voîlà  l'expression  du  logarithme  de  a,  ou  de  i  -\~Uy  dégagée  des  nom- 
bres arbitraires  metn:  elle  ne  se  rapporte  encore  qu'au  système  dont  la 
base  est  i  -f-^ }  mais  pour  une  base  quelconque  ot ,  le  lo^^arilhme  cherché 

fera  j—  (^Élém.  ^jàlg.),  L  élaut  la  caractéristique  particulière  au  pre- 
mier, système:  on  aura  donc  dans  le  second ,  en  faisant  Fr^=^^ 

i(:,+«;=iif(»-^'+^-|'+=.c.), 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  trouvé  par  une  voie  bien  différente . 
Le  problème  inverse ,  où  il  s'agit  d'exprimer  le  nombre  par  sou  I0-. 

gariibme,  se  résont  en  renversant  l'équation  ^=7(0' —  1  )  qui  donne 

as=  fi  -{ j  .  En  développant  la  puissance  indiquée,  on  trouve 

.=  ,H.:!Jfl+»(— 0'-/+"t-')(V)»'f  +  e.c.; 
'»'  ai»*'  a     .     o        n^      '  ' 

prenant  la  limite  relative  &  l'accroissement  de  n,  c'est-à^ire  supposant 

que  les  produits  n,  «(n— i),  n(n— i)  (n^-a),  etc.  se  réduisent  chacun 

à  leur  premier  terme  n*,  n',  etc.,  et  changeant  k  en  A^,  on  aura 

«^  I  H H H 5 H S-;  -h  etc. 

^^    1    ^^    i.a  ^^  i.a.3  '    i.fl.3.4    ' 

iSûs  puisque  dans  le  système  dont  la  base  est  a ,  on  a  la  ^  ^^ ,  il 

■^ensuit  que 

w/^La.Ia,     A'^=A'L«.U  =  j^,  i  cause  qae  Jl/=j7^'i 

et  substituant  cette  valeur  de  A^^  dans  la  série  précédente,  il  vient 

— '  +  (^)+T^(B)+T:b(s)  +  ràr4(B)'+«°-.  ■ 

comme  dans  le  n'  a8. 

I.  S 
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Pour  d^lenoîner  M,  U  suffit  deïhercber  k^ombre  dont  il  exprime 
le  logarithme.  En  représentant  ce  nombre  par  e,  on  fera  a^e, 
la=^le:^My  et  l'on  aura 

de  même  que  dans  le  n"  33. 

Enfini  on  passera  dn  développement  de  a  à  celui  de  a*,  en  substi* 
tuant  à  lu,  le  logarithme  de  a',  qui  est  xla;  et  il  en  re'sultera,  ainsi 
que  dans  le  n*  3a, 

«^=  ' +r^T  +  (n)  773+ (n)  Txs  +  **^- (*> 

iMTctoppcneot      57.  La  Trigonranétrie  a  &it  connaître  nn  genre  de  fonctions  non 
dei foDctiau    u,(,in5  utilcs  quc  Celles  dont  nous  Tenons  de  nous  occuper;    ce  sont 

{*)  Il  n'est  peDt-étre  pai  inntfle  ,  dans  un  Traité  de  1*  nature  de  celui-ci, 
d'expliquer  ce  qu'entendait  Cdtes,  en  déugnant  lu  logarillimes  comme  la  mesure 
des  raisons  ou  des  rapports ,  dénomination  qu'on  rencontre  encore  quelquefois  dan* 
les  ouvrages  anglais.  Elle  est  tirée  d'un  usage  des  GéomètrËs  anciens  ,  qui  nom- 
ntaÎMt  rt^port  douilé ,  rapport  triplé,  etc.  le  produit  d'un  rapport  multiplié  nn« 
fois,  deux  fois,  etc.  ,  par  kù-même  ,  et  mesuraient  ainsi  par  re:^sant  du  rapport 
B^imple  ,  ce  genre  de  rapports  compotes.  Ot  ,  eu  obserrant  qu'un  nombre  quel- 
conque n'est  antre  chose  que  le  rapport  de  U  quantité  qu'il   exprime ,  comparée  à 

l'unité,  l'équation  0  =  ^1  -| —  J    décompose  le  nombre  a,  ou  le  rapport-,  en  un 

■ombre  n  de  ra{iports.. .    Poiu    nn  antre  nombre    d  ,    on  aurait  de  mtme 

I  +— )    >  ^  npport  —  servit  exprimé  par  {1  if-Tr)       ,  «t  cpsiparé  .par 


bA.jT  ttjt!~^,àk- 


A^^,     -^  =  ^.     A^-Ae=^: 
ce*  logaritlimes  sont  donc  proportionnels  aux  nombres  n,  n',  n'-^h,  qui  expriment 
les  degrés  re^ectlià  deanltipUcité  des  rapports  -,  — ,■  — . 
Eij  prenant  pour  exemple  les  logarithmes  ordinaires  des  oombrei  a  ^rt  3,,  on  tooiiTC 
n  3oio3oo        »' 477'^'^  . 
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les  siiras  et  les  cosmos  des  arcs  de  cercle.  Je  vais  montrer  qu'on  pent 
non-seulement  les  déreloppet  en  série,  mais  encore  trouver  leurs  pro- 
priétés les  plus  remarquables ,  en  partant  des  formules  données  dans 
presque  tous  les  livres  élémentaires,  pour  calculer  les  sinus  et  les  cosîaoa 
de  la  somme  et  delà  différence  de  deux  arcs. 

Je  commence  par  la  recherche  de  cosj;,  et  je  suppose  que  x  se 
change  en  x-^-u,  et  en  jc— u;  les  fcHrmules  citées  donnent  dans  cei 
deux  cas, 

cos(x-f-w)  =  cosarcosM  —  si&xsiau  (*) 
cos(x  — u)  =  cosxcosu  H-  sioxsiau. 
Si  oli  ajoute  ces  deux  équations ,  il  viendra 

cos(a:  +  ii)  +  c08(j:— »)  =  acosarcosa. 
Soit  maintenant 

cos  X  =  ^.  +-^.x  -t-  Â^x*  +  Â^  -\-A^3^  +  etc. , 
on  aura 

cos  u        =^,-f-^,  «        +^,u'         +^3u'         4-^4«*         +ete. 

cos(jp4wi)==i^.4-^X-3H-«)+-^.(-H^)'4--^3(-r4-a)'4--^4(ic4^)*H-etc. 

co8(jc — «)==;^o'+'-^.(a>— «)-l--('.(x — u)'-4--^»(x— tt)'-f-^,(x— tt)^+etc. 
En  substituant  ces  séries  dans  Téquation 

cos  (x-hw)  +  cos(x— «)  =  acosxcosuj 
tous  les  termes  affectés  des  pidssances  impaires  de  u  di^iaraltrdnt  dans 

d'où  il  snit 

1  •        a      5 

Cest  au  rapport  (loy*"»»"»"  que  sont  comparés  1«9  rapport*  composés  -  et  -.   Us  nt 

•ont  encore  mesurés  qo*  par  approximation;  car,  quelque  peu  différeut  de  l'umtH 
que  aoit  le  uombra  (10)""°'"°°,  il  y  a  toujours^ an  interralle  entre  chacune  de  set 
diverses  puissances  ;  mais  cet  ioterralla  diminue  sans  cesse  à  mesure-qu'on  augmente 
le  degré  de  la  racine  extraite  de  la  basa ,  ou  le  nombre  tr  ;  et  par  conséquent  la  li- 
mite de  l'équation  générale  0=1(1  H — )    eouyient  ngonrensement  au  système  de 

logarithmes  caractérisé  par  le  nonifare  V-  L'inverse  tïi  ou  ^t  est  appelé  par  Cdtei 
latfuûon  modulaire. 

(*)  Dana  tout  oe  qui  Ta  sniTre  je  suppose  )e  rayon  égal  à  l'unité  :  si  on  voulait  lui 
donner  une  autre  valeur,  il  snBir^t  d'introduire  ^  lettre  qui  Je  représente,  de  ma- 
nière à  rendre  homogènes  les  formules  trouvées  dans  la  première  hypothèse. 
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le  développement  du  premier  membre;  il  est  donc  inutile  de  les  taâit 
-entrer  dans  le  second,  et  par  conséquent  on  peut,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité des  suppositions,  faire  ^,,  A^y  Aty  etc.  égaux  à  zéro,  ce  qui  ré- 
duira l'expression  de  cos  x  à  ne  contenir  que  des  puissances  patres  de  x. 
Il  suit  de  là  que  cosx  ne  change  point  lorsqu'on  écrit  — x  au  lieu  de  x; 
or  c'est  ce  qu'il  est  &cile  de  voir  à  priori,  i  *.  par  les  équations  d'où  nous 
sommes  partis,  dans  lesquelles  cosu  reste  le  même,  quoique  l'arc  u  soit 
positif  dans  la  première  et  négatif  dans  la  seconde;  a",  en  observant 
que  le  cosinus  d'un  arc  ne  change  point,  soit  qu'on  prenne  cet  arc  au- 
dessus  ou  au-dessous  du  diamètre. 

(  cos  X        ^=-Â^-^A^        •^A^3[^        H-^ix'         H-ctc. 
Nous  aurons  j  cos  u        ^=A„'^A^u*         -^A^         •\-Atif         ^-etc. 

donc         icos(x4-«)=:^,-l-^,(a:-Hi)'-h^/x+«)*+^6(x-t-u)*-Htc. 
'  cos(x — u)=A^-^AJx — u)*-(-^^(x— «)'-f--^6(x — u)'-4-etc. 
et  l'équation  cos(x4-u)  +  cos(x'-u)  :=  3cosx  cosu  donnera,  en  di- 
visant ses  deux  membres  par  3  , 

^, -H-^,x»H-  A^x^    H-    Atx*     +...-f-     A^'  +etc.J 

4-  A^u*  -\-6A^u*x*~\~\5A(.u^oc^  -f. .  .-J-"^"^'^  ^.u'x— *+etc.( 

+    A^    •+-t5AtU^x*  -f...... -f-ctc.j 

-h    Agu'      +....; H-etc.) 

'ÇA.'-i-A,A^~\-A^iX*  '{-A^tx'     +...+ A^^    -Htc. 

\      -f-^^X-t-^,^.u'x*+^^4«»j:*  +. .  .+...jrf^^._v**-ï*~'4-eic. 

~\  •\-A^^ul'    -^A^A^u^x* -^ H-etc. 

(  -{-AtA^u*     + -hetc. 

En  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x  et  de  u,' 
on  aura  d'abord  At  -ss^A*  ou  ^e=  i  ,  valenr  qui  rend  la  première  ligne 
du  premier  membre,  identique  avec  celle  du  second;  passant  ensuite  aux 
secondes  lignes,  on  trouve 

A,         —A,  \  (  A,  =  A^ 

&Ai      s=  A^^  \  \  ^%=  1:^ 

i5^6     =  A^A^  \  ^^^  a  suit  /  •^''—  3.4.5.6. 


—^^A^^A^A^,  I  \  A,-  ^-^ç^ 
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'  Toos  les  coefficiens  sont  déterminés  à  l'exception  de  ^t,  et  l«s  équations 
qui  résulteraient  delà  comparaison  des  autres  lignes  sont  satîsÊûtes  par  les 
râleurs  précédentes.  En  eÛet  on  peut  donner  àrexpressiou  du  coefficient^.' 

la  forme  suivante  :    Â^^  ■ 


■  B.3.. 

son  dénominateur  par  a  j  et  il  sera  âcile  d'en  déduire 


-rf»rf.  : 


■  a.S...mXa.3...i 


Mais  le  produit  i^x"  disant  partie,  dans  le  premier  membre,  du  déve- 
loppement de  (a: +  !*)'"■*■■,  a  pour  coefficient 

(m+n)  Cm+n-Cj Çm+i)     .  _ 

l      ; .._  ^       -^-t-j 

Ou  bien  y  en  mettant  pour  ^.4.,  sa  valeur,  et  en  efiàçant  les  Ëictenrs 
communs  au  numérateur  et  au  dénominateur  , 


l.3.3.niXi.fl.3...»' 

or  ce  résultat  est  précisément  la  valeur  que  nous  avens  tronvée  pins  liant 
pour  At^Ki  coefficient  de  Ws^  dans  le  second  membre. 
U  est  donc  rigoureusement  prouvé  .que 

58.  Nous  trouverons  é'une  manière  semblable  l'expression  du  simis  ; 
car  eu  retrattcbant  l'une  de  l'autre  les  équations  . 

fcos(a:  +  a)  ^,cosj:cos«. —  sinorsinu 
lcos(x  —  u)  =  cosxcosu  +  sinx  siau, 

aOQS    aurons    c08-(x-H*)  —  C€»s(x — a)s=  — asina;  siiiu. 

Si  on  met  au  lieu  de  cos(a:4-u)  et  de  cos(x — u)  les  valeurs  déduites  . 
de  Farlicle  précédent,  on  verra  que  tous  les  termes  affectés  des  pois' 
sauces  paires  de  u  se  détruisent  mutuellement.  Il  suit  de  là  qu'elles  ne 
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doivent  pas  entrer  dans  l'expression  au.  sinus  ;  et  on  le  voit  bien  d'ail- 
leurs ,  puisqu'il  change  de  signe  sans  changer  de  valetv^  lorsqu'on  prend 
le  même  arc  négatÎTement ,  c'est-à-dire  d'un  autre  c6te  du  diamètre  j 
propriété  qui  ne  saurait  convenir  qu'anx  puissances  impaires. 

Oo  supposera  donc  sîna:  =  ,P,x^-£,jc'  +  55x*-f-jB,x'  +  etc. 
sinu  =  B,u  H-  B^"  -f-  B^iâ  4-  J?^'  4-  etc.  ; 

à  l'aide  de  ces  valeurs  et  des  réductions  qui  s'ofiriront  naturellement, 
l'équation  cos(a-|-u)  — co»(jr— «)  =—  asiaxsinu  deviendra 

a^,«x-f-  4^^ux^-+^  GJeua^  -f-. .  .-f-        n^,itr^'-helc.) 

4-  4^4a*aH-30^6«*x*-h-  •  '. +etc.> 

-j~  QJziix  4- +etc.  ) 

f  B,B,uôD^B^B^u3[^-\-S,BiU3^  4-. .  .4-5,i?^,«jr-'  4-elc. 

=:  —  <  4-J?jj5,«'j>h5î5,«'x*4-. .  .4-^î5.-j«'a:^'4-etc. 

(  4-5sBiW*-«  +-  - +etc. 

La  première  ligne  du  premier  membre  ^  comparée  terme  à  terme 
avec  celle  du  second ,  donne 

B,B,      =  —  a^.  \     ■  /  5.      =  —  ^'     • 

•    ^.Jî,     =  -  4^4  /  \b,      =~é^ 

B,Bt     =  —  6^,  }  «^  P"'  conse'qaent  /  ^^      =  —  ^' 

B,B^,  ==  —  n^,  )  (  Bi.^  =:  —  ^'. 

Les  autres  lignes  lie  fournissent  plus  que  des  équations  identiques  ; 
car  le  produit  iTo:*  aura  pour  coefficient  dans  le  premier  membre , 

•d'après  Tarticle  précédent,  ^  j'g    'mxr3"5""  "*  **  ^  "*"  multiplié 

dans  le  second  meitabre  par  —  5.5,  =  —  fi»+')<"+iM.M-^>i...  ^„  ^^^_ 

tant  pour  ^„^, ,  J„^i  et  B,  leur  valeur  ,  et  eu  efikçant  les  fac- 
teurs communs  au  numérsteor  et  au  dénominateur ,  on  trouve  encore 
comme  pins  haut. 


%»■ 


3...mXi.a.S.. 
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Nom  Mirons  doBC  nnare=—î^—^—^— etc.,  le  coeÔH 
cient  S,  étant  de'tennîn^  par  l'éqaation  B,B^-\-3j4,=  o. 

Si  on  met  au  lien  de  ^^j  ^t,  j4t,  etc.,  leurs Talenra  en.  À^^  tirées 
de  l'article  précédent ,  on  trouvera 

•mx—    ^^    —1,3.3. a,  "~  i.a.3.4.5.J."*i.a.3.4.5.6.7.5^        ™*,  ' 
«t  en  substitoaut  pour  J^  sa  yalenr  ——^,  il  viendra,  après  les  rédnctioDS» 


sida:: 


59.  Nous  Tmci  donc  arréte's,^  comme  dans  le  cas  des  fonctions  ex- 
ponentielles ,  par  la  détermination  du  premier  coefficient  ;  car  B,  étant 
connu,  il  donnera  la  Ttleur  de  ^,  et  réciproquement.  De  pins,  à  on 
exainiae  la  série  trouTée  pour  cosx,  on  .verra  «ju'elle  surpasse  Je  rayon  ^ 
ce  qui  ne  saurait  avoirjieu  dans  le  cerqle;  on  est  donc  porté  à  croire  que 
.^1  doit  être  oue  quantité  négative,'et  cela  avec  d'autant  plus  de  raison  qui» 
la  valeur  de  B,  tirée  de  l'éqaation  B^*  -H  ^^t  =^  o,  sera  imaginaire  tant 
que  Jt  sera  positif.  Ces  difficnltés  vont  être  éclaircîes  par  la  détermi- 
nation de  B^;  et  nous  aurons  occasion  de  montrer  dans  la  suite  qu'elles 
tiennent  à  ce  que  les  équations  dont  nous  avons  "feit  usa^^e  pour  déduire 
les  développemens  de  cos  x  et  sin  x ,  expriment  des  propriétés  communes 
ao-cercle  et  à  l'hyperbole. 

Archimède  a  démontré  le  premier  que  la  circonférence  d'un  cercle 
est  plus  petite  que  le  contour  du  polygone  circonscrit ,  et  plus  grande 
que  celui  du  polygone  inscrit  d'un  pareil  nombre  de  côtés;  il  suit  de  là 
qu'un  arc  de  Cercle  est  toujours  pins  petit  que  sa  tangente  trigonomé* 
trique  f  et  plus  grand  que  son  sinus  ;  mais  op  sait  que 

sin  X  Aax 

tanffJC;^ =    .  : 

s  coax       |/i_siiij»' 

t/T  —  îin  j:» 

sin  .r  ■<  X. 

Pour  dégager  sin^r  dans  la  première  des  inégalités  posées  ci-dessns, 
om  -mult^Uen  Us  d«ux  membres  par  V*  —  sin  «•  ;    il    viendra 
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sin  j-  >  *  \^i  —  siïTaf ,  et  en  élfrant  au  quarré ,  «in j:'  >■  .r*(  i  —  sin,* *)  ; 
ajoutant  de  part  et  d'autre  x*  s'mjc*,  on  aara  (i  +  j:*)  sinar' >..r' ; 
divisant  par  i  -{-.r*,  et  extrayant  la  racine  quarre'e  de  cliaque  ittembre, 
il  en  résultera  6in:c>     ,       '.   . 

Si  on  développe  --;■  — -r^  par  le  moyen  de  la  formule  du  binôme,  on 

aura  x(i  —  ^«'  +  ^x*  —  ^-^-^7  ^'  +  etc.  J  ;  il  Êmdra  donc,  d'après 
ce  qui  pre'cède,  qu'en  retranchant  cette  série  de  la  valeur  de  sino;, 
le  résultat 

-  {(^.-I^+~k^-e'c.)-(.-i.-+i-^  ^-e.c.)} , 

soit  une  quantité  positive.  Mais  il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a  sin  !r  •<  x,  que  la 
différence  x  |i— (^,---£^ -f-^-^i^  — etc.)},  doit  être  posi- 
tive; or  ces  deux  conditions  ne  sauraient  être  remplies  dans  tous  les 
cas,  à  moins  qu'on  n'ait  J9,=  i.  En  effet,  on  peut  toujours  donner 
h  X  une  valeur  assez  petite   pour  que  le  premier   terme   de  chacune 

1  I  3  • 

des  séries   i  — -x'-+-^a:^— etc. , 


5iV 
— 3-74:1 -«»'^-' 


surpasse  la  somme  de  tous  les  autres,etque  cette  somme  devienne  moindre 
qn'nne  quantité  donnée,  quelque  petite  qu'elle  soit,  puisque  le  rapport  des 
termes  consécutife  est  toujours  décroissant  (9)  :  on  pourra  donc  représenter 
la  première  série  par  1 — <f,  et  la  seconde  par  B,  — <f',  J*  et  J*  étant  des 
4]uaatitâ}  aussi  petites  qu'on  voudra  ;  et  en.  vertu  des  casditions  énon- 
cées ci-dessus,  il  &adra  que  les  valeurs  de  '3»  Xi"  î  soient  toutes 
deux  positives.  Maintenant  supposons  qu'on  ait  J?,=:  1+^,  les  expres- 
sions précédentes  deviendront  _  j  i  jT'  j  ;  mais  /  et  /'  peuvent  tou- 
.  jours  être  moindres  que  d  :  c'jest  donc  alors  da  signe  de  cette  quantité 
que  dépend  celui  des  difiërences  que  nous  considérons ,  et  par  consé- 
quent la  première  étant  positive ,  la  seconde  sera  négative,  ce  qui  ne 
«'accorde  pas  avec  l'état  de  la  questitm. 
^B,  ne  Murait  non  j^us  être  au^leisotis  de.  l'on^;  car.  si  on. avait 


yGoot^lc 


irrruooncrroTT.  es 

9,  =  i  -^dy  d  deviendrait  négatif  dans  la  prenùère  fonnnle  j  positif 
dans  la  seconde^  et  en  rîùsoniiant  sur  l'hypothèse  actuelle  comme  sur  la 
précédente,  on  trouverait  encore  deux  résultats  de  signes  différens;  or 
comme  cette  circonstance  ne  peut  pas  avoir  lieu,  il  faut  eu  conclure 
que  B,  ne  peut  être  ni  plus  grand  ni  moindre  que  i ,  et  que  par  consé- 
quent B,  =  i, 

Puisqu'on  a^,^i,on  trouvera,  en  vertu  de  l'équation  £,£t4~^i=o , 
^.  =  — -,  d'où 


..a. 3.4  ..2.3.4.5.6    ^  ""-■ 

ï  "^  l'a. 3. 4. 5  ~"  1. a. 3. 4.5.6.7  +  ^^' 

Telles  sont  les  expresnons  du  sinus  et  du  cosinus,  développées  suivant 
les  puissances  de  Tare;  je  montrerai  plus  loin  conuneut  on  en  peut  tirer 
la  valeur  de  l'arc  lui-même. 

4o.  Les  considérations  qui  .nous  ont  servi  à  déterminer  B,  ne  sont 
pas  particulières  aux  expressions  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
l'article  précédent  ;  on  en  peut  déduire  un  principe  général,  très-remar- 
quable par  ses  applications  à  la  théorie  des  courbes  et  ii  la  mécanique- 

Voici  l'énoncé  de  ce  principe  : 

Soient  trois  expressions  A  '+  Bx  +  Cx*  +  Di'  -H  etc. 
A'rH  B'x-(-  C'x'  4-  D'x'-h  etc. 
A'+  B'x-h  CV+  I/x^-^  etc. 

telles  que  les  vmleurs  de  la  seconde  se  trouvent  toujours  comprises  entre 
celles  de  Ut  première  et  de  la  troisième  :  si  ces  deux  dernières  expressions 
ont  le  même  premier  terme,  il  sera  nécessairement  égal  à  celui  de  la  s»* 
conde  ;  c'est-à-dire  qu^ajrant  A^A'j  on  en  pourra  conclure  A::=:A'. 

Pour  le  prouver ,  supposons  qu'on  ait  assigné  à'  x  une  valeur 
propre  à  rendre  d'une  petitesse  donnée,  la  somme  de  tous  les  termes 
qui  suivent  le  premier  de    chacune   des    séries  proposées ,    et  que 

dans   cet  éUtt  on  les  représente    par  jf  -^  ^{>  ^   ^^  retranche  là 
yf-hJ-S 

première  de  k  seconde ,  et  celle-ci  de  la  troisième  f  on  aora 

■■  9 
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^«  __  ^  j_  T»       ti\t  résultats  qui,  en  vertu  de  renonce  de  la  pWH 

|>ositioD,  doivent  être  positifs  l'un  et  l'autre.  Mais  si  oa  pose  j^^ssA^ 

.       ,  ■     ,  .  -^  s=  ^  +  (i  1 

et  qu  OQ.  fasse  successivement   y  .  .  ? ,  on  prouvera ,  comme 

pre'cédemment,  que  tant  que  d  ne  sera  pas  nul,  les  valears  des  fonnnlct 
i  ci-dessas  seront  de  signe  différent  :  il  iàudradonc  qu'on  ail  ^'=^.' 

I  Les  notions  que  nous  avons  données  des  limites  (  ii    et  i4)  rendent 

encore  celte  proposition  bitn  évidente  et  en  abrègent  un  peu  la  démons- 
tration ;  C9r  si  on  prend  le  rapport  entre  la  première  série  et  la  troisième, 

on  trouvera  ^t  ff J"  £"' t  g^  t-^^,  fraction  dont  la  limite  est  4 
-4'+  B"x-i-  Ca^  +  D'x'  +  etc.  *  A' 

et  devient  i ,  si  A's^A'.  M^îs  puisque  la  seconde  série  est  toujours  com- 
prise entre  celles-ci,  qui  tendent  sans  cesse  vers  l'égalité,  lorsque 
■^  =  w4',  et  que  x  va  en  décroissant,  elle  doit  pouvoir  s'approcher  in- 
définiment de  Tune  et  de  l'autre,  ainsi  que  de  leur  limite  commune. 
11  suit  de  là  que  les  rapports  de  ces  trois  s.érie8,  comparées  deux  à  deux, 
doivent  tendre  sans  cesse  vers  l'unité  ;  or  en  divisant  la  seconde  par  la 
première,  on  a 

^+  J'j  +  Cj^  -H  Dx^  +  etc. 

><  -f-  ^Jf  +  Cx*  -f-DjH  -f.  etc.* 

dont  la  limite  est  -j  :  donc  -7  =  i ,  ou  A'^^J* 
BdMioni  d«*     ^i.  Les  fonctions  circulaires  ont  avec  les  fonctions  exponentielles  et 

lonciioiu   circu-  i  -.r       •  j  ,      .  ,       .  .    i  .    •    * 

iair««cU.fonc-^ogantnmiques,  des  relations  purement  analytiques,  a  la  vente,  mai» 

tîenL  "a'T^r  '^'*"**"*  P^"^  intéressantes  qu'on  en  déduit  avec  beaucoup  de  fiicilité  le» 

liOmiqDCi.       propriétés  les  plus  curieuses  et  lee  plus  utiles  des  sinuft  et  des  cosinus. 

Ces  relations  se  présentent  pour  ainsi  dire  d'elles-mêmes,  <piaad  on 

Mpproche  1^  srânes  qui  expriment  «'»  %iax  et  cosj:. 

En  ^fet,  »i  l'on  place  ces  dével6ppem«ns  comme  it  suit: 


0111  u.  ==         -  -^ _j _ — _  — eic.  T 

»  i.a.3  ^^1.3.3.4.5  ) 

on  verra  que  tous  les  termes  compris  dans  les  deux  derniers  tétaàs , 
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sorties  m£m«£,  ans  «îgnes  près,  que  ceux  qui  leur  correspondent  dans 
le  premier;  mais  si  On  substitue  dans  celui-ci  x  V^— i  an  lieu  Aa  x, 

(x  V — i)*  =  —  X* 
\  Qx  V — l)^  =  —  x'  \/— ï 
aura ,  à  cause  ^  <  (x  \/ — i^*  =  4-0;* 

etc. 

*^    —  ^^     ï — ri — rx3^^i.a.j:4^i-9.3.4.5    ®**^-' 

et  en  séparant,  dans  le  second  membre,  les  termes  réels,  des  termes 
imaginaires,  cette  équation  deviendra 


rïT^-'"^- 


+(f-r: 


i. a. 5.4. 5 


—  etc.  [  v-^  I  1 


où  Von  retrouve  Içs  développemens  de  cos  x  et  de  sinx  :  il  en  ré- 
sulte donc  _ 

ff**'^=±  cosj;  ^"V-*-!  sin*. 

Oti  poamât   également    substituer   — «x  V^— i  au  lien  de  x,  dans 
*■;  Cela  reviendrait  à  cbang^  ci-dessus  le  signe  de  V"**'  *  «t  donnerait 

e"*''-^  :^  cosx  —  V  —  ï  sinx. 
Si  maintenant  on  ajoute  les  deux  dernières  équations,  on  obtiendra  - 

if'^r^-fkâ"^'''^  sas  acosa:,  ■  d'oîi    cosxs — — ■  >-~—-  ■ 

«t  eu  rcttwichânt  k  seconds  de  la  première,  il  viendra 


tl  serait  facile  de  trouver  les  expressions  analogues  des  autres  lignés 
trigonométriques.  On  aurait  celle  de  tang  x,  par  exemple,  en  substî" 

tuant  «u  lieu  d«  einx  et  cosa:,  leur  valeur  dans  l'équaticHi  tangxos— ^; 
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a  Tiendrait  alort  Unsarss— ;L=  f -  .^  ~~-z>=^]  t  ou  bien;  en  multi- 
pliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  da  «econd  lAembre  par  e**-^, 

43.  La  manière  dont  nons  venons  de  parrenir  aux  expressions  db 
sinus  et  du  cosinus,  en  exponentielles  imaginaires,  réunit  à  la  simpli- 
cité, rayaplBge  de  montrer  le  Trai  «ens  de  ces  formules;  elle  prouve 
que  ce  ne  sont  que  des  symboles  purement  algébriques,  par  lesquels 
on  exprime  en  abrégé  une  suite  d'opérations,  ou  un  développement  à 
effectuer ,  pour  parvenir  à  celui  du  sinus  ou  du  cosinus  ,  et  non  pas 
une  vraie  valeur,  puisque  les  termes  e'*''^  et  «"■'"^^  ne  sont  que  de» 
expressions  analogiques  formées  sur  le  modèle  de  e*  et  de  e"",  par  la 
substitution  de  x  ^/ — i  k  a;,  et  qui ,  n'ayant  par  elles-mêmes  aucune  va- 
leur,- ne  peuvent  être  conçues  et  traduites  que  par  leur  développement. 

Ce  qu'on  vient  de  lire  renferme,  ce  me  semble,  la  seule  définition  qn^n 
en  puisse  donner:  on  voit  par  là  ce  cpi'on  doit  entendre  des  puissances 
dont  l'exposant  est  imaginaire.  Il  n'est  pas  possible  de  les  interpréter  ^ 
soit  par  des  multiplications  successives,  comme  les*  puissances  entières, 
soit  par  une  cond>inai$ott  de  multiplications  ,  d'extractions  de  racines, 
ou  de  divisions,  comme  les  puissances  fractionnaires  et  négatives  j  mais 
-seulement  comme  ce  que  devient  le  développement  général  de  (i+x)*f 
lorsqu'on  y  écrit,  au  lieu  de  m  ,  un  symbole  ima^naire.  Cette  généra- 
tion conserve  encore  à  la  fonction  proposée  sa  propriété  fondamen- 
tale, savoir,  que 

(I  -\-Jc)'  (I  4-x)-  =  (i  +  x)-+-, 

puisque  cette  propriété  a  lieu  dans  le  développement,  quels  que  soient 
les  symboles  m  et  n,  dès  que  l'on  prend  A^m,  dans  le  n*  16.  En  con- 
sidérant les  choses  sous  ce  polnl-de-vue,  le  seul  qui  soit  susceptible  de 
quelqn'évidence ,  on  voit  que  l'on  pourrait  se  dispenser  de  démontrer  ck 
particulier  que  la  loi  du  coeflicient  du  second  terme'  du  binôme  a  liea 
dansle  cas  oùTecposantest  imaginaire, puisque  cen'est  plus  alors  qu'une 
vérité  de  définition.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  exposans  ïtta.^ 
tionnels  ou  transcendaus  ;  mais  outre  la  démonstration  dn  n°  55,  appro- 
priée  à  ces  cas-,  on  peut  toujours  concevoir  l'exposant  remplacé  par  un 
nombre  fractionnaire  qui  en  différera  aussi  peu  que  l'on  voudra,  et 
par  ce  moyen  la  démonstration  du  a*  16  subsiste  dans  son  entier. 
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45,  Rereiums  maintenaiit  aux  équations 

e'*''-^=  cosj  +  V — I  sino! 
e— *'^  sr;  cosar  —  V — t  sina:. 
Ed  prenant  les  logarithmes  de  cbagiie  membre ,  on  trouvera 

X  V* — '^  =  ï  (cos  X  -|-  .V —  I  sinj-)  , 
^  jc  V—  ï  ^  r  C*^08  j;  —  V  — ^  ï  sin  ju)  ; 
•i  de  la  première  de  celles-ci,  on  retranche  la  seconde,  on  aura 
aïiV'— 1  =I(co8x-f-\/— I  BÎnx)  — l(cosj:  —  \/ — 1  sinx) 

'coe*  —  V'— »■  ûo  :c  1  . 

divisant  le  numératenr  et  le  dénominateur  de  cette  fraction  par   cos  x, 
et  mettant  pour  ,  sa  valeur  tangx,  il  viendra  ,    • 

Faisons  maintenant  y/—i  tangx=u,  nons  aurons,  en  vertu  de  la  se'iie 
trouvée  pour  1  (  -^- j  (29) ,  • 

ax  V—  1  —  :r{«+  34-5-  +  etc.}, 
on  en  remettant  pour  u  sa  valeur, 

i.xv'^^s':!  {  V=Ttangx^i<Hij2Si+,'^î=^ -etc.  } 
En  supprimant  le  acteur  commun  3  V — *»  on  obtient 

iên%  très-remarqnable ,  tant  par  la  simplicité  de  sa  loi,  que  par  )a  na- 
^re  de  la  relation  qu'elle  renferme,  puisqu'elle'  est  le  développement 
d'un  arc  de  cercle  ,  au  moyen  de  sa  tangente. 
Représentons  tang  x  par  f ,  et  nous  aurons    - 

x=«— y4-5— rr-f-etc- 
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Si  09  prend  pour  x  l'arc  de  45*,  dans  la  dirision  de  la  circonférence 
en  36o,  sa  tangente  étant  e'gale  au  rayon  ou  à  l'unité',  on  trouvera 

arcde45"=i  — 14-^— i  +  etc. 

Cette  série  n'est  pas  très-convergente  :  on  en  obtient  une  qui  l'est  da- 
vantage, lorsqu'on  descend  À  l'arc  de  Sp"  dont  le  sinus  est-j  et  par  con- 
sécpient  la  tangente  :=-^.  Substituant  cette  valeur  au  lieu  de  «,  ou 
trouvera  ■ 

arc  de  3û- =  J^f.  -  jL  + 5ij,_^  +  _L,  _  etc.}V     . 

et  connaissant  la  longueur  de  l'arc-de  So",  on  aura  celle  de  la  circonfe'-^ 
renée,  en  multipliant  la  première  par  1 3. C'est  par  U  série  précédente  que 
■  Lagny  a  calculé  le  rapport  de  la  circonférence  au  dianaètre,  avec  137 
décimales  j  et  il  a  trouvé  que  le.  diamètre  étant  =  l ,  la  circonférence 
était  exprimée*  par  5,i4i5g -26535  8979?  35846  26433  83279  5o388 
4197»  ^599  SySio  58209  7^944  59230  78164  o6â86  20899  86280 
34835  5431 I    70679  82148  o865i    32835  06647   09384  46. 

Ce  rapport,  qui  a  paru  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  année  1719,  renfermait  une  faute  d'impression 
à  la  iiS^'^décimale,  que  j'ai-  corrigée, ici-  d'après  l'indication  'donnée 
pgr  M.  Véga. 

44-  ^  ^**''  pos^ble  de  fprmer  des  séries  plus  convergentes  encore  que 
celle  qui  exprime  l'arc  de  30°,  en  em^oyant  des  arcs  plus  petits,  doi^t  la 
tangente  fût  donnée  exactement  .par  le  calcul,  celle  de  l'arc  de  iS",  par 
exemple  ;  mais  on  tombait  alors  sur  des  nombres  irrationnels  de  plus  en 
plus  compliqués  :  on  en  revint  donc  à  l'arc  de  4^';  mais  au  lieu  de  le 
calciner  en  une  seule  ibis,  an  imagina  de  le  décomposer  en  plusieurs 
parties  ^  dont  les  tangentes  tinssent  des  nombres  rationnels. 

Parmi  plusieurs  déterminations  de  ce  genre,  on  remarque  d'^^ord 
celle  d'Euler ,  qui  a  trouvé  que  l'arc  de  45°  est  égal  k  la  somme  de  deux 
ancs  dont  les  tangentes  respectives  sont  -j  et  |.  Cette  conclusion  peut 
se  VériÛLT  en  faisant  tang^^j,  tang.ff  =  |,  dans  la  formule  connue 
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qnidoniie  alors  tang(-<^-f'-^  =  i,  d'où  -rf-i-^=45*iet  «omme  oaa 

■^  =  »  -  r?  ^  57?  -  fi; + "'^• 

OQ  en  conclut 

formole  très-aîsee  à  mettre  e'n  nombres. 

Araat  qn'Euter  cûl  publié  les  séries  précédentes,  le  géomètre  anglais. 
Machin,  avait  eu  une  idée  semblable  ,  et  était  parvenu  dès  1706,  à  une 
valeur  beaucoup  pkis  convergente  «de  l'arc  de  45°,  mais  qni  estresWe 
lon£-temp6  dans  l'oubli,  qaoicpie  l'auteur  fut  connu  pour  avoir  calculé 
avec  Qent  ctiflres  décimaux,  le  rapport  de  la  circonférenee  au  diamètre, 
que  Leudolphe  Van  Ceulen  n'avait  encore,  pousse  que  jusqu'à  35.  Le 
procédé  de  Machin  consiste  à  prendre  une  fraction  assez  petite  pour  la 
tangente  dfun  premier  arc,  et  à  répéter  cet  arc  autant  de  fois  qu'il  est 
ne'cessaire  pour  obtenir  celui  de  ses  multiples  qui  approche  le  plus  de 
l'arc  de  4^',  puis  à  calculer  hi  fangopte  de  la  différence  de  ces  àeax 
derniers  arcs ,  tangente  qui '^'est  «ussi  ^'unc  petite  fraction,,  et  dont 
par' conséquent  on  obtient  l'arc  par  noe  série  très-convei^nte.  On  sent 
que  ce  moyen  peut  conduire  à  plusieurs  rétiuttats,  aussi  ne  m'arp^teraî-^e 
que  snr  celui  qui  réimit  le  plus  de  sim{^cité  et  de  convergence.  (On 
peut  trouver  les  antres  dans  le  troisième  volume  des  Scriptores  loga~ 
n>Asu!c«,  publiés  par  M.  Haseres,  et  dans  le  denxiévie  volume  du  Dôve- 
loppemeai  de  la  partie  élémentaire  des  Mathématiques  ,  par  M.  Bertrand 
de  Genève.) 

'''  £b  pneDattt  <>=?}  ^  fotm^iA   successivement 

o  1  —  Urigu"        .12 

81  1  — (tangafl)»        119' 

on  voit  que  l'are  4"  excède  très-peu  celui  de  ^5',  puisque  la  tangent* 
de  Tua  surpasse  celle  de  l'autre  de  —    seulfcteent      Faisant    ensuite 
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^as^J ,  tt^^^'^B yon  Ivuve  pour  l'arc  A-m-S^  que  je  représente  par  (, 

aiasi  l'arc  de  45*=«i<i — &;  mais  la  tangentededétantf^etceUedeij  —^ 
il  vient 

^  =  535  -  S(ài)î  +  5(S^  -  ?^  +  *^-' 
d"où  il  résulte  •  -        ' 

Le  calcul  de  la  première  série  est  très-facile ,  quand  on  fait  attention 
qu'elle  équivaut  à 

puis  à 

et  la  convergence  de  la  seconde  série  parait  bien  quand  on  la  met  sons 
la  foime 


^  f        3C57.21)  ■+"  5C57iai)'        7(571  a i)^  ' 


•}• 


La  comparaison  de  ces  séries^  arec  les  procédés  laborieux  fournis 
par  la  considération  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle,  est 
bien  propre  à  faire  sentir  l'avantage  de  l'analjrse  et  des  calculs  modernes 
sur  les  méthodes  anciennes  ;  aussi  les  Géomètres  pe  s'en  sont  pas  tenus 
au  rapport  donné  par  Lagoy:  M.  Véga,  que  j'ai-  déjà  cité,  auquel,  on 
doit  des  Tables  de  logaritbmés  très-complètes  et  très^întéressantes^  en 
a  calculé  un  autre  jusqu'à  140  chiffres  décimaux,  «t  an  moyen  duquel 
il  a  reconnu  l'erreur  qui  se  trouvait  dans  le  premier. 

Qnand  on  connaît  la  looffueur  de  la  circonférence  du  cercle,  on  en 
déduit  aisément  celle  d'un  arc  quelconque  ;  et  avec  ce  secours ,  on  peut 
obtenir  par  les  formule^u  n'  59 ,  qui  sont  très-convergentes  ponf  de 
petits  arcsj  les  sinus  et  les  cosinus  de  ces  arcs.  On  passe  ensuite  aux  siuns 
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cl  an^  céàniis  de  leurs  multiples,  par  les  formules  ngonreuâeâ  tronvées 
dans  la  Trigonométrie.  On  peut  aussi  n'employer  que  les  séries,  en  les 
préparant  de  manièire  à  les  rendre  convergentes ,  ce  qui  se  fait  par  des 
pro<?édés  souTcnt  très-ingénieux,  mais  qui  ne  sont  pas  de  nature  à  trou- 
ver place  ici. 

45.  Les  arcs  de  cercle  sont  susceptibles  de  deux  formes  d'expressions 
qu'il  faut  soigneusement  distinguer.  Quand  on  les  désigne  par  les  degrés 
de  l'ancienne  et  de  la  nouvelle  division,  on  ne  fait  qu'indiquer  leurs 
rapports  avec  la  circonférence,  qu'on  regarde  comme  une  unité  partagée 
en  560  parties,  ou  avec  le  quart  de  cercle  divisé  en  100.  C'est  ainsi 
qu'on  en  use  dans  tous  les  calculs  où  il  n'entre  que  des  lignes  Irigono- 
métriqnes;  mais  dès  que  les  arcs  entrent  par  eux-mêmes  dans  ces  cal- 
culs, c'est  alors  de  leur  longuenr  absoLue  dont  il  s'agit  :  il  est  donc 
nécessùre  de  savoir  revenir  de  cette  longueur,  qui'  est  exprimée  en  par- 
ties du-rayon,*à  la  valeur  de  l'arc  exprimée' en  parties  aliquûtes  de  la 
circonférence.  De  simples- proportions  suffiraient  pour  cela,  puisqu'ea 
flésîgnant  par  air  la  longueur- de  la  circonférence,  et  para  celle  d'un 
arc,  le  nombre  de  degrés  de  cet  arc  sera,  dans  l'ancienne  division. 


dans  la  nouvelle , 


mais  les  Astronomes  rapportât  tous  les  arcs  ii  celui  qui  est  égal  en 
longueur  an  rayon  du  cercle,  et  que,'  par  cette  raison,  il  est  boa  de 
connaître.  On  en  trouve  la  valeur  par  les  formules  ci-dessus,  en  y  feî- 
sant  a=s  I  :  il  vient,  dans  l'ancienne  division,  . 

^,  s  ao6a64',8o6a4  70964  ; 
dans  la  nouvelle  , 

^=o%6366i  9773367581".  '         ' 

Poxir  l'osage  ordinaire',  on  se  borne  aux  valeurs  suivantes  : 

Ane.  div.     57"i7'44',8i;    nouvelle"  65^,66198. 

Connaissant  ensuite  la  longueur  d'un  arc  quelconque  ^njp&rties  décî-^ 
maies  du  rayon,  il  suffit  de  la  nlullEJplier  par  l'un  des  deux  nombres  pré* 
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cédcDS,  pour  en  déduire  sa  valeur  soit  dans  l'ancieniie  ',  Mit  daM  U 

nouvelle  division. 

On  trouve»  de  cette  manière,  que  l'arc  égal  à  0,973  du  rayon  ^ 
équivaut  à  * 

o,97axao6364',8i  =  20o489',39,  ou  55"  4ï'39'4»  ancienne  division, 
o,97ax65'',66i98    =  6i'',87944>   nouvelle  division. 

Ce  qu'on  vient  de  voir  fournit  le  moyen  de  mesurer  un  angle  ou  arc, 
lorsqu'on  est  dépourvu  d'instrumeus  divisés  en  degrés  et  même  de  table* 
trigonométriques;  car  si  l'on  ferme  cet  angle  par  une  perpendiculaire 
k  tua  de  ses  côtés  ,'le  rapport  de  ces  deux  lignes  donnera  la  tangente;  «t 
si  cette  tangente  est  petite,  la  longueur  de  l'arc  auquel  elle  répond 
se    déduira  ^cilement  de  la  formule 

0  fi  f 
^  =  '-f+5-7-  +  «'=-' 
si  aisée  k  retenir,  et  qui  s'applique  aussi  bien  anx  adgles  voisins  de 
l'angle  droit  qu'aux  petits  an^es,  parce  qu'on  calcule  alors  le  complé- 
ment de  l'angle  cherché,  dont  la  tangente  est  inverse  de  la  tangente 
donnée.  On  peot  voir  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
année  1724,  l'usage  que  fait  Lagny,  de  cette  fonnule,  pour  l'objet  pro- 
posé.  Dans  le  cas  oii  l'angle  à  mesurer  ne  serait  pas  très-petit,  il  serait 
exprimé  plus  commodément  par  son  sinus  ou  son  cosinus,  au  moyen 
de  séries  qu'on  trouvera  dans  la  suite  ;  «t  une  fois  qu'on  en  aurait  la  lon- 
gueur, on  le  convertirait  en  parties  de  la  circonférence,  comme  il  vient 
d'être  dit.  , 

46*  Reprenons  les  deux  équations 


sm  X  =±:  ■ 


si  Ton  y  met  nx  an  lieu  de  j;,  on  aura 

cnii  nx  ^  '  : 


ce  qui  conduit  aux  valeurs  des  cosinus  et  des  sinus  d'arcs  multiples.' 
En  général  ces  formules  domi«ut  le  moyen  d'appliquer  le  calcul 
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algébrîqae  aux  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  ;  et  avec  leur  aecoaro 
on  parvient  aux  mêmes  résaltats  qn'on  (^tiendrait  par  les  voies  trigo- 
nome'triqaes.  , 

Comme  cette  matière  n'est  pas  entièrement  de  notre  sujet,  on  n'en 
tronTera  ici  que  quelques  exemples,  mais  ils  suffiront  pour  montrer 
l'usage  qu'on  peut  &ire  de  ces  formules. 

Supposons  qu'on  demande  ce  que  âgnifie  le  produit  sinx  cosx,  on 
trouTera,  en  l'effectnant. 


sinx  cosx  =:  • 


4/^ 


^smxcosx  : 


.1/=! 


mus  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  menibre  n'est  antre  diose  que 
la  valeur  de  sinax,   puisqu'on  y  parviendrait  en  mettant  2X   au  lieu 
de  Xj  dans  Fexpression  de  sinx  :  on  anra  donc  sinxcoaxss^sinax. 
Si  on  s'était  proposé  sinx  cosz,  00  aurait  en 

d'où 

•mx  coss  s= ' \,     I  i 

a.ay — i 

mais 'il  est  évident  que 

77= =  smCx  +  z). 

«(— '>'^=^— r-C")'^         .    ,  , 
5= — —^  =  sin  (x  —  z;  • 

par  conséquent 

sinx  cosz^  ï{sîn(x  +  z)  4"  ^i^C^ ""*)}■ 

Xette  formule  se.  tire  très-simplement ,  ^  la  vérité ,  des  valeurs  con- 
nues de 

sin(x+z)  ==  sinx  cosz  +  sinz  cosx 
fiin(x— z)  !=  sinx  cosz  —  sins  cosx  ,     - 

en  les  ajoutant  ensemble;  mais  le  moyen  que  nous  venons  d'employer 
cosdnitplns  aisémentaax  fonmiles  générales,  ainsi  qu'On  leTercaIneiu6t< 
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47<  Pnûqu'ott  a 

e*''^  ^  cosjc  +  V — I  sinj?; 
ff—^^'  ^=  cosx  —  V — '  siojc, 

en  élevant  à  la  puissance  n,  les  deux  membres  de  ces  e'qoations ,  on 
tronTera 

e"*^-'  =  (cosa:  -f-  V — >  sinx)" 

ei^*^"'  =  (cosx  —  y/ — I  sinx)'; 
d'où 

a  "^  ■  a  '       . 

Nous  Toilà  donc  parvenus  à  l'expression  du  cosinus  d'un  arc  mul- 
tiple, d'une  manière  fort  simple;  et  il  &ut  bien  &ire  attention  que 
quoiqu'elle  soit  affectée  de  signes  imaginaires ,  elle  n'en  est  pas  moins 
réeUe;  car  ces  signes  disparaissent  tous  dans  le  développement  des  puis- 
sances indiquées.   En  effet  on  a 

(cosx-f-  \/ — isinx)'=cosx'-f^  V*—  i  cosx*~'siar— "  cosx*~'sinx'— etc. 

(cosx—  V— ïsinx)'s=:cosx"— ^  y/ —  rco8x*~*sinx — iii^îicosx"~*sinx'-f-etc-  » 

en  ajoutant  le  second  développement  au  premier ,  et  divisant  par  3  , 
on  trouvera  _  , 

cos«x==cosx'— îîfa^cosx*r'sinx*4-°^'^'^^"7^^^"~^cosx':=*siiLr*-^etc. 

a  *         a     .     3     .     4 

U  n'est  pas  besoin  d'avertir  que  cette  série  sera  terminée  toutes  les  fois 
que  n  exprimera  un  nombre  entier  positif;  *  elle  Suit  &  cet  égard  les 
mêmes  lois  que  la  formule  du  binôme,  dont  elle  est  tirée. 

En  mettant  pour  e'f^i  et  e-!fz*^  leur  valeur  ,  dans  l'équation 


aï/-i 
on  trouvera 


a:}'' — {coajf  —  y'— iwax}'. 


et  en  dévelf^pant  il  viendra,  après  avoir  efiacé  les  termes  qui  se  dé' 
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iroiseiit,  qui  sont. alors  les  termes  réels,  el  divisé  par  a\/ — 1 , 

sinAT  =  ncosj:?*~'sinjr— - -"■        g    ^cosx^'  sinx* 

'  â      .      3      .      4       ■      3 

48.  Dans  les  équaHons 

e"*^  =  (co9  X  +  V — ï  sin  x)" 
c""*'-'  ^:  (cosa:  ^  y'— i  siax)', 

qui  serrent  de  fondement  aux  résnhats  précédens ,  on  peut  éliminer 
immédiatement  les  exponentielles,  en  y  mettant  pour  ces  fonctions  les 
râleurs  que  donnent  les  deux  premières  équations  du  n°  4?  t  lorsqu'on  y 
écrit  nx  au  lieu  de  x;  et  U  Tient  alors 

(cos j:  +  V —  ï  sjna:)"  =  cosnx  +  V — 1  sinnx, 
(cos  X  —  V' — I  sino-)"  =  cos  nx—  V— "  sinjtc  , 
équations  que  l'on  déduit  immédiatement  des  -Suivantes  : 

sin  (x±z)  =  sîojrcosz  :±:  cxu^rsinz,    - 
COs(x±z)  =:cosj:cosx  zç.  sinxsinz, 
1  =  sinx'  +  cosx', 

qui  renferment  toutela  théorie  des  sinus. 

£n   décomposant  dans  ses  facteurs  le  second  membre  de  la  dernière, 
ou  a 

I  =  (cosx  +  v* — ï  sinx)  (cosx  —  V—-»  sinx)  î 


mais  en dévelc^pantle produit  (cosx  +  V— •  sinx)(cosz  +  y—  »  sinz), 
on  trouve 

cosx  cosz— 'sinx  sioa  +  {c06xsîn2  +sinxcos3}  v/— 1  j 

résultat  qui  donne,  en  vertu  des  deux  premières  équations, 

(cosx  +  V— ï  sinx)(coso-f'  \/~  i  sinz) = cps  (x~{-z)  +  V"— isin  (x-f-z). 

On  obtiendra  de  même 

(cosx —  v — iisinx)(cosz—  \/—  i  sinz)  =  cos(x+z) —  V—  i  sin(j:+s) 
(coex+  V —  »  sinx)(co8a—  V* —  i  sin3)  =  cos(x— z)+  \/—  »  sin(x — z) 
(cosx—  V"*- 1  sinx)(coM-f-  V—  i  siaz)  =  cos(x— rz)—  V—  »  sin(x— a); 
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on  peut  comprendre  ces  qaaire  formules  dans  les  dem:  suÏTmtes  ; 
(cosj?±  v'-^  1  siiLr)(cosa±  s/-,-  isia8)  =  cos(x+3)=b  V^ —  i  sîn(x-Hs) 
(cosjc-àz  \/ —  1  sinj:)(coM=f:  V —  i sinï),=  cos(x — «)±  V^—  isin(a:: — 2). 
Si  dans  la  première  de  celres-ci,  on  fait  SficcessiTement  z=sx,  3X, 
5x,. . . .  (n — i)a:,  il-  en  résultera 

(cosar=fc  s/-~*  x  sioj:)'  =  cos  3J:  ±  V*^^^  sin  ax 

(cosx±  V —  ï  slnx)(cos2j:=fc:  \A*îsin  20:)  =  cos  Sx±  V—  i  sin  le 

(cosx±  V —  1 9injf)Ccos5x=b  %/— Tsin  5x)  =  cos4x=h  V— ism4^ 

:(;cosa=t:  V' —  i  sinjc)(eos(n-<~i)xsb  %/— isin(»— i)x)=a:os«a2±:  V-->si'Mtr; 

et  comme  le  second  membre  de  chacune  de  ces  e'quations  est  précisé- 
ment le  second  factenrdu  premier  membre  de  l'équation  suivante ,  si  l'on 
met,  au  lieu  de  ce  facteur,  la  quantité  ({ui  lui  est  égale ^  on  trouvera 

(co»xd=  V—  1  «inx)'  »  cos  2x  =i=  V—  i  sin  ax 

(cosx  ±  V-»-»  •»"  *)'  =  ctw  Sx  ±  V*—  I  sin  Sx 

(cosxd=  V —  *  sinx)'  =  cosnxdbv' —  i  sînnxi 
on  aura  donc,  comme  ci-dessus,  les  équations 

(cos X  +  v —  *  sin x)'  =  cosnx+V"— *  sinnx 
(cosx  —  V—  I  sin x)'  =  cosnx  — V— X  ainnx; 
mais  alors  elles  ne  seront  prouvées  que  pour  les  cas  où  le  nombre  n  est 
entier. 

49.  Les.  développemens  de  sinnx.  et  de  cosinx,  troavés  b°  4?  > 
Tésolvent  complètement  le  problème  où  l'on  n'a  pour  but  que  d'f^tenir 
la  valeur  du  sinus  ou  dn  cosinus  d'un  arc  multiple,  au  moyen  des  puis- 
sances du  ùnut  et  du  cosinus  de  Tare  siinple;  et  de  phu,  îh  ne  cessent 
pas  d'être  vrais,  quel  que  soit  le  nombre  n  :  seulement ,  iU  ne  s«  ter- 
minent pfts  quand  ce  nombre  est  négatif  oy  fractionnaire,  inconvénient 
qui  tient  à  la  .nature  de  la  chose  ;  nuis  ces  inéRtes  développemens  con* 
liennent  à-la-fois  les-puissances  du  sinus  et  «elles  dn  cosinus,  ce  ooi 
semble  une  complication  inutile,  puisque  l'une  de  ces  quantités  étant 
donnée  par  l'autre ,  on  peut,  avec  le  secours-de  l'élimination,  parvenir  à 
des'  formules  qui  ne  dépendent  que  du  sious,  oh  du  cosinus.  Le  moyen 
qui    s'offre    d'ab6rd  pour  les  obtenir,  eA  de  remplacer  siax  p«r 
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Vi  —  cosj?,  dans  l'expression  de  costix,  et  cosj;  par  \/i  —  sinx', 
dans  celle  de  sianx.  La  première  de  ces  substitutions  conduira  toujours 
à  une  expression  rationselle,  puisque  coskj:  ne  len&nne  que  des  puis- 
sances paires  de  sinx;  et  la  seconde  |»odaira  le  m&ne  «ffet  sur  sin  nor  , 
lors<}ae  n  sera  ut^  tuuràffs  impair;  mais  dans  le  cafi  qù.  n  serait  pair , 
il  y  aurait,  à  t»nS  les  ternes,  ua  fiuîteur  iavtioonel,  que  l'on  peut 
mettre  tout  de  suite  en  érideace,  en  éciîTafit  le  développement  de 
mmxcfnaob»  il  soit  :  ;    > 

sinfu:^  cos x  in cos jt^' sina:  — - -^^'    "T°  '  èosjj'r*  sinx*  +etc.}. 

On  évite  cette  distinction  de  âeocE  cas,  eii  luettarrt'  l'expression  de 
sioAx  sous  la  forme 


dans  laquelle  la  s^e  renferoa^e  cxttre  les  accolades  paùt  toujours  être 
délivra  rationnellement  des  puissances  du  sinus.  U  serait  actuellement 
peu  commode  de  substituer  dans  cette  dernière  expression  et  dan^  celle 
decosAT,  au  Uen  des  paissances  de  sinx*,  celles  du  binôme  i— cosx*y 
même  pour  ne  former  qu'un  tableau  des  valeurs  pafticnlières  de  c*s3x, 
cos3x... ,  ûnax,  sinSùr...;  on  y  arrivera  plus  promptemeat  au  moyen 
de  formules  très-simples  que  je  Tais  rapporter. 

Les  Taleo»  connues  de  co&a  cos  h  et  cos«  ânb  (Traité  élém^  de  Tri- 
gonom.  et  ^jéppl.  f  ^^}>  lorsqu'on  £tit  a ;=x  et  5==nx,' deviennent 

cosxcosnr  =  -{cos(ïj-f-i)x  +  cos(/i — O-*^}» 

cosx  sin/tx  ^=  ^{sin  (n+  i)x  +  rîn  {n — i)x}', 

d'où  Ton  tire 

co8(«+i)*  =  aeosx  eosnr  —  c(w(w— i)x..  .—(O»     ■         > 
■   ■   isiB(s-f-i)ar  :c  »eos«^«jc-— «in  (n— i)* (a)j 

et  prenant  successivement;  n^xz-i,  n=a,  9^=3,  etc.,  oa;dé4ttîra  de 
ces  deux  dernières  ÎQfwxHt^t  ^^  tables  saivantçs  :  , 
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I. 

COS3^=:     acosjc'—      t 

cos  5j7  =s     4cosa:* —      3cosx 

cas  4^=.    Scosx*—     8cosx'-f^   i 

oos5x=  i6cosa7*—  aocosx'-f-   Scosx 

cos&c  =  Sacosar"—  4Scosa:*-(- i8co»x'— i 

cos  70;  =  64cosx'  — iiacosj^^SÔcosx'— 7C0SX 

etc. 

IL 

âxLaX  =ss  8iox(  acosx) 
8in5x  =  smx(  ^cosx'^    i) 
sîn  4x  ^  6inx(  Qcosx'^   4^^^-^) 
*  'ÂdSx  s:  sïax(i6cofix* —  tacosx*>^    i) 
8În6x  =  sinx(3acosx'  —  32cosx'+  6cosx) 
rin7X  =s  siax(64cosx^  — 8ocosx<-^a4cosx*— i) 
etc. 

Euler,  qui  forma  le  premier  ces  deux  tables  par  la  méthode  expo- 
sfiB,  plus  haut,  en  exprima  la  loi  p^r  les  formules  ci-dessQus  ; 

cosnx  =:  3*~'cosx"— j  a'-^cosx'-'  +  ^ii;^  3"-' cosj:*'"* 

-"t'^^t"-iJa^rcosx--'+-^'^^^^"'^^"T^3-''cosx-r'.-eic. 
1.3.3  '1.9.3.4 

sîn  nx  =8inx|a'~'cosx"~' — ^î^a"~'cosx*~'+^ ^^^^^  3''~*cosx^*. 

-"■-«"-^""r^'.-cosa,-  I  '-'>t-^t-^^'"-f  .■r.cosx-^»-^lc. 
1,3.3  *      1     .    a     .-  3    .    4 

11  parait  que  ces  formules  ont  été  trouTees  d'abord  par  ,ime  sorte  de 
titonnement,  en  essayant  les  fonctions  les  plus  simples  de  l'indice  n, 
qui,  en  y  faisant  successÎTement  n=i,  n=:a,  n^5,'  elc;,'  pussent 
se  changer  dans  les  coefUcLenS- numériques,  des  puissances  correspon- 
dantes de  cos  X  ;  et  ceux  des  premiers  termes  ,  qui  ne  sont  qne  des  puis- 
sances du  nombre  3  ,  ont  d'ailleurs  fait  voir  la  nécessité  tTîntroduire 
ces  puissances  dans  les  formules  générales;  Ces  formules  peuvent  se  vé- 
rifier facilement  a  posteriori,  en  substituant,  dans  les  équations  (i)  et  (a) 
(page  précéd.)  les  suites  qu'elles  donnent  pour  cos  (n —  1)  x  et  cos  nx. 
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àn(n~'i)x  tt  sinnr.  11  en  résultera  des  suites  pre'cise'ment  de  même 
forme  pour  cos(n-f-i)x  et  âu(n~^ï)x,  ce  qui  montre  que  si  la  loi  est 
TTtie  pour  les  nombres  n  —  i  et  n,  elle  est  encore  Traie  pour  le  nombre 
H^i-t,  et  que  par  conséquent  il  sutfit  qu'elle  soit  établie  par  deux  ré- 
sultats consécutif,  dans  les  Tables  1  et  II,  pour  qu'on  puisse  l'employer 
il  continuer  ces  tables  aussi  loin  qu'on  veudra. 

Les  derniers  dérdoppemens  de  oosna;  et  de  ainnx  doivent  être  bien 
distingués  des  premiers  (4?)  :  l'usage  des  uns  exige  une  attention  super- 
flue dans  l'emploi  des  autres.  Four  conduire  à  un  résultat  exact^  ceux:' 
du  n'  4jy  semblables  à  la  formule  du  binôme  de  Newton,  ne  demandent 
que  la  simple  substitution  de  la  valeur  assignée  à  n,  et  leurs  termes 
s'annulent  d'eux-mêmes  ,  dès  qu'on  a  passe'  ceux  qui  conviennent  à  l'ex- 
'  pression  cherchée,  tandis  que  dans  tous  les  cas,  les  fontfùles  de  la  page 
précédente  se  continuent  à  l'infini  et  donnent  un  résultat  &ux,  à  moins 
qu'on  ne  r^ette  les  termes  où  l'exposant  de^osx  est  négatif,  ce  que 
l'expression  analytique  ne  ^t  pas'expressément.* 

On  en  a  un  exemple  bien  simple,  en  disant  n  c=  i ,  dans  l'expressioa 
de  ço»nr,  qui  donne  la  suite  infinie 


éqoation  que  les  termes  du  second  membre  qui  suivent  le  premier 
rendent  fausse,  etil  en  est  de  même  dans  tous  les  autres  cas;  de  sorte 
qu'on  doit  toujours  joindre  à  ces  formules  la  restriction  de  ne  les  em~ 
ployer  que  pour  des  nombres  entiers,  et  de  s'ioréter  aux  termes  où  cos  x 
est  affecté  etun  exposant  négatif.      , 

Cette  imperfec^n  mérite  d'être  remarquée  ,  parce  qu'elle  prouve  bien 
clairement  le  peu  de  fonds  que  l'on  doit  faire  sur  l'induction  tirée  de 
J'examen  de  valeurs  particulières,  dont  le  nombre,  toujours  limité  ,  ne 
présente  souvent  que  d'une  manière  incomplète  la  loi  qui  règne  dans 
Tens^nble  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  cherchée  ;  et  on  voit'par 
Jà  combien  est  inexacte  la  marche  des  auteurs  qui  veulent  établir  de 
cette  manière  le  développement  des  puissances  du  binôme,  quoiqu'il  soit 
assez  probable  que  c'est  d'abord  ainsi  que  Newton  y  est  parvenu.  En 
effet,  tant  que  l'on  ne  considère  que  des  valeurs  particulières,  elles  peuigvt 
introduire  dans  le  calcul  des  réactions  ou  des  simplifications  dont  on' 
ne  s'apperçoit  pas,  et  qui  n'ayant  pas  lieu  en  général,  changent  entière- 
ment la  mitore  de  l'expression^  C'est  ce  qui  arrive  ici  ;  et  Euler ,  qui  a 
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indiqué  le  premier  cette  eorte  de  paradoxe,  en  a  doAné  «usai  l'expli- 
cation, en  trouTant  pour  les  deTeloppenteos  généraux  de  cosajc  et  de 
sianX)  deux  séries  infinies,  combinées  de  manière  que  dans  les  cas  où 
n  esl  entier  positif,  il  ne  reste  que  les  expressions  rapportées  ci-dessus. 
AIM.  Fuss  et  Lagrange,  en  revenaot  sur  ce  sujet  important,  ont  con-- 
firme  et  simplifié  beaucoup  les  recherches  d*£uler ,  par  des  considéra- 
lions  qui  trouveront  naturellemeul  leur  place  dwts  ce  Traité,  lorsque 
je  pai'Ierai  de  l'usagé  du  calcul  différentiel,  pour  développer  les  fonc- 
tions e^  séries. 

En  effet,  si  l'on  remonte  aux  équations 

{cosa:  ^-'t/ — t  da-r)"  +  {cosa; —  \/ — i  sinj:}* 
COS  TtJC  — — '  ■ — ■ f 

'  y* — lainj}'  —  {cosj; — V^ — i  ùa  x)" 


trouvées  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de  x  et  de  n  ; 
on  voit  que  toutes  les  questions  qu'on  -peut  se  proposer  sur  le  dévelop- 
pement de  cosnx  et  de  sînn^,  reposent  sur  celui  de  la  Ibnctioii 
{co5xd=  ^—  I  sinx}" ,  qui   prend  les  formes: 

{cosx  =fc  V— »  •  Vi — cosx'}', 

{  \/i  — sin^^±  V— ï  sinx)', 

lorsqu'on  en  élimine  sinx  ou  cosx,  et  peut  alors  se  développer  en 
série,  de  quatre  manières,  savoii*:  en  série  descendante  ou  ascen- 
dante ,  suivant  les  puissances  de  cosx.  et  en  série  descendante  on  as- 
cendante, suivant  les  puissances  de  sinx.  » 

5o.  Telles  sont  les  circonstances  qui  ont  donné  lieu  à  la  variété  de  ibr- 
mi^es  que  l'on  rencontre  sur  ce  sujet  dans  les  difTérens  auteurs  qui  s'en 
sont  occupés,  &  commencer  par  Viète;  et  le  premier  ouvrage  élémen- 
.taire  où  l'on  a  pris  soin  d'en  rassembler  le  plus  grand  nombre,  est,  k 
ma  connaissance,  celui  que  M.  Mauduit  a  publié  en  1765,  sous  le  titre 
de  Principes  (ï Astronomie  sphérique  :  on  les  trouve  aussi  presque  toutes 
dtt|5  les  Leçons  sur  le  Calcul  des  Jonctions ,  par  M.  Lagrange.  Comme 
-le lecteur  pourrait  être  curieux  de  rapprocher  ces  diverses  formules^  j« 
les  ai  rassemblées  dans  le  tableau  ci-joint,,  où 

p  =  cosx,  '      tj  s=  sinx. 
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Séries  descendantes. 
I.  -n  étant  indiâeremment  impaire  ou  paire^ 

cM.a:.=  J{(y)--»(y)"  +  ^(y)-«-"':r^"'i''\v;-+^tc.} 
da  »:t=,  {(v)--(«-;i)(y)-'4-'"-"^"-'g(y)-r'-'"-f"'7°'»-°)(y)-'+elc. } 
lï.  Lorsque  »  est  impaire  ,  "" 

in.  Lorsque  n  est  paire  , 
*:<«»^i{C^y)^«(='?)~+"4^(:.?)'-*-"-Û^=^^'(>?)--'  +  etc.} 

5mw  ascendantes. 
I.  Lorsque  n  est  impaire , 

U.  Lorsque  n  est  paire , 

=*="»-={-l^+ï^>'^-?=ï^f^2;'*+  etc. } 
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Ces  quatorze  séries  peuvent  se  réduire  à  BÎx;  car  tontes  les  séries  des^ 
cendantes  se  déduisent  des  deux  premières,  et,  parmi  les  séries  ascen- 
dantes, la  première,  la  troisième,  la  cinquième  et  la  septième  donnent 
respectivement  la  deuxième,  la  quatrième,  la  sixième  et  la  huitième. 
Cette  transformation  s'opère«n  introduisant  au  lieu  de  l'arc  x,  son  com- 
plément. 

-  Si,  en  désignant  le  quart  de  cercle  par  i'*j  on  écrit  i^— &,  au  lieu  de 
X,  il  viendra  d'abord 

cos(i'  — i)  ^  sinhj      sin(i'' — è)  =  cos5; 
mais  pour  savoir  à  quoi  répondent  alors  eosnx  et  sinnx,  qui  se  changent  eix- 

C08n(i'  —  b)  et  sinn(i'> — i), 
il  faut  distinguer  les  diverses  formes  du  nombre  rt. 

Dans  le  cas  où  ce  non^re  est  impair,  il  ne  peut'avoir  que  l'une  oa 
l'autre,  de  ces  formes  :  4'nH-ij  ou  4'n+3-  Enmiûtipliantpar  ces  nombres- 
Tare  il — i,  et  retranchant  les  circonférences  entières,  qui  ne  doivent 
compter  pour  rien,  on  trouvera  (Traité  élém.  d»  Trigonom.  et  ^JppL), 

cos^i' — (4"H-0*)=     8in(4nH-')*>  sin{i'— {4'"+0*)^     cos(4m+-0*» 
cos{5'^4m+5)iJ=— sin(4m+3)*,  sin(3^4mT|-5)i}=— cos(4m+5)*.- 

Lopsque  le  nombi'b  n  est  pair,  ses  formes  sont  4'">  on  ^-{-2j  et 
Iffodoiseot  les  relations  suivantes  : 

cos  (4'  —  ^h)  =     cos  ^mky  sin  (  4'  —-^b)    ^ — sin  ^b ^      , 

cos{2''— (4™4-a)^}=^os(4"H-2)*,  sin[2ï^4m-f-3)*}=      sin(4nH-a)'*- 

En  substituant  ces  expressions,  classant  les  résultats  suivant  les  diverses* 
formes  du  nombre  n,  et  remettant  x  et  nx  au  lien  de  l'arc  h  et  de  son 
multiple,  on  (^tiendra  le» transformations  citées  ,  qui  s'opèrent,  comme 
on  le  voit,  par  le  changement  de  cos  x  en  stnx,  ou,  vice  versa,  dans 
le  second  membre  de  chaque  formide,  et  par  celui  de  cosnx  en  sin  Ttx- 
dans  le  premier  mendire,  mais  seulement  quand  n  est  impaire. 

Les  taWes  de  la  page  So^  qui  ont  donné  par  induction  les  dcuxpre-^ 
mières  séries  descendantes,  donnent  aussi  les'  séries  ascendantes.  Il 
suffit  pour  cela  d'écrire,  en  conmiençant  par  le  dernier  terme,  cha- 
cun des  résultats  qu'eUes  contiennent.  La  première  table  conduit  à  la 
première  et  à  la  cinquième  séries  ascendantes,  et  la  seconde  table,  à 
la  troisième  et  à  la  sepUème  séries  ascçodâutes.  Quant  aux  signes ,  le 
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'  saperienr,  daasles  séries  où  n  est  impaire,  répond  an  cas  où  ce  nombre 

est  de  }a  forme  4'"  ~f~  ^  »  l'inférieDr,  au  cas  où  il  est    de   la  forme 

4OT-f-5;  idaos  les  formules  où  n  est  paire ,  celte  alternative  se  rapporte 

aux  formes  4^"  et  4'»+3. 

'  5i.  ^s  développemens  de  cos/lt  et  de  sinnx,  trouvés  dans  le  n'  47V 

prennent  une  forme  très-simple  quand  on  y  introduit  les  puissances  de 

la  tangente;  ce  qui  se  fiiit  en  mettant  cosx"  en  facteur  commun,  d'où 

il  résulte 

co.^=c.>.:f{.-:feJ-'^+"^'— X'-°)("-^!!;^-etc.  }, 

l  1   .  a  coaa:'  '        i   .  a  .  3  .  4      coix*  i  ' 


.  a  .  3  .  4      COIX* 
1,  .   a   .  3     COla:'    '  y  ' 

ef  par  conséquent 
cosnx==cosx-{i— ^i^ta^gx'+"^'7'^t"^>'^"^taiigjc*— etc.}; 
sin»d:=cosJ:^"/^  tangj;  -—  --'^■■^ — ?—  tangx'  -+-  etc.l  ,' 

en  remplaçant  ^^  par  taogjr. 

Si  l'on  divise  la  dernière  expression  de  aianx  par  celle  de.  cosnjSi 
on  obtiendra 

'n               „(m— ,X„_a).         .  ,  n(M— OCn— a)Cn— 3)Cn— ^  , 

-tang» ^^       ^^    g^ap8a.^+   '•    ^    '\ — g     .^ -'   g    ^i&r'— te 

'd'où  Ton  ^contJmn  sans  peine  le  développement  de  cotiuP,  qui  serait 
applicable  aux  valeurs  quelconques  du  nombre  n ,  ainsi  que  le  pré- 
cédent. 

Sa.  Si  danslesexpressionsdcsinno;  etdç  cosnj;  dun*47,on^t  0:=:-, 
elles  deviendront 

smf  ^n(cos-l     (sm-i ^ ii— i— (cos-j     ("""J 

,    n(n— i)(n— QVn— 3)(n— 4)  /         v\—V   ■      A' 
+       .  3  4  5      (^^^0       (""0     -*'^' 

cosc=    (cos  ^Y  — ■   '^     Tcos  Q"  '  Tsin  ^Y 
„(rt_i)(n— a)rn— 3)  /    "  f"\»-*/  .     v\4 
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Les  séries  qui  forment  lears  seconds  membres  sont  finsceptibles  d« 
limites,  relativement  k  raccnùssement  de  n'j   car  lorsque  ce  nombre 

augmente,  l'arc  -  diminue  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  son 
sinus ,  tandis  que  son  'cosinus  converge  vers  le  rayon  ou  l'unité'  :  en 
«crivant  donc  -an  lieu  de  sin-,  i  au  lieu  de  cos-,  et  en  réduisant 
les  produits  n,  n(n — i),  n(n— i)(n — 2),  etc.  à  leur  premier  terme, 
on  aura  pour  la  limite 

smc  =  ft a -1-4 — =-7-3— s  — etc....=  t'  —  -=-) — w-r^—  etc. 

n'v*  ,        tt*      V*  .  ■  V»     ,        V* 

cosc=i    — --i w~j  —:  —  etc....^  I h  — 5-7  —  etc. 

Nous'Toità  donc  reV>mbés  dans  les  séries  de  la  page  65;  et  On  voit 
par  là  comment  se  vériGent- l'une  par  l'autre,  les  différentes  marches 
que  nous  avons  suivies  pour  y  arriver. 

55.  La  considération  des  limites  mène  de  même  très-promptement 
'à  la  série  qui  exprime  l'arc  par  sa  tangçnte.  Pour  cela,  on  observe 
que  la  limite  du'  rapport  de  l'arc  à  sou  sinus  étant  l'unité ,  celle  de 
~^y  |nise  par  rapport  au  décroîssement  de  n,  sera  aussi  l'unité; 
■o&is  eu  vertu  <te  l'équation 

aittag :c=  ces ai'l-  taag  x  —  "v^~' ^  "~^  taHga:*"-f-etc.  1  (5i), 


i  ,  cosx"  {  -  tangx—  -i ^     tangx^  +  etc.  [■ 

OU,  en  divisant  le  -second  membre  par  n. 


cosx"  <  tangx ^ — =~  tang jr  +  etc.  J- 

Cela  posé ,  en  passant  aux  limites ,  il  faudra  mettre  i ,  ponr  le  premier 
membre^  et  iaire  n:=o  dans  le  second,  en  observant  que  (cosx)*=:i;  ' 
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jtang  X 1 (-  etc.  J 

d'où  il  suit,  comme  dans  le  n"  45, 

X  =  tang  X  —  -^ f-  etc. 

54.  Dans  les  articles  4?  et  49>  on  a  développé  les  sinus  et  les  cosinus 
des  arcs  mnltiples,  suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'arc 
simple;  Toici  comment  on  peut  résoudre  la  question  inverse,  c'est-à- 
dire  celle  on  il  s'agit  d'exprimer  les  puissances  du  sinus  et  da  cosinus 
de  l'arc  simple,  par  les  sinus  et  les  cosinus  de  ses  multiples  : 

Soit 

cosx  -f-V— -ï"  sina?  =  Uj 

eosx  —  V—  1  sin X  =  «,  - 
on  aura 

cosj:  =  i  (a+  (.)  ,         sîna:  =  — ^  («—")/ 

et  de  là  on  tirera  d'abord 

cosx'  =  —(«-f'f)"- 

En  développant  la  puissance  indiquée  dans  le  second  membre  de  cetts 
^gnalion,  il  viendra    « 

C08x'=s^|ttH-»"'^'H-'    "-"'"'*'*+-■  ~      "7^  a— V  -^etc.  \  ; 

mais  dans  l'expresaoa  (u  -f-  c)*  on  peut  clunger  c  en  u,  et  réciproque- 
ment,  ce  qui  donnera 


f.(ft-0(n-a)   -,  , 


3 
et  en  ajoutant  ces  deux  résultats ,  on  aura 

acosj:'=- 


+  "^"7'^!"7^  (ttTV'+c«-^u')  -H  etc.  J 
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On  peut  donner  &  cette  équation  la  forme  suivante  : 

4.  "f""'^^"""?  («»t^(u-r<4-t/^')  +etc.  (  ' 

mais  en  vertu  du  n'  47»  on  a 

cosnx=j  (cos.r+  V" —  •  5in^)"-|-|  (cosa:—  V^—  ï  sinj7)':=-^«'4-s  f", 

et  cela'}  quelle  que  soit  n  :  on  en  pourra  coitclure  que 

u"  +  *^  =  acosnx  , 
et  en  ge'néral 

u'~"  +  f"~"  =  acos(R — m)jrî 

-et  de  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  1^=1  :  par  conséquent  on  aura 

a'^'cosx'=  |2CO»«r+ancos(n — a) j:4-  - "  "^'   cos (« — 4)ar  ) 

H-  ='"('--0('y)cos(„-6>c  +elc.       \  * 

ou  bien,  en  divisant  tout  par  > , 

a'cosa:"  =  |cosnx^--cos(/^— a)x-}-  -—■-  cos(n— 4)x  / 

^  n(n--O0ç23  cos(n— 6)  j:+etc.y 

En  continuant  cette  formule  comme  celle  du  l^nome  de  Newton ,  on 
arrivera  ii  -  des  cosinus  d'arcs  négatife;  maïs  ils  sont  précisément  les 
mêmes  que  ceux  des  arcs  positif  qui  leur  correspondent  :  on  écrira 
donc  c<)s(^m  —  n)x  au  lieu  de  co8(« — m)x. 

La  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  cos  a:'  n'est  pas  'res- 
treinte au  seul  cas  où  R  est  un  nombre  entier  ;  elle  conviendrait  éga-. 
lement  à  ceux  où  n  serait  fractionnaire  ou  u^atif.  Cependant  dans  le 
premier  elle  est  susceptible  d'une  simplification  que  nous  allons  &ire 
connaître. 

Dans  le  développement  de  (u-f-f^)%  lorsque  n  est  un  nombre  entier, 
lefi  termes  placés  à  égale  distance  des  extrêmes  ont  le  même  coefficient; 
pareille  chose  aura  lieu  dans  l'expression 

cosnar-f-  "cos(n— a)a>f-^^^^cos(n — 4)x+  "^"~'  ^  '•''~ ''^cos(n — 6)x-f-etc. , 
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et  de  plus,  \tà  cosinus 'placés  à  égale,  distance  des',  extrêmes  de  cette. 
formule  appartieuocut  à  d«s  ai^cs  égaux.  En  eflfet,  le  l«rme  placé  h.  une, 
distance  m  du  premier  élanfaflecté  de  cos(rt — am)^:,  le  dernier  Test  lui- 
même  de  cos(« — 2n)x,  ou  cos — nx;  et  eu  remontant  vers  le  premier 
d'un  nombre  de  rangs  marqué  par  m  y  on  trouvera  -  nécessairement 
cos( — n+am)je,  ou  cos — Çn- — am)  x  :;mhis  d'après  ^e-  qui  a  été  dit 
ci-dessus,  cosfn  —  sm^x  et  cos~(n  —  3m)x  sont  égaux.  Il  suit  de  là 
qu'il  est  inutile  d'étendre  la  formule  aux  termes  muUipliçs  par  des  co- 
sinus d'arcs  négatifs,  puisqu'il  sutlit,  pour  en  tenir  compte  ,  de  prendre 
le  double  de  chacun  de  ceux  qui  en  contiennent  de  positifs. 

On  pourra  donc,'ëii  s'arrêtant  au  terme  où.  les  arcs  deTteDQeat'néga-' 
ttls,  écrire 

2"co8X'  =  Î2COs'nx4-î~cos(ni — 2)^4---^^'^-  cos(rf— '4)'*'+' efc-  }■ 

II  &nt  néanmoins  observer  que  dans  le  cas  ou'  »  est  un  nombre  pair , 
la  formule  a  un  terme  moyea ,  également  éloigné  de  l'un  et  de  l'aptre 

;      Kk-.).-.. .•/»-:+,) 

extrême,  et  représente  par ■ cos(n — n)x:  ce  terme 

1.3 - 

3 

"(n-O, (5  +  0 

àcausede  coso=i,  seréduitk ;  et  parce    qu'il  est 

I  .  fi...'. .fc-     ' 
3 

unique,  il  ne  doit  pas  être  multiplié  par  2  comme  les  autres,  à  moins 

qu'on  n'en  prenne  préalablement  la  moitié ,  ou  que  l'on  n'écrive 


«C«-0  . 


(î+O 


On  aara  donc  pour  dernier  résultat 
a"-'  cosx"  =  |cos/w>l--cos(7^— 3)j:+2i^-cos(/f— 4).a: 

+  "^~'fl^"T^'^K"-^)^+etc. 

en  observant  de^  s'arrêter,  dans  celle  formule ,  lorsqu'on   rencontrer 
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un  arc  itégitif,  «t  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  co^cïeût  du  coiinus 
de  l'arc  nul  qu'on  trouvera,  si  n  e$t  pair.  Avec  cette  atteniion,  iliera 
hcÛe  de  former  les  valeurs  de  la  table  ci-joïate  : 

C09JC  =  coi.r 
acosjr*  :e=  cosax  -^x  i 
4  Cofl  j;*  aa  co«  5a:  •+■  5  co8  jt 
8  cos  X*  =  cos  4x  +  4  co'  2^  +    ' 
iScosj:^  :=:  cos  Sx  +  5cos5x  +  locosar 
Sacosx'  =  cos6j7  +  6cos4j:^  -{-  iScosaj?  +  lo 
64«o0x^  s=  cos7Jt -)- 7CO6  Jûr  H"  3>  cosSj?  •!•  S5cof  JT 
etc. 

55.  Fioiir  développer  sin  jc"  où  fe»  usage  de  l'étpaition 

sioxcs: —-7=  («—»'), 
et  ou  tromrera 

ou 

•    _.  1         (   .      n  ._.     .  nfit— 0   ._  .      nfn— OC" — a)  .—.1  »    1      .     > 

(ay' — i/l  1  1   .  a  i    .  a  .  3  / 

i".  Soit  n  un  nombre  pair  ou  une  fraction  de  nume'rateur  pair;  daoa 
<e  cas,  (u^-^)'ss*Çy — u)%  et  par  consétjuent  on  aura  encore 

En  développant  le  second  membre  de  cette  équation,  qu'on  ajoutera 
Il  la  première,  il  viendra 


-^  "'n'à^Tr  {''■^'•'-(-•-'"■)+ett. 

OU  bien 

:  «.-<2rl2Ç!îr^a.pï(«.-.4.p-r*)4-etc.  < 


Digitizeclby  VjOOQIC 


ÏNTRODUCTION.  91 

résultat  qui  est  Je  même,  anx  signes  près,  que  celui  du  d*  précédent: 
nous  poaTO&s  donc  e'crir*  tont  de  snite  : 

(3  v^I^)"«inJc"^|eos;uv-"co«(n^a)x-f-^^j2^-cos(n--4)x  5 

—  "*•""' i^"!"^  *=°*  (n— 6)x+etc.  y 

L'imagÎDure  disparaît  parce  que  n  est  un  nombre  pair  ;  et  00  a 
(a  V —  ')'  ^^  ^  ^'f  ^®  signe  supérieur  a^aut  lieu  si  n  est  doublement 
pair,  c'est-à-dire  multiple  de  4»  ^^  1^  signe  inférieur,  s'il  est  simple- 
ment divisible  par  a. 

Ou  fera  sur  le  second  membre  de  cette  équation  les  mêmes  raison- 
nemens  que  dans  l'artielfi  précédent;  et  quaiid  n  sera  un  nombre  entier, 
00  en  conclura  qu'on  peut  se  borner  aux  termes  qui  ue  renferment  que 
des  arcs  posftife,  pourvu  qu'on  preone  le  double  de  cbacun  d'eux.  De 
plus ,  comme  alors  n  est  paire  >  il  y  aura  un  terme  dégagé  de  cosinus 
qu'il  ne  &ndra  pas  doubler;  et  en  divisant  toift  par  J,  on  aura 

sta'~'»ina;"=|oosnj>^-  ee«(«-— 3)^:+ "    ~ — cos  (n — 4)  a:  i 

en  observant  de  s'arrêter  lorsqu'on  trouvera  wn  arc  Aul,  et  de  ne 
prendre  que  la  moitié  du  coefficient  de  ce  terme. 

a*.  Si  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  alors 
par  conscqueiU 

pu  en  développant. 

En  ajoataat  ce  dcrcioppcsaent  dr  Hojc*à  e^oi  de  la  pi^  9»,  et  àîsant 
les  réductions  nécessaires ,  on  trouvera 
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—  ï^ï=!i&Ï^BV(a-*— >''r')+elc.  ^' 

mais  par  le  n°  4?  j 

tin  nx=  — ^^  {(coftrH-  V* — isiiuc)' — (coKC — V — »  sinx)*} 
av— I 

=  --^  («■-.•), 
ay — I 

quelle  que  soit  n;  ainsi  on  aura  en  général 

u"""  —  f'r"  s=  a  V — ï  sin(n  — m)j-, 

et  quant  au  produit  up  ,  il  est  toujours  égal  à  l'unité  :   on  oLtîendra 
par  conséquent 

I  f  .  n   .    /  1      ,   nfi^~-i)   .    f        y\     1 

(flt/^)"~'i  »  ^  ■''1.2  '^  >. 

i^ ^^-^-î-^  sin  (n— oVc  +  etc.      \ 

L'imaginaire  n'affecte  pas  plus  cette  formule  que  les  précédentes;  car^ 
a  étant  un  nombre  impair, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n—  i  est  un  multiple  de  4»  et  le  signe 
inférieur  si  n — i  est  simplement  un  multiple  de  3. 

On  peut  encore  ici  se  borner  aux  termes  affectés  de  shius  d'arcs  po- 
sitifs, eu  doublant  ces  termes;  car  il  est  d'abord  évident ,  par  les  mêmes 
raisons  que  précédemment ,  .que  les  termes  placés  à  égale  distance  des 
extrêmes,  ont  le  même  coefficient,  et  que  l'un  est  affecté  d'un  arc  po- 
sitif, et  l'autre  d'un  arc  négatif.  A  la  vérité,  comme  le  nombre  dés 
termes  de  la  formule  est  pair  ,  et  qu'ils  sont  alternativement  positifs  et 
^négatiis  ,  les  termes correspondans.seront  de  signe  contraire;  mais  aussi 
le  sinus  de  l'arc  négatif  est  lui-même  négatif,  par  conséquent  cette 
différence  de  signe  se'  trouve  corrigéç',  et  les  termes  dont  il  s'agit  se 
réunissent  dans  un  seul. 
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D'après  ces  considérations ,  et  en  divisant  par  a  >  il  Tiendra 

=t2"~'sin*"=  {sinnx— ^"sin(n — a)j:  +  -'-"T  -l  sÎd  (a — 4)^  f 
ï  "a  "  5-^Sin(n— 6)jH-CtC.\ 

Od  déduira  aisément  des  deux  formules  de  cet  article,  les  râleurs  con- 
tenues dans  la  table  suivante  .- 


sin  X   =:         sin  X 
,    asinx*  =  ^  cosir  -f-  i 
4  sin  j::^  =  —  sin  Sx  +  3  sin  x 
8  sin  X*  =        cos4x  —  4  cos  ax  4-    3 
16  sin  x^  =         sin5x  —  5  sin  5x  +  losmx 
5a  sin  x'  =:  — -  cos6x  +  6cos4x  —  iScoaax  +  10 
64sinx'  =  —  sinyx  +  7  sin  5x  —  ai  sin  5x  +  35  siax 
etc. 

Voil?  pour  les  cas  où  n  serait  un  nombre  entier;  s'il  était  fraclioa- 
naire,  il  £iudraît  avoir  recours  à  la  première  formule  du  n"  précédent. 
'  On  y  ferait  x^  i^ — z,  ce  qui  donnerait  cosar  =  6inz  ,  et  par  couse-' 
quent  l'expression  de  cosx"  par  les  cosinus  des  multiples  de  x,  serait 
celle  de  sinx'  par  les  cosinus  des  multiples  de  ii'— s^ou  du  complément 
de  l'arc  z. 

56.  Le  développement  de  lu,  tronvé,  n'  33,  nous  conduira  à  celui  d'un 
arc  de  cercle,  ordonné  par  rapport  aux  sinus  de  ses  multiples.  En  effet, 
si  dans 

'"  =  "- "  -(— s— ) -^  (— 3— )  -  (— 4— ) +'="^-' 

on  Êùt  a  =  e'*'-',  on  aura  ' 


-=a-^-^,-»C?7-(î= 


-)+C 


,-''-_,• 


-) 


_(-fI-:rZl)^.c.. 
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mais  Ic'^"^=  « X/ — 'ty  et  par  conséquent, 

-4( — i7=r-  )+'" 

divisant  fes  deux  nwiuiires  àé  c«Ue  ^nation  par  a,  on  trouvera 

-4(     ./in'  ■)+' 


et  a  cause  c[ae 


ïsin2s-{-|sia5.3  —  J  81042  H-etc. 


St  l'an  fait  ss=.\\  alors  ainsz,  %m^,  et  en  général  loue  les  siauB 
des  multiples  pain,  sont  égaur  à  zéro;  il  ne  reste  <]ue  ceux  qvi  soBt 
àa^rs  j  mais  il  £int  oltserrcr  qu'ils  sont  aUeroatÎTement  positifs  et 
négatifr  :  c'est-à-dire  <{ue  sia  ^«  étant  positif,  sinS^  est  négatif, 
s'm5i  est  positif^  sin  7''  est  négatif,  et  ainsi  de  suite.  En  vertu  de  ces  coo- 
sidérations,  on  trouvera  que  l'arc  de 

45°==^'— ï-t-i— f-f-etc-, 

résultat  conforme  à  celui  du  n°  4^. 

57.  La  csRsidéraUon  des  eious  des  arcs  multiples  conduit  encore  à 
un  '  développement  df  Parc  de  cerck,  d'une  forme  frès-£fflrFente  du 
précédent,  et  qui  est  dû  à  Euler  ainsi  que  la  plus  ^nde  partie  de  ce  qui 
concerne  le  calcul  aflalytique  de  fonctions  circaUrM. 

Puisqu'on  a  sin^x-|-z)^6inxcos27f-cos:):  sioz,  on  trouvera  en 
faisant  3=x,  Mi>aj?=a6iaarcosx.  ■.SiihslJtaant  \x/a.Xy  il  viendra 
sinx=  asin^x  cos^JT.  Faisant  de  nouveau  la  même  sobslitution ,  on 
obtiendra  siujxssasia^x  cos^j?;  mettant  çeUe  valeur  de  sin^x  dans 
celle  de  sinx,  il  en  résoltera  siax=4sia|xcosïxcos^j:;  mais  on 
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son,  en  optant  Cûfome  tont^-l'faeBre,  nii|j7=aariii|j:co0ÎX}  pv 
eons^qnent  siQ:r=â  na^xcosixcos^orcMlx.  On  poam  chaMer 
ùn^jc  ou  mo^'en  de  r^^nation  ân|j;=  aùn-^xcos-^x;  par  consé- 
quent îl  Tiendra  ùnx=xi6 sinr^xco»ixco9^xcos\xc<H-^. 

On  Toit  qa*en  continuant  de  la  mémo  manière  ^  on  introdnira  cbaqœ 
fois  im  noaveaa  cosiniu,   et  (ju'on  aura  en  général 

sinx=a"6in  — xcoSîa;cos5*cosgxco»-î^x....co9-i;ar. 

Mais  plus  «  sera  grand,  plus  Tare  —,  x  sera  petit,  et  par  conséquent, 
inoios  il  difi^ra  de  «on  sinus,  et  plus  son  cosinus  approchera  da 
rayon  on  de  l'unité;  la  limite  de  l'expression  précédente  sera  donc 

.    sinx  =  X  cosixcosjx  cos^x  etc. 

On  tirera  de  là    - 

sinar 

et  à  cause  que =  sécz,  on  en  conclura  atfssi 

^         COI»  * 

xz^sinx  séc^x8écixséc|x  etc. 

Ce  produit  converge  toujours  vers  une  valeur  finie';  car  à  mesure  que 
l'arc  devient  moindre,  la  séCante  approche  dn  rayon  ou  de  l'unité  ,  ainsi 
les  ^teurs  vont  toujours  en  diminuant.  , 

En  prenant  les  logarithmes,  on  .ramènerait  ce  résultat  à  la  £6rme  d'unr 
suite  ordinaire,  car  on  trouverait 

lx=lsipx+lBéc^x4-lséc^x-f-lséc|x+  etc^ 

Ce  n'est  pas  ici  le  *  seul  exemple  d'un  développement  exprime  par 
un  produit  composé  d'une  Infinité  de  facteurs;  on  en  connaît  un  assez 
grand  nombre  d'autres,  dérivés  des  séries  obtenues'  ci-dessus  pour  e' , 
sinx,  cosx,  etc.;  on  les  trouvera  dans  le  troisième  volume  de  cet  Ou- 
vrage ,  où  ils  seront  vérifiés  par  divers  procédés. 

58.  Lorsqn*on  a  obtenu  l'expression  d'une  quantité  par  une  suite  or-    Du  leuxir  du 
donnée  suivant  les  puÎM^efi  d'une  autre  quantité,  on  peut  renverser  "■''"' 
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la  question  en  regardant  la  seconde  comme  une  fonction  dé  la  première,^ 
et  chercher  son  développement.  C'est  ainsi  qu'après  avoir  trouvé  la  va-* 
leur  du  cosinus  et  du  sinus',  au  moyen  des  puissances  de  l'arc,  on  peut; 
demander  celle  de  1  arc  lui-même.  Les  problèmes  de  ce  genre  sont  Tofa- 
jet  du  relotir  des  suites.  Je  vais  exposer  d'abord  le  procédé  que  Newton  y 
qui  les  résolut  le  premier,  nous  a  transmis  dans  une  de  ses  lettres  à  01- 
dembourg ,  parce  qu'il  me  parait  le  plus  naturel. 

Soit  X  un  arc  de  cercle,  et^  son  sinus,  on    aura'  (Sg) 


-r=^- 


5o4o 


si  on  pouvait  éliminer  tontes  les  puissances  de  or,  excepté  la  première,' 
on  obtiendrait  la  valeur  de  x  enj-;  or  c'est  à  quoi  on  paniendra  facile- 
ment de  la  manière  suivante  :  .  . 

On    calculera  d'abord  la  troisième  puissance  de  ^,  soit  directement, 
soit  à  l'aide  des  formules    du  n*  19,  et  on  trouvera,  après  les  réduc- 

lions,  ^'  =  je* 1-  —  a:'  —  etc.  j  éliminant  -,  .entre  cette  équation  et 

la  proposée  ,  -r*  comme  une  inconnue  particulière ,  il  viendra 

ce  qui  donne,  en  réduisant, 

Formant  ensuite  la  cinquième  puissance  de ^,  on  aDraj^^si-*— -^ — (-'etc.; 
et  chassant  x^  du  dernier  résultat,  on  trouvera 

OU 

mais  on  a  ^'  =  x'  —  etc.  :  par  conséquent 

Nous  voilà  -  donc  parvenus  au  développement  de  x  en  ^t*  ,  ■  pousse 
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^squ'k  la  septième  puissance  de  y  y  et  la  marche  que  nouj  avons  Suivie 
:pour  y  arriver  est  assez  claire  pour  qu'on  puisse  la  continuer  aussi  loin 
'  qu'op  voudra.  En  calculant  encore  deux  termes  4e  plus,  on  aura 

^+6^+:p-^+if;^'+ J;/'+5&  ■^"  +  «=•  =-■ 

Quoiqu'on  ne  voie  pas  tout  de  suite  la  loi  des  dîfférens  termes  de  la 
série  précédente,  on  la  découvrira  en  décomposant  les  coefficîens  et 
les  divisenrs  nume'rîques  dans  leurs  facteurs  simples,  et  il  viendra 

tdle  est  Texpression  de  l'arc  oé  développé  eutvant  les  puissances  de  son 
sinus  y. 

Cet  exemple  suffirait ,  en  quelque  sorte  ,  pour  ialre  conualtre  l'esprit 
de  la. méthode;  nous  remarquerons  cependant  que  si  on  avait 

il  &ndrait,  pom*  plus  de  commodité,  passer  la  quantité  déterminées 
dans  l'au^  membre^  et  faire/  —  a=z^   ce  qui  donnerait 

s  ;=  frx  -4-  C3C^  H-  da?  +  etc. ,    . 

et  le  résultat  procéderait  alors  suivant  les  puissances  de  2.  Sans  cette 
précaution  ,  chaque  puissance  de/  produirait  de  nouveaux  termes  indé- 
pendans  de  x  ;  et  il  naîtrait  de  là  une  suite  indéfinie  pour  le  premier  terme 
da  développement  cherché. 

Si  la  série  proposée  ne  renfermait  pas  là  première  puissance  de  xl 

«on  n'aurait  que  la  valeur  de  la  puissance  la  moins  élevée,  et  par  con- 

'  séquent  il  faudrait  extraire  du  résultat  une  racine  du  degré  marqué  par 

l'exposant  de  cette  puissance,  ce  qia  serait  &cile,  au  moyen  des  for- 

'  mules  du  n"  1:9. 

Un  des  avantages  les  plus  remarquables  du  procédé  qui  nous  oc- 
cupe, c'est  de  conduire  (directement  à  la  forme  de  ta  série  cherchée. 
Soit  pour  exemple 

s  =:  ÉKT*  +  hc^  4-  «^  "4-  etc.  ; 

il    faut  éliminer  d'abord  3?i  or  pour  cela  on  doit  élever  z  à  une  puis- 
sance telle  que  le  premier  4erme  sôit  affecié  de  x^.  Supposons  que  cette 
1.  i3 
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condition  soit  remplie  par  le  déTeloppement  de  2*;  oh  atnra  n^cessai* 
renient  z'^^tfa^'  -^  etc.,  il  faudra  par  conséquent  que  3m=3,  ou 
que  m^~.  On  élèvera  donc  la  série  qui  exprime  2  à  la  puissance  f, 
ce  qu'on  pourra  &ire  commodément  en  lui  donnant  la  forme  suivante  i. 

s^:a:'{a-+-^'^'H-^'3^-|-*tc.},  et  on  trouvera  z'srax'+i^'''       ^  +  *'C- 

On  chassera  x^  par  cette  équation;  il  ne  restera  plus  que  x*,  x*^  et 
des  puissances  supérieures.  En  élevant  z  au  quarré ,  00  aura  un  résul* 
tat  qui  servira  à  l'élimination  de  x*.  Cette  opération  peut  être  conti- 
nuée actuellement  sans  difficulté,  quand  même  il  serait  encore  nëces* 
saire  d'élever  la  valeur  de  s  à  des  puissances  fractionnaires. 

La  quantité  représentée  par  z  pourrait  être  elle-même  nne  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  de^,  sans  que  pour  cela  le  procédé 
èhangeàt  ;  il  serait  s,eulenient  nécessaire  d'ordonner  les  développemenS' 
des  diflërentes  puissances  de  z  par  rapport  à  ^ ,  en  repassant  de  la  pre- 
mière de  ces  quantités   à  la  seconde. 

Enfin  si  on  avait  deux  séries  telles  que 

I  3  =  AT  +  ^^'  -f-  ex*  -f-  etc. 
\  /  =  o'x  H-  i'x'  +  c'x*  -f-  etc. , 

«n  pourrait,  par  la  même  mélliode  ,  trouver  le  dévelt^ipemrat  de  î 
«a  t,  et  réciproquement. 

Pour  avoir  z,  par  exemple,  on  prendra  la  valeur  de  x  en  ;  dans  I» 
seconde  série  ,  et  on  la  substituera  dans  la  première.  Xe  résultat  de 
cette  opération  ne  contiendra  plus  que  le  quarré  et  les  puissance»  w 
périeures  de  x.  On  élèvera  ensuite  la  seconde  série  au  quarré ,  et  on 
en  tirera  une  valeur  de  x*  en  ï',  x*,  x*,  etc. ,  qui  donnera  le  moyen 
de  chasser  x'  du  résultat  précédent  :  en  continuant  de  la  même  ma-> 
nière,  on  se  débarrassera  successivement  des  diverses  puissances  de  x. 
Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  revient  à  celui  qn'on  suit  ordi- 
nairement pour  l'élimination,  mais  avec  cette  différence  qu'au  lieu  de 
commencer  par  chasser  les  termes  dont  l'exposant  est  le  plus  haut,  on. 
opère  d'ahord  sur  ceux  dii  il  est  le  plus  petit.' 

-  Yoici  maintenant  une  formule  générale  qui  renferme  tous  les  cas  où  les 
exposans  des  puissances  de  x  forment  uoe  progression  par  différences. 
Soit 

jf  =  k -\- ax -^  èx*  -j-  cx^  -f-  dx*  -t-  fx*  +  etc. 
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En  transposant  k,  el  faisant,  pour  abréger,  ^  — A=z,  on  aura 
a  ^  flx  4- ix"  +  cx^ -\~  dx* -t' ex''  +etc. .  * (i). 

Calculant  les  valeurs  de  a%  z',  s*,  etc.,  on  pourra  éliminer  sncces- 
sivement  x',  x',  j::*,  etc,^  comme  nous  l'avons  pratique'  dans  les  exemplet 
précédens ,  et  on  trouvera 


+( 


59.  On  peut  encore  arriver  au  même  résultat  par  la  méthode  des  coe£- 
ficiens  ludétermioés,  en  supposant 

x=  Jz-k-Bz* -h  Cz^-^Dz^+Es.^ -^  etc., 

et  en  calculant,  par  le  moyen  des  formules  du  n'  ig,  les  valeurs  de 
X*,  or',  jc*f  x",  etc.  pour  les  substituer  dans  l'équation  (i).  Ces  opé- 
rations e'tant  exécnte'es ,  ou  transposera  le  premier  membre  dans  le  se- 
cond, et  on  égalera  ii  ze'ro  tous  les  termes  affectés  d'une  même  puis- 
sance de  a ,  ce  qui  fournira  les  équations  nécessaires  ponr  déterminer 
les  cpefficiens  j4  ,  B ,  C,  etc.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  les  détails 
de  ces  calculs  ,  dont  on  a  déjà  vu  un  assez  grand  nombre  d'exemples  ; 
mais  je  tracerai  la  marche  de  l'opération  propre  h-  tirer  la  valeur  de  z 
de  l'équation 

«z  + /S:^ -4- >z^  4-  «Ta* -4-  etc.  =  ax-h  Ax'4-cjc'  +  (ir*  +  elc. , 

formée  par  deux  saites  infinies. 
Si,  après  avoir  supposé 

X  =  ^s  4-  5z'  -+-  Cz"  4-  Dz*  4-  etc. , 

on  développait  actuellement  les  puissances  de  cette  dernière  série,  soit 
par  la  formole  de  la  page  3o  ;  soil  par  des  ihultipHcalions  successives, 
la  substitution  immédiate  de  ces  puissances  ne  conduirait  qu'à  de^  fé- 
sullals  dépourvus  de  symétrie,  comme  celui  qui  termine  l'article  précé- 
dent ,  et  d'après  lequel  il  serait  impossible  de  prolonger  la  valeur  de  x, 
au-delà  des  termes  déjà  trouvés.  Voici  un  procédé  qui,  à  la  vérité, 
a  rinconvénlent  de  laisser  encore  beaucoup  de  calcids  à  effectuer,  mais 
qui  du  moins  met  en  évidence  la  loi  qui  les  lie  entre  eux ,  et  le  moyen  de 
les  pousser  aussi  loin  que  l'on  voudra  ,  par  des  formules  symétriques. 


yGoot^lc 


loo  INTROPUCTION. 

Que  l'on  fasse  d'abord  . 

a:  =  -rf,s  -f-  B,z*  +  C,«*  +  i?,z<  +  etc., 
X'  =  ^.s'  +  5.2'  +  Cs*  H-  iJ.a*  H-  etc., 
or»  =  ^jz'  +  Jy^a*    +  Cja*    +  /?3s'    +  etc., 

a:"  =  J^z'  H-J.z'+'  +  C.a'^'H-Zï.z'+'H-  etc., 

ensorie  que  les  lettres^,,  B^  C,,  etc.,  désigoent  les  coef&ciens  de 
la  puissance  n  du  polynôme 

ji,z+B,z*  +  C,s'+ A«*  +  etc.  =  ï(^.+B,3+C,2'+Z?,z'  +  etc.), 

et  que  l'on  substitue  dans  l'équation  proposée  les  développemens  des 
puissances  de  x.  En  passant  tous  les  termes  dans  un  seul  membre,  il 
Tiendra 

aJfi  4-  aBfi'  +  a<7,a*  +  flZ>,s*  +  etc. 

+  i^,s'  H-  hB^z^  +  bC,i^  +  etc. 

+  cJis'>  H-  cBfi^  H-  etc. 

+  ii^^a*  -j-  etc. 

+  etc. 

—  cea    —    /Sa'    —    j-a*    —    /a*    —  etc. 

d'où  l'on  tirera 

0^1  —  «  =  o,  1  ^,  =  — ,        . 

'  I  " 

a5,  +  A^.  —  ^  =  o,  I  5.  =  ^^^, 

flC.  +  i5.  +  c^,  —  >.  t=  o,  )  C.  =^~*^^~^,  ' 

aD,  +  iC,  +  cB^  -h  dJ^  —  J'  3=  o,  I  />.  =  i=±£2=^lIl±Ù, 

etc.  J  etc. 

équations  dont  la  loi  est  évidente  et  qui  déterminent  d'abord  À^ ,  pois 

B,  par  ^,,  iC,  par  Jî,  et  .^,,  Z>,  par  C„  B,  e\  Ji, 

et  ainsi  de  suite ,  de  manière  que  chaque  coefficient  de  la  valeur  de  x 

dépeud  des  coefficiens  précédens,  calcule's   pour  les  puissances  dont 

le  plus  haut  exposant  est  égal  au  rang  qu'occupe   le  coefGcient  cherché. 

Les  coelBciens  prcce'dens  se  calculent  par  les  équations  placées  au 
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bas  de  1>  page  ag.  Il  suffit  pour  cela  d'y  changer 

«,  3,  c,  d,  elc.     en    J.^  5,,  C,,  A,  «te. 
pnisqu'on  veut  former  le  développement  de    . 

(-^,+5,zH-C^s'+i),a'H-etcO"  =  XH-^-zH-C.s'  +  Zï.a'  +  elc.  : 
écrirant  donc 

A^j  B,y  C,  D,y  elc.    an  lieu  de    A  y  B,  C,D,  etc., 
dans  les  équations  citées  >  elles  deTÏennent 

A,?=zA,' 
'A,B;=nB,Ai 
:iA,C^n—i)B,B,+3nC,A^ 
3^.ZÎ.=(n— 2)B,  C.-Kan— ï  )  C,B,-]-ZnD,A^ 

'/^,E„=(n^5)BJ>.-+-(^n-~2)C,C^-+{$n~i)D,B,+4nE,A, 
.5-^,F,=<»— 4)5.£'.-l-(2»— 5)(7.Z?.-f-(3/ï— 3)i>.a.+(4n— i)£,5.+5/ïJ',^, 
etc. 

En  y  disant  successÎTement  n  =  3,  b=:5,  n  =  4,  etc.,  on  en  ti- 
rera la  valeur  de  A,  pour  la  substituer  dans  celle  âéS^  (pag.précéd.); 
celles  de^.  et  de  A^,  pour  les  substituer  dans  celle  de  C,,  et  ainsi 
des  autres.  Si  l'on  effectue  ces  calculs,  en  laissant,  pour  abréger,  dans 
l'expression  de  cbacun  des  coeflîciens  A,fB,t  C,,  etc.  les  lettres  qui 
désignent  les  coefficiens  précédens ,  et  en  omettant  les  chîib'es  i , 
puisqu'il  n'en  reste  pas  d'autres,  on  trouvera 


.    i~ibBC—abJD-—ScAB'-'3cJ'C—4Jj^S  — r.^  g 

.   X—abBD—bO^<ibAE-~cB^—ecJBC~^cA'D~èiIJ'B'^4dJ-'C-~5eyHB—fJ«  , 
**■' ' -^ ■ ^— « 

4-etc., 

développement  inséré  par  Moivre  dans  les  Transactions  philosophiques 
pour  1698  (page  190) ,  et  dont  il  a  indiqué  la  loi. 
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La  forme  donnée  ci-dessus  aux  équations  d'où  dépend  le  retour  des 
suites,  montre  combien  on  simplifierait  le  calcul ,  par  l'emploi  d'un  pro- 
cédé propre  à  dériver  aisément  les  uns  des  autres ,  les  divers  coeffi- 
ciens  des  puissances  du  polynôme  yi,-\-B,z-\-elc,  ;  et  c'est  aussi  ce 
qu'ont  fait  les  Analystes  allemands  qui  ont  tourné  leurs  recherches  sur 
le  développement  de  ces  puissances;  mais  antérieurement  à  leurs  tra- 
vaux y  on  avait  déduit  du  calcul  différentiel  plusieurs  formules  régulières 
pour  passer  d'une  série  à  son  inverse;  c'est  pourquoi  je  ne  m'étendrai 
pas  davantage^  pour  le  moment,  sur  cette  matière.  Ceux  qui  voudraient 
faire  des  applications  particulières ,  trouveront  poussée  jusqu'à  neaf 
termes,  dans  la  seconde  édition  de  la  T^rigonométrie  de  M.  CagnoU 
(page  4^),  la  série  que  j'ai  rapportée  page  99,  et  dans  laquelle  rentre 
celle  de  Moivre  ,  lorsqu'on  prend  a=  i ,  et  qu'on  suppose  nulles  les 
quantités  /3,  j-,  «T,  etc. 

Dcvcloppcment  6o.  Jusqu'ici  la  forme  de,  la  série  à  coefllciens  indéterminés,  propre 
<io1i".S'^!i^  i  représenter  d'abord  le  développement  cherché,  était  aisée  à  prévoir, 
cquaiioiu  oii  le*  soît  par  l'examcn  des  cas  particuliers ,  soit  par  la  simplicité  de  l'équa- 
«eUa.  ''°°  ^  laquelle  il  fallait  satis&ire;  mais  quand  cette  équation  con-- 
tient  des  termes  où  la  fonction  et  la  variable  dont  elle  dépend  sont  cont 
binées  entre  elles,  la  loi  que  doivent  suivre,  dans  les  différens  termes, 
les  exposaos  de  la  variable  ,  ne  se  découvre  que  par  une  recherche  spé- 
ciale. Ou  parviendrait  bien  à  la  trouver,  en  résolvant,  par  rapport  à  la 
fonction  proposée,  l'équation  donnée,  et  en  développant  les  radicaux 
compris  dans  l'expression  de  ses  racines;  mais  ce  moyen  ne  serait  plus 
praticable  si  elle  passait  le  quatrième  degré  ,  et  deviendrait  déjà  très- 
peu  commode  pour  le  troisième ,  à  cause  de  la  complication  des  radi- 
caux. Voyons  donc  comment  on  a  surmonté  cette  difficulté. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  développement  cherché,  d'abord  qu'on  le 
suppose  composé  d'une  suite  de  monômes,  on  quelconque  de  ses  termes 

pourra  être  représenté  par  jéx  ,  ensorte  qu'on  aura  en  général 
j  =  ^x*  +  Bx^  ■+■  Cû?  +  etc.  , 

les  exposans  a,  /S,  }',  etc.  pouvant  être  des  nombres  quelconques.  Ce- 
pendant, lorsqu'on  développe  une  fonction,  on  a  presque  toujours  pour 
but  d'en  trouver  une  valeur  approchée ,  ce  qui  exige  que  la  série  à  laquelle 
«n  parvient  soit  convergente  :  or  on  ne  peut  remplir  eu  général  cette 
dernière  condition  que  lorsque  la  quantité  x  est  très -petite  ou  très- 
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grande.  Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  les  exposanstt,  0$yf  etc. 
doiveat  être  positifs  et  rangés  snivant  l'ordre  de  leurs  grandeurs  refpec-^ 
tives,  en  commençant  par  le  plus  petit;  dans  le  second,  au  contraire, 
ils  doivent  être  négatifs,  ou  du  moins  finir  par  devenir  tels,  et  par 
conséquent  s'il  y  en  a  de  positifs  il  &udra  les  écrire  les  premiers ,  en 
commençant  par  le  plus  grand. 

Les  méthodes  analytiques  d'approximation  ont  la  plus  grande  analo- 
gie avec  celles  que  l'usage  des  fractions  décimales  a  introduites  en  Arith- 
métique, et  qui  consistent  à  chercher  successivement  les  chiffres  de 
l'espèce  la  plus  haute ,  et  ji  négliger  ceux  des  espèces  inférieures.  Les 
nombres,  par  l'arrangement  même  des  chiffres  qui  les  expriment ,  sont 
ordonnés  suivant  les  puissances  de  10  {*);  on  juge  de  la  valeur  des 
chiâTres  qu'on  trouve  et  celle  des  chiffres  qui  restent  à  trouver ,  ou 
qu'on  néglige  ^  par  le  rang  qu'ils  occupent ,  et  les  plus  considérables  se 
présentent  les  premiers  :  on  ordonnera  donc  aussi  les  expressions  alg&* 
briques  afin  de  trouver  d'abord  les  plus  grands  termes  et  ensuite  ceux 
qui  sont  inférieurs;  mais  cela  ne  peut  se  faire  à  moins  qu'on  n'as- 
signe un  degré  de  grandeur  à  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression que  l'on  considère. 

Il  ne  parait  pas  facile  de  discerner  les  plus  grands  termes  dans  une 
expression  qui  renferme  à  la  fois  deux  varîables  données  implicitement 
l'une  par  Vautre;  telle  serait,  par  exemple,  l'équation 

ax^j-    -{-1>JC  j    +  cj?^   -f-  etc.  ^  o. 

,  Les  quantités  x  et^  sont  liées  entre  elles  d'une  manière  qui,  quoique 
déterminée,  ne  permet  pas  de  juger,  à  la  simple  inspection,  comment 
les  changemeos  de  l'une  influent  sur  l'autr»^  ;  et  il  arrivera  souvent 
qu'elles  mai'chcront  en  sens  inverse,  ensorle  que  la  première  élaut 
très-petite,  la  seconde  sera  très-grande,  et  réciproquement;  on  bien 
que  Tane  décroissant  très-rapidemenl,  l'autre  n'éprouvera  pendant  ce 
temps  que  fort  peu  de  diminution. 

Les  Géomètres  ont  imaginé  dîfleVens  moyens  pour  distinguer  parmi 
les  termes  d'une  équation,  ceux  qui  sont  les  plus  grands.  Newton  in- 
venta le  parallélogramme  analytique  que  de  Gua  réduisit  ensuite  à  un 

(*)  Le  nombre  349 ,  537,  P*'  «xsniple ,  n'est  autre  cliose  que 

3(10)»  +  4(10)'  +  9(10)»  +  5(i,o)-'  +  3(.tf)-'  +  7(10)-». 
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triansle  :  Taylop  a  employé  une  construction  géométrique  ;  mais 
M.  Lagrange  a  donné  un  procédé  analytique  très-simple  et  très-com*- 
mode,  que  nous  allons  faire  connaître. 

6i.  Soit  une  équation  quelcouque 

ax-"f  4-  «'x-y  +  a'jtr'j''  +  fl'x"y  +  etc.  =  o  ; 

on  représentera  par  -//x*  le  premier  terme  du  développement  dej*,  et 
en  supposant  x  très-petite ,  il  suffira  d'avoir  égard  à  ce  terme  qui  com- 
posera la  plus  grande  partie  de  la  valeur  de^.  En  le  substituant  à  la 
place  de  cette  variable,  dans  l'équation  proposée,  on  trouvenij 

Cette  équation  ne  devant  avoir  lieu  que  d'une  manière  approchée, 
il  faut  en  classer  les  termes  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur^  marqua 
par  l'exposant  dont  ils  sont  a^ectés,  et  ne  conserver  quç  ceux  qui 
sont  du  degré  le  moins  élevé:  or  cela  ne  se  peut  tant  que  l'expo- 
sant a  est  inconnu.  Pour  le  déterminer  on  renurquera  que  Féquatioti 
que  nous  considérons  ne  saurait  être  satisfaite,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
puissances  inférieures  de  x,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  variable,  s'il 
ne  s'y  trouve  deux  termes  comparables  entre  eux,  c'est-à-dire  du  même 
degré ,  et  dont  l'exposant  soit  plus  petit  que  ceul  des  autres. 

Il  s'agit  donc  maintenant  de  trojuver  pour  et  une  yalenr  qui  rende  den^ 
des  nombres 

m-^netf  m'-^n'a,  fn'-f-n'«,  m*-f-«'a,  m" -!-»"«,  etc. 

égaux  entre  eux  et  plus  petits  que  tous  les  autres. 

Chaque  équation  qu'on  formerait  en  égalant  deux  à  deux  les  nombres 
proposés,  donnerait  une  valeur  de  a  qui  satisferait  à  la  première 
condition,  et  qu'U '  faudrait  substituer  dans  /n-{-na,  it/ -^n'ei ^  etc.  ^ 
pour  s'assurer  si  elle  remplit  la  seconde  ;  mais  en  opérant  ainsi ,  on  fe- 
rait souvent  beaucoup  de  combinaisons  inulUes  qu'on  peut  éviter,  comme 
.  on  va  le  voir. 

En  égalant  seulement  le  premier  terme  à  chacun  de  ceux  qui  le  suivent , 
pour  en  tirer  diverses  valeurs  de  «,  qu'on  désignera  par  a',  a*,  «*,  etc.  ^ 
il  en  résultera 
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Au  Hea  d'essayer  ces  valeurs  chacune  en  particulier,'  cberchons  dans 
la  série 

m-f-R*,     m'-+-n'a.f     m*+n'a,     m'-^-n'a^  etc (i) 

l'expression^  des  différences  entre  le  premier  terme  et  chacun  des  autres  : 
il  viendra 

m'— m-f-(n'— n)*,  m' — m-\-(n' — «)«,  nf — m-^(n' — n)«,etc; 

mais  au  moyen  des  valeurs  de  et  trouvées  précédemment,  on  aura 

m' — m= — a'(n'—n),  m' — nc= — a'(n' — n),m'' — m^ — a'(n' — n),  etc.' 

et  par  conséquent  les  différences  ci-dessus  pourront  être  e:xprimées 
comme  il  suit  : 

(«'— n)(» — a'),     (n'— n)  (a— a'),     (a'— h)  (a — *')  ,  etc. 

Si,  poiu- abréger,  CD  iàit  »ï-+-n«=:-7r,  la  série  (i)' prendra  la  forme 

-jr,  ^+(n'-^)(«--a'),  *+(n'_n)(ct— a'),  ir+(n-— «)(«_«") ,  etc.. (a); 

et  conune  on  peut  toujours  ranger  dans  l'ordre  qu'on  voudra ,  les  termes 
de  l'équation  proposée ,  on  les  écrira  de  manière  que  les  nombres 
n ,  «',  n',  re",  etc.  forment  une  progression  croissante ,  ce  qui  rendra 
positives  toutes  les  quantités  n' — n^n' — n,  n* — n,  etc.  Dans  cet 
état  de  choses,  on  voit  évidemment  que  si  on  donne  à  a  la  plus 
grande  des  valeurs  représentées  par  a.',  a',  a*,  etc. ,  le  terme  qui  répond 
à  cette  valeur  deviendra  égal  au  premier  *  et  plus  petit  que  tous  les 
autres.  En  effet,  si  pour  Oxer  les  idées  on  suppose  qu'elle  soit  et*,  le 
quatrième  terme  de  "la  série  (a)  se  réduira  à  ■«■,  et  on  verra  en  même 
temps  que  les  quantités  (»' — n)  (a—  *')  ,  (n' —  n)  (* —  oc')  ,  etc.  seront 
toutes  positives. 

La  plus  grande  des  quantités  a',  a',  <t',  etc.  satisfera  donc  aux  deux 
conditions  demandées. 

Si  la  question  proposée  a  encore  d'autres  solutions,  ce  nç  peut  être 
que  des  nombres  plus  petits  que  celui  qu'on  vient  de  trouver,  car  si 
dans  la  série  (2)  on  substituait  au  lieu  de  et  un  nombre  plus  grand  que 
a',  qui  par  hypothèse  surpasse  les  autres  valeurs  a',  «.',  «,",  etc.  ,  le 
premier  terme  deviendrait  moindre  que  tous  ceux  qui  le  suivent,  et 
par  conséquent  la  première  coadition  ne  serait  plus  remplie. 

I.  14 
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Supposons  donc  qu'on  prenne  pour  a  un  nombre  plus  petit  qae 
ot",  alors  les  termes  it,  •*  +  («' — ra)  (* — *')  ,  *+(«' — n)  (* — «*) 
seront  plus  grands  que  'X-\-(n' — n)  (a  —  a'),  car  la  différence 
A  —  «,'  sera  négative  et  surpassera  toutes  les  difFérences  négatives  qui 
pourraient  se  trouver  parmi  les  précédentes;  de  plus  elle  est  multi- 
pliée par  la  quantité  n* — n  qui  surpasse  aussi  les  quantités  n' — n  et 
n'~—ny  puisque  les  nombres  n,  n',  n'  forment  une  progression  crois- 
sante. Il  suit  de  là  qu'on  doit  Êiire  abstractîoa  d'è  tous  les  termes  qui 
précèdent  celui  dans  lequel  se  trouve  la  plus  grande  des  valeurs' 
a',  a'j  aTf  etc.  En  considérant  ceux  qui  le  suivent ,  on  verra  que  les 
plus  petits  d'entre  eux  peuvent  devenir  moindres  que  les  premiers , 
parce  que  si  dans  les  différences  et  — ct'%  <t — a%  etc.  il  s'en  trouve  qui 
soient  négatives,  comme  elles  seront  multipliées  par  des  nombres 
n" — Ttf  n" — n,  etc.  pins  grands  que  leurs  correspondans  dans  l'autre 
partie  de  la  série ,  elles  donneront  des  résultats  négatifc  qui  surpasse- 
ront ceux  qu'on  aurait  trouvés  dans  les  termes  qui  précèdent  le  qua- 
trième. 

On  conclura  donc  de  là  que  pourT>Btenir  une  seconde  solution,  il  ne' 
&ut  avoir  égard  qu'au  terme  qui  contient  la  plus  grande  valeur  de  et, 
et  à  ceux  qui  viennent  après  lui.  Dans  l'hypothèse  que  nous  avons 
établie,  a*  étant  la  plus  grande  valeur,  le  terme  qui  la  donne  est  re- 
présenté par  m*-f-n*a  dans  la  série  (i);  on  considérera  donc  la  nou- 
velle série  m''-\-n'ct,  »»"+»"«,  ni'-j-h'etf  etc.,  et  on  opérera  sur 
celle-ci  comme  nous  avons  ait  sur  la  proposée. 

Il  pourrait  arriver  qu'une  même  valeur  de  et  rendit  plusieurs  termes- 
égaux  au  premier,  dans  la  série  (a):  alors  il  ne  faudrait  partir,  pour  la- 
recherche  d'une  nouvelle  solution  ^  que  de  celui  de  ces  termes  qui  se 
trouve  le  plus  éloigné  du  premier;  car  il  est  aisé  de  voir  que  tous  ceux, 
qui  sont  avant  lui  le  surpasseront,  lorsqu'on  prendra  pour  et  un 
nombre  moindre  que  la. plus  grande  valeur  trouvée  dans  l'opération 
précédente. 

Les  détails  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  sont  renfermés 
dans  la  règle  suivante  ; 

On  égalera  le  premier  terme  de  la  série  à  chacun  des  suivons  ;  on  pren- 
dra la  plus  grande  des  valeurs  de  et,  qui  résulteront  des  équations  qiîoit  ■ 
aura  formées  ainsi ,  et. ce  sera  la  première  solution  de  la  question  proposée. 
On  partira  ensuite  du  dernier  des  termes  j  qui,, par  sa  comparaison  avec  le 
premier j  a  donné  cette  plus  grande  valeur,  pour  Régaler  à  chacun  des  sui- 
vons, et  qui  fera  connaître  de  nouvelles  valeurs  de  et,  parmi  lesquelles  on 
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choisira  la  pbts  grande ,  <fiu  résoudra  encore  la  question.  On  partira  da 
nouveau  du  ferme  le  plus  avancé  de  ceux  gui  ont  donné  la  solution  pré- 
cédente, et  on  le  comparer*  avec  les  termes  ultérieurs ,  comme  on  ta  in^, 
diqué  ci-dessus. 

En  continnaot  ainsi,  on  parviendra  à  trouver  tontes  les  Taleurs  de  s 
qui  rendent  deux  ou  on  plus  grand  nombre  de  termes  de  la  série  (i) 
égaux  entre  eux  et  moindres  que  tous  les  autres. 

62.  Prenons  pour  exem^Je  l'équation 

a  —  da^f  _(_  o*^  —  «•  ^  -h  a"x^J^  —  a^  ^  ~  °- 

£a  y    Substituant  ^x*  an  lieu  de^,  elle  deviendra 

et  pour  en  connaître  les  pins  grands  termes,  dans  la  supposition  de  x 
très-petite ,  il  &udra  déterminer  a.  de  manière  à  rendre  deux  des 
nombres  o,  5-+-«,  — i-(-aa,  — 5-f-4*,  a+5*,  — 5-(-6«,  é^ox 
entre  eux  et  plus  petits  que  les  autres. 

Oo  égalera ,  d'après  la  règle ,  le  premier  terme  à  tous  les  anirea ,  ce 
qui  donnera  successivement  pour  a.  les  nombres  — ^j-t  2»  —  i»  ?> 
dont  le  plus  grand,  7  *  satts&it  à  la  question.  En  effet ,  en  substituant 
2  à  «,  les  nombres  proposés  deviennent  o,  ~j  j»  **>  "jJ  T>  *'  ^®' 
deux  termes  égaux  sont  plus  petits  que  les  autres. 

On  prendra  ensuite  le  terme  — 5+4''->  ^^^  ^^  ^  ^^  1^  solntion 
précédente,  pour  le  comparer  aux  deux  snivans,  aH-5tt  et  — 3  +  6«; 
il  résultera  de  là  o,^  — y  et  0,= —  i.  Eu  regardant  comme  la  plus 
grande  de  ces  valeurs  celle  qui  s'éloigne  le  moins  du  positif,  on  prendra 
a=  — I,  et  on  aura  \^  six  nombres  o,  a,  — 3,  —9,  —  5,  — 9^ 
parmi  lesquels  — 9  est  le  plus  petit.  Ici  l'opération  est  achevée,  puis- 
que la  solution  qu'on  vient  d'obtenir  est  déduite  de  la  comparaison  du 
'quatrième  terme  avec  le  dernier. 

En  substituant  les  deux  valeurs.de  a  dans  l'e'quatîon.  proposée ,  elle 
deviendra ,  en  Vertu  de  la  première , 

a  —dAx*  ^ a'J'sr-^ <fA^  +  a^^j^sc *  —  d'A'x*  =s o  ; 
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et  en  retta  àe  la  seconde, 

a  —  t^JjC  H-  «•^•x-*  —  i^J*x-*  +  «"^x-*  —  a'J*x-*  =  o. 

Dana  le  premier  de  ces  résultats,  les  deux  plus  grands  termes  sont  a  et 
i^J*;  dûis  le  second,  ce  sont  a'^*x-»  et  aV*x~*. 

63.  Pour  connaître  les  termes  les  plus  consïdéraBIes  d'une  équation  f 

dans  la  supposition   de  x  très-grande ,  on  substituera  ^àx,  etoncbeiv 

chera  parmi  les  termes  de  l'équation  transformée  ceux  qui  deviennent 
les  plus  grands  lorsqu'on  suppose  la  valeur  de  t  fort  petite  ,  hypothèse 
qui  rend  celle  de  x  très-grande. 

On  parviendrait  directement  au  même  but  en  observant  qu'après  la 
Substitution  de  j4x  pour  j' ,  dans  l'équation  proposée  ,  les  plus  grands 
termes  seront  ceux  qui  renfermeront  la  plus  haute  puissance  de  x,  et 
que  par  conséquent  on  les  tarouvera  en  déterminant  et,  de  manière  que 
deux  des  nombres  de  la  suite  m-^na ,  m'-f-  n'a ,  m*+  «'a,  etc.  deviennent 
égaux  entre  eus  et  surpassent  tous  les  autres.  Cette  dernière  question  se 
résoudra  en  prenant  parmi  les  quantités  «',  a',  a.',  etc.  du  n°  6i ,  celle 
qui  est  la  plus  petite,  et  en  continoant  à  choisir  dans  chaque  nouvelle 
série  la  plus  petite  des  valeurs  de  a. 

Dans  l'exéniple  du  numéro  précédent,  la  plus  petite  des  valeurs  de  « 
que  nous  avons  trouvées  d'abord ,  est  —  5  ;  et  elle  donne  les  six  nombres 
o,  o,  —  7,  — iiy,  —  i5,  — ai,  dont  Ips  deux  premiers,  égaux  entre 
eux,  (Vivent  être  regardés  comme  les  plus  grands,  puisque  les  autres 
sont  négatifs.  La  solution  — 3  ayant  été  déduite  de  la  comparaison  du 
second  terme  de  la  suite  proposée  avec  le  premier,  on  égalera,  confor- 
mément k  la  règle,  ce  second  terme  à  chacun  de  ceux  qui  le-  suivent, 
pour  obtenir  une  autre  solution.  La  plus  petite  valeur  de  a  tirée  de  cette 

opération  sera.  7  ,  d'où  résultera  cette  série  :  o,  -r  ,  —  -.,  — 4  t~r»  —  l> 
4  :  4  4  4  4 

dans  laquelle  -j  remplira  les    conditions   imposées.    Enfin  comparant 

le  cinquième  terme  de  la  suite  proposée  avec  le  sixîème ,  on  trouvera 
«=:5,  d'oii  il  viendra  o,  8,  9,  i5,  27,  2y;  et  37  satisfera  encore  à 
la  question.  '  . 

La  substitution  des  trois  valeurs  de  a  dans  Téquation 

a  -!-■  tf'x^  -f-,  -^-  —  etc.  sïo  , 
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donnera  autant  de  résultats,  qui  renfermeront  chacun  deux  termes 
alTectés  du  même  exposant  et  susceptibles  de  deveoir  plus  grands,  que 
tous  les  autres ,  lorsqu'on  donnera  à  x  une  valeur  très-grande. 

Le  procédé  dont  nous  venons  de  &ire  usage  pour  trouver  a,,  dérive 
trop  simplement  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  6i ,  poui  qu'il  soit 
besoin  de  le  démontrer  en  particulier  ;  nous  obsenerons  que  si  dans 
la  série  des  exposans  m-|-Ba,  m'-i-n'a,,  etc.,  il  s'en  trouvait  qui  ren- 
'  fermassent  le  même  multiple  de  «,  leur  grandeur  respective  ne  dépeur 
drait  que  du  nombre  m ,  et  que  par  conséquent  il  ne  faudrait  consi- 
dérer que  celui  de  ces  termes  dans  lequel  m  est  le  plus  petit,  si  on  cher- 
chait les  moindres  exposans,  et  au  contraire  celui  ouil  est  le  plus  grand, 
si  on  cherchait  lès  phi5  hauts  exposans. 

64.  L'exposant  a,  du  terme  ^str  ,  étant  connu,  il  est  Êicile  de  trouver 
le  coefficient  jà;  il  suffit  pour  cela,  d'égaler  à  zéro  tous  les  termes  affeo- 
tés  du  plus  petit  exposant,  si  on  suppose  x  très-petite  ,  ou  du  plus  élevé, 
si  on  6u[^ose  X  très-grande.  Bans  le  premier  cas ,  l'équation 

a  — V^x~  +  dA^x^  —  e^A^  -f- a"j^x.  *  —  a''A^x~  =  o    (  6a  ) 

donne  «  —  a*^*  =  o,  d'où  ^=1/^^. 

Ceux  qiû  auront  saisi  l'esprit  de  ce  qui  précède ,  verront  aisément  que 
la  supposition  de  x  très-petite  rend  les  terme»  affectés  de  cette  variable  , 
dansl'équation  cî-dessuï,  si  petits  ,  qu'aucun  d'eux  ne  peut  entrer  en  com- 
paraison avec  les  deux  autres  aeit^A*,  quîdoiventpar  conséquent  se  dé- 
truire entre  eux.  Si  ou^  conservait  quelque  doute  à  cet  égard,  on  le  dis- 
siperait en  substituant  -  au  Ueu  de  .r  ,  car  alors  ou  s'appercevrait  qu'on 
peut  toujours  prendre  le  nombre  q  assez  grand  pour  que  la  somme  des 
termes  où  il  entre  comme  diviseur,  devienne  d'ime  petitesse  telle  qu'on 
voudra.  « 

En  employant  Téquation 

a  —  t^Ax'  H-  dA\2r-^  —  t^A*x-^ -f  a"À^x~^  —  a^'A^x-^  =  0, 
donnée  par  la  seconde  valeur,  de  d,  on  aura  de  la  même  manière-  '  - 

~a'J^~.a'A'^-=ay       d'où       ^  =  l/~; 
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cette  valeur  sera  ïmagioaire  tant  que  les  deux  qnantite's  a*  et  ^  seront 
de  même  signe.  On  voit  par  cet  exemple,  qu'on  obtiendra,  en  général, 
autant  de  développemens  particuliers  de  j  que  a  aura  de  valeurs 
différentes. 

Ayant  le  premier  terme  Ax  ,  potir  trouver  le  second  on  substi* 
tuera  Ax  «l--^-^  au  ^C"  (^^j  ouj  c^  qtù  revient  au  même,  on  chan- 
gera d'abord  j'  en  Ax  -^-y»  dans  l'équation  propose'e,  puis  après  les 
réductions  on  écrira  Bx    'pour  y ,  et  on  déterminera  0  et  B  comme 

on  a  déterminé  »  et  A.  On  obtiendra  le  troisième  en  mettant  Bx  -\y 
à  la  place  dey,  dans  l'équation  qui  contient  cette  nouvelle  variable  ;  les 
réductions  étant  faites,  on  remplacera  y  par  Cx'',  et  on  trouvera  y  et. 
C,  comme  on  a  trouvé  a  et  ^,  0  et  B  :  l'opératiDn, continuée  de  la 
même  manière,  fera  connaître  les  termes  snivans. 

Cette  manière  de  trouver,  un  à  un,  les  différens  termes  de  la  valeur 
approchée  de  la  fonction^,  est  semblable,  quant  au  fond,  à  la  mé- 
thode donnée  par  Newton  pour  résoudre  par  approximation  les  équa- 
tions numériques.  On  l'emploie,  avec  des  modifications  convenables, 
dans  beaucoup  d'aab<es  circonstances ,  et  elle  constitue  ce  qu'on  appelle 
la  méthode  des  substitutions  successives. 

65.  Je  prendrai  pour  exemple ,  et  afin  d'éclaircir  quelques  difficultés 
qu'on  pourrait  rencontrer  dans  l'application  de  la  paéthode  qui  nous 
occupe,  l'équation  ax^-^-x'jr^ay^^^o. 

En  y  mettant  Ax*  au  lieu  de^,  elle  deviendra 

,  ax  H-  Ax  ^    —  aA^x     =  0  j 

et  en  déterminant  a.  dans  la  supposition  de  x  très-petite,  on  trouvent 
a=zs  I  ,  a—*-aA^^o;  d'où  ^^i  :  le  premier  terme  du  développement 
de  y  sera  donc  x. 
On  fera  ensuite^=j;-f-y,  cç  qui  donnera  la  transformée 

x^—%ax*y  -\-  x^y  —  ^axy* — <y''  =0, 

dans  laqueUe  on  changera  y  en  Bx  .  En  cherchant  toutes  les  valeurs 
4oot  j8  est  susceptible,  on  trouvera  |S=:a  et  ^;?si  ;  mais  on  voit  ai* 
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s^ent  qu'O  faut  re}eter  la  seconde ,  car  dans  Thypotlièse  de  x  très^ 
petite  la  se'rie  chercbée  doit  être  ascendante,  et  cette  condition  exige 
que  ^  surpasse  a.  La  première  valeur  de  /9  donne  i  —  5aB  =î  o,  d'où 
l'on  tire 

^  =  i      e.      bJ=^; 

Posant  yz=^  -^J^>  ^''^  obtiendra  une  seconde  transfonne'e 

dans  laquelle  on  changera  j'  en  Cor,  et  on  trouvera  >=4»  >=^  ï- 
II  Êiadra ,  par  la  même  raison  que  ci-dessus,  s'en  tenir  à  la  première 
de  ces  valeurs,  d'où  il  résultera 


Ces  calculs  peuvent  être  poussés  fhaiutenant  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra,  sans  qu'il  s'élève  de  nouvelles  difficultés,  et  on  aura  pour  dernier 
résultat 

r  =  x  +5-  —  o—j  ^ — 7=--  —  etc. 

L'équadon  proposée  fournit  encore  trois  antres  séries  qui  naissent 
de  la  supposition  de  x  très-grande ,  et  qui  par  conséquent  sont  desceo' 
dantes.    Four  y  parvenir  on  déterminera  a  dans  l'équation 

ax   +  Ax         —oAx     =o, 

de  manière  que  les  exposans  qui  deviennent  égaux  surpassent  tous  \ts- 

autres;  les  valeurs  de  cette  quantité  seront  alors  o  et  -.    La  première 

donnera  ^ss—u,  et  en  cherchant  les  tenues  suivsms,  elle  conduit  à 
la  série 

j-==. — a — a*x-'— 3a'x-* — \ia"x-^ — 55<ï"jrt"— elc; 

La  seconde  donne  A—^aA^'s^a,  d'où  on  tîre'^==t  o""".  En  em- 
ployant séparément  chacune  des  deux  valeurs  de  A^  dans  les  opérations 
subséquentes,  on  trouvera  les  deux  séries  suivantes,  qui  ne  diOêrent 
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que  par  les  signes  de  leurs  termes  : 

_y=  .    a~'a:* -f-'-a  —  ôa'x"' +  -  a*:c~*  — etc.  , 

_i     1  j  3    5    _ï  1 

^  =  — i-«  •x'  +  -a+5fl''x  •  +  -  a*af:r* -|- etc. 

Il  &ut  j  dans  la  recherche  de  ces  séries  ^  qai  sont  descendantes ,  avoir 
l'attention  de  ne  prendre  parmi  les  valeurs  qu'on  ti-ouve  pour  chacun 
des  ezposans  ^,  y  y  / ,  etc.  que  celles  qui  sont  moindres  que  l'exposant 
précédent. 
'-  Ces  détails  doirent  suffire  pour  montrer  comment  on  peut  trouver  les 
.  divers  développemens  d'une  fonction  implicite  donnée  par  une  équa- 
tion algébrique.  Il  arrivera  souvent  que  la  détermination  d'un  ou  de 
plusieurs  coefficiens  ^,  JB,  C,  etc.  demandera  qu'on  résolve  «ne  équation 
d'un  degré  supérieur  au  premier  ;  mais  cet  obstacle  n'arrêtera  point  la  mé- 
thode^ parce  que  l'équation  à  résoudre  ne  renfermera  que  des  quantités 
constantes  :  on  pourra  donc^  dans  les  applicatioas[particulières,  obtenir  la 
valeur  numérique  du  coefficient  cherché,  au  mftins  par  approximation  , 
et  dans  le  cas  général  on  continuera  d'opérer  sur  la  lettre  qui  le  repré- 
sente, comme  sur  une  quantité  connue.  Si  on  avait  l'équation 

en  y  supposant  x  très^petite,  le  coefficient  ^  serait  donné  par  l'équation 
an"  -w-  0/4*  ~—^^  =  o. 

Dans  cet  exemple,  l'équation  à  résoudre  étant  d'un  degré  impair,  a  au 
moins  une  racine  réelle  ;  le  premier  terme  du  développement  cherché 
se-présenlera  donc  aussi  sous  une  forme  réelle  ;  mais  si  on  était  con- 
duit à  une  équation  de  degré  pair,  soit  au  commencement,  soit  dans 
le  cours  d'un  développement,  il  faudrait  d'abord  s'assurer  si  cette  équa- 
tion a  des  racines  réelles  ou  non ,  pour  coonaltre  si  ce  développement 
est  réel  ou  imaginaire.. 

Cette  précaution  est  importante  ;  et  pour  l'avoir  négligée,  de  Gua  est 
tombé  dans  une  grande  erreur.  Elle  montre  avec  quelle  circonspection 
ij  faut  traiter  les  séries ,  et  combien  peu  on  doit  compter  sur  les  con- 
clusions qu'on  en  tire,  lorsque  la  loi  que  suivent  leurs  termes  n'est  pas 
évidente,  puisqu'on  doit  toujours  craindre  qu'ils  ne  changent  déforme 
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dans  la  partie  de  la  série  qu'on  n'a  pas  calculée ,  et  que  même   Us  n'y 
deviennent  imaginaires. 

La  méthode  ci-dessus  pent  sembler  încomplèle ,  à  quelques  égards, 
puisqu'on  n'y  entre  dans  aucun  détail  sur  le  nombre  des  développemens 
.qu'on  doit  tirer  d'utie  équation,  d'après  son  degré,  etsur  lescasoùces 
deTeloppemens  peuvent  acquérir  des  termes  imaginaires  ;  mais  ce  détail 
aurait  peu  d'intérêt,  puisqu'on  emploie  rarement  la  méthode  dont  il 
s'agit  ;  et  d'ailleurs  on  peut  consulter  le  chapitre  Vil  de  l'Introduction 
à  V Analyse  des  lignes  courbes,  par  Cramer,  qui  mettra  sur  la  voie  de 
ces  recherches. 

66.  La  même  méthode  ferait  aussi  connaître  1$  développement  dej^ 
sous  la  forme  d'une  û^ction  continue;  car,  après  avoir  trouvé  le  pre- 
mier terme  Ax  ,  on  pourrait  suj^oser  j  =  .,  ,  y  étant  une  quan- 
tité fort  petite ,  puisque  par  l'hypothèse  le  terme  Ax  -  forme  la  plus 
grande  partie  de  la  valeur  de  y.  Ayant  substitué  cette  expression  au 
lieu  de^,  dans  l'équation  proposée,  et  fait  disparaître  les  dénomina- 
teurs ,  on  obtiendra  une  première  transformée  en  x  et^,  dans  laquelle 

on  remplacera  y  par  Bx  ,  et  on    déterminera    ensuite  |S  et  ^  con- 
formément à  l'hypothèse  établie  sur  le  degré  de  grandeur  de  x. 

On  fera  y  ^—-t-t,  dans  la  première  transformée,    et  il   eurésultera 

une  seconde  eu  x  et^,  dans  laquelle  on  mettra  Cx^'aulieude^.  Ayant 

'         Cx* 
déterminé  y  et  C,  comme  k  l'ordinaire,  on  posera^:^— — ;,  cequi 

donnera  une  troisième  transformée,  sur  laquelle    on  opérera    comme 
sur  les   précédentes. 

En  remontant  des  valeurs  de  y^  y  y  /%  etc.  à  celle  de  j' ,  on 
trouvera 


On  voit  qu'il  d<yt  y  avoir  deux  espèces  de  développemens  de  cette 

forme  :  les  uns  ascendans ,  c'est-à-dire  dans  lesquels  les  exposans  des 

puissances -de  X  vont  en  augmentant,  coavergeul  vers  la  valeur  de  U 

I.  i5 
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fonction^,  lorsque  x  est  très-petite;  les  autres ,  ad  contraire ,  qaï 
sont  descendans ,  parce  que  les  exposans  de  je  diminuent  suivant  le 
progrès  de  la  fraction ,  ne  sont  coavergens  que  dans  le  cas  où  x  a 
une  très-grande  Talear. 

Je  laisse  aux  lecteurs  iamiliarise's  avec  la  tliéorie  des  fractions  con- 
tinues, le  soin  de  s'exercer  sur  quelques  exemples  :  moii  but 'dans  ce 
moment  n'est  que  d'indiquer  une  application  intéressante  y  sur  laquelle 
je  reviendrai  avec  plus  de  détail  dans  le  second  volume  de  cet  Ouvrage, 
parce  qu'elle  offi-e  un  moyen  très-élégant  pour  trouver  les  valeurs  appro- 
chées et  quelquefois  exactes,  des  fonctions  données  par  un  genre  d'équa- 
tions plus  difficile  à  résoudre  que  celles  qui  sont  purement  algébriques, 
moyen  qu'on  doit  ii  M.  Lagrange,  ainsi  que  tout  ce  qui  précède. 

B^windon  de     ^7'  ^^®  formules  du  n"  48  donnent  un  moyen  facile  de  trouver, par 
piniican  duMi  ]es  toblcs  de  sinus,  toutes  les  racines  des  équations  à  deux  termes.   Ces 
jJut'M"^»!!!^!  ^1"**'**°^  >  comprises  dans"  la  formule  générale  x"ip  a' =  0,  se  trans-» 
formant  en  a'(_^qi:i)  =  o,  lorsqu'on  y  Êiitj[r=a;',  il  suffit  de  consi- 
dérer la  suivante  : 

j"=pi=o, 
^01  revient  a 

L'expr©SMon._^=co8J8-t-V — '  sinz  satisfait  à  cette  équation  par  une 
détermination  très-simple  de  l'arc  a;  car  on  a 

_y"  =  (co83H-V'— ï  siDa)"  =  cosnz  +%/ — i'  liau; 

et  comme ,  en  désignant  par  «  la  demi-circonfêrence ,  et  par  a>  un 
nombre  entier  quelconque,  il  vient 

sinm7r  =  o,         cosmîr=±i, 

selon  qne  m  est  nn  nombre  pair  on  impair,  on  n'aura  qu'à  sa[)poser 
»8=pMr,  pour  obtenir j^:==ti. 

Afin  de  distinguer  plus  particulièrement  le  eas  où  m  est  pair,  de  celui 
où  il  est  impair  ,  ou  écrit  pour  le  premier  am  au  lieu  de  m,  et  pour  le 
second  a/n  + 1  j  et  on  fait 

nz  =  277Mr        «(         n3s=:(ani-f- i})f. 

Dans  Ift  fvemière  faypotbèse ,  il  Tient 
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dans  la  seconde, 

^=  COS  i 3_i__|.^ — I  Sini ~-J.  et       7= —  I. 

Aa  moyen  du  nombre  indéterminé  m,  chacune  des  exjvwsions  àey 
fournit  toutes  les  valeurs  dont  cette  quantité  est  susceptible  ;  car  on  peut 
prendre  snccessÏTemml 

m=iO,    msxi  j    ms=3,    m  =  3,    etc. 

3La  première  formule  donnera 

jr  =  COSO.'X'  =   1, 

y  =  C08  —  +  V —  '  sm  —  , 

^  =  cos^  +  S/^^sin^, 
etc. 

et  il  est  TÏûble  ^'oa  trouvera  toujours  des  re'sultats  diSërens,  jusque 
ce  qu'on  soit  parvenu  à  m=n — i;  car,  en  supposant  tn=n,  on  a 
^=  cos3^==:i ,  et  on  retombe  sur  la  première  des  valeurs  déjà  obte* 
uwe;  puis,  en  prenant  m^s.» -f- 1 ,  il  Vient 

COS  i — ^:^~L-  =  cos  (  2ir  H )  ;=  COS  — , 

n                         \                n  /  n 

sm  i ~  =  sm  (  aff  H 1  ^  sin  —  , 

ce  qni  ramène  à  la  deuxième  valeur  ,  et  ainsi  des  autres. 

La  seconde  expression  générale  de  j-^  relative  à  réqnatioQ^-|-i^=o, 
ne  donne  de  même  des  valeurs  afférentes  que  depuis  m  =  o  ,  jusqu'à 
ms=:n—i  inclusivement,  puisipiesî  on  prend  m^n,  il  vient 

cos  i — 2_i_  =  COS  {2*H )=:C08-, 

sin  i — i— i-  =  810  (  a*  H )  =  sm  -  . 

68.  Non-^enlement  on  Wonrera  psr  ce  procédé ,  précisément  les  n 
racines  de  l'équation  ^^  ï  =o,  mais  on  reconnaîtra,  avec  un  peu 
d'attention,  que  ces  racines  penvent  s'arranger  par  couples,  en  réunis-. 
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sant  celles  qui  ne  dîflfêrent  que  par  le  signe  du  radical  >/—  i .  En  ef- 
fet, puisque 

cos(3;r —  ;»);=  cosp       et       siQ(a*  — ;>)  =  —  sin;» , 
il  en  résulte  que 

•^  n  n  n  »'■ 

or  il  est  fecile  de  voïr  que  les  nombres  n-^-tf  et  n  —  q  sont  tous  deux 
pairs  ou  impairs  en  même  temps  :  on  peut  donc,  dans  les  expressions 
de  jj  rapporle'es  ci-dessus,  se  borner  aux  multiples  de  *  qui  ne  sur- 
passent point  rnt  j  poutTU  qu'on  prenne  le  radical  \—i  altenutÎTC'- 
ment  en  +  et  en  —,  el  elles   deviendront  en  conséquence , 

jr  =  COS ±  V —  *  ^i"* > 

<S  i — -^-i-  ±  V/ —  1  sm  i 3_i-. 


^  =  COS  ^- 

Lorsque  n  est  paire,  les  yateors  de  m  dans  la  première  doivent  être 
tous  les  nombres  entiers  depuis  o  jusqu'à  --  inclusivement  ,  et  seule- 
ment jusqu'à  ~~—  dans  la  seconde;  et  quand  n  est  impaire,  Vwx 
etl'autre  doivent  être  poussées  jusqu'à         -. 

Les  deux  valeurs  comprises  dans  la  formule 

j  =  COS ±  V —  1  s*Q » 

donnent  pour  facteurs  du  premier  degré  de  la  quantité^—  i  ,  les  deux 
expressions  imaginaires. 

y  —  COS 1  —  V —  1  sin y 

(amîi\    ,      /^      .    amw 
y  —  coa 1  +  V—  I  sm ; 

et  en  les  multipliant ,  on  obtient  Texpression 

amw    , 
jr'  —  o.y  COS— ^-f-i, 

qui  comprend  touS'  les  facteucs'  réels  du  second  degré. 
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On  trouve  de  même  que  les  facteurs  du  second  degr^  de  la  quantité 

y  4-  I  sont 


j^*-—  3j  ces 


(gm+i> 


69.  Voici  pour  servir  d'exemple  de  la  formule 

_^  =  cos =bV"— ïsin , 

le  taMean  des  £icteurs   du  premier  degré  contenus  dans  la  Yonction 
^  —  », 

r  -  (cosf  ±V=^sin^, 

r  +  >. 
La  formule 

r'  —  y  cos  ~  + 1 

donne  les  facteurs  du  secoiul  degré 

7'  —  V  +  '  i 

J'  —  V  <:os  —  +j  „ 

y  —  rrf  cos|-4-i„ 

y'  +  V  +  >■ 

Le  premier  et  le  dernier  des  facteurs  du  second  degré  sont  les 
quarrés  des  facteurs  du  premier  degré  7  —  i  et  7+1,  qui  n'entrent 
qu'une  ibis  daas  la  proposée  ;  il  faudra  donc,  lorsqu'on  emploiera  les 
£ictours  du  second  degré }  remplacer  le-premier  et  le  dernier  par 

(/—')(/  +  ■)>    o«   7'  — '■ 
Oa  a  pour  la  fonction  7^—1  les  facteurs  du  premier  degr^ 
7  —  r 


7-(cosf±V^=îsiu.^)... 
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Ceux  an  second  degré  sont 

^»  —  3r  -f-  I , 

y  —  2j  cos^+i; 

j*  —  3J-  cos^  +  i; 

mais  il  &ut  encore  obserrer  que  le  premier  facteur  du  second  degré  est 
'le  qoarré  du  facteurj— i,  cpii  n'entre  qu'une  fois  dans  la  fonction 
proposée. 

Par  la  formule 

r  =:  cos  ï — -î--i-  dz  V —  i  nn  i — -!-^  , 
les  Êicteurs  du  premier  degré  dej^-^i   sont 

jr  —  (cos  ^  ±  \/^^  sin  -J^)  , 
7  —  (cos  Ç  =b  v/=^  sin  Ç)  , 

r  -H  •  ; 
et  la  formule  j^  —  ^f  cos  VS2±l2î  ^  j    conduit  à 

J-  —   3/   COS-^  -h    I, 

^  —  a/  cos  -g-  +  1  , 
^»  -h  a/  +  I. 
La  fonction  /'  +  ^  &  pour  facteurs  du  premier  degré 

^  _  Tcos  -TT-  ±  V—  ï  8Ù1  -g- j  t  oa  J'  zp  %/— I, 

^  —  (cosÇ±S/:r7sin^, 
et  pour  frctears  du  second, 

r'  —  V  cos-j  H-  I, 

_y*  —  ay  cos-g-  H-  t ,    ou    /*  +  i , 

_^'   —    3^   COS -g-  +    I| 
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70.  Oa  retrouve  dans  les   expressions  ci-dessus  des  valeurs  de  r , 

la  propriété  dont  jouissent  les  r&cines  imaginaires  de  runité ,   de  se 

reproduire  toutes  par  l'élévation  d'une  seule  à  «es  fliverses  puissances. 

{Compl.  des  Élém.  ^Alg.)  En  effet  on  a,  par  le  n'  48» 

cos H-  V —  ï  Sïi*  - — )  =  cos  -i-—  H-  V —  1  SIQ  — —  , 

et  1  expression  cos  — —  -f-  V  ~"  *  -8»°  ~ —  >    rentrera    successivement 

dans  cliacune  des  valeurs  particulières  de  cos \-  v/—  1  sin  ^^^  . 

'  Un' 

puisque  l'arc  2^Z  œ  pourra  jamais  ébre  que  la  swnme  d'un  certain 
nombre  de  circ(Hiférences  et  de  quelqu'un  des  arcs  o,  — ,  —  ,  etc. 
I.a  même  propriété  se  prouverait  dlune  manière  semblable  ,  à  l'égard  de 


71.  Puisque,  d'après  ce  qui  précède,  la  détermination  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  y  =^1=0  dépend  de  la  division  de  la  circonfé- 
rence du  cercle  dans  un  nombre  n  de  parties  égales,  ou  de  nnscriplion 
d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  n  de  côtés,  il  s'ensuit  que  l'on 
pourra  obtenir  rigoureusement  ces  racines,  toutes  les  fois  que  l'expo- 
sant n  sera  compris  dans  l'une  des  trois  progressions 

TT  3  :  4  •  8  '■  16  :  etc.,  k  5  :6  :  13  :  24  :etc.,  h  5  :  10  :  30  :4o:etc. ; 

car  alors  on  saura  construire  avec  la  règle  et  le  compas,  ou  calculer, 
avec  des  radicaux  quarres  seulemeift ,  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 
— ,  —  ,  etc. ,  -  ,'  — .  etc.  Réciproque^peut,  dans  tous  les  cas  où  Ton 
saura  trouver,  par  deséquations  du  second  degré,  les  racines  imaginaire» 
de  l'équation^  =p;  1=  o  ,  on  en  déduira  la  construction  géométrique  de  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  n  parties  égales  ;  et  le  beau  théo- 
rème découvert  par  M.  Gau»,  surlcs  équations  à  deux'tennes  ,  montre 
que  lorsque  l'exposant  n  est  un  des  nombres  premiers  compris  dans  la 
formule  V-f-i ,  ces  équations  se  ramènent  à  une  combinaison  d'équatioiif 
du  second  degré,  ce  qui  ibumît  d'abord  le  cas  où  n=  17,  qui  n'avait 
point  été  reconnu  par  la  géootétrîe  élémentaire,  quoiqu'U  soit  possible 
de  le  démontrer  ci  posteriori  par  les  cosinus.  (Voyez  le  n'  61  du  But- 
Ze^(n.^si$c{>nce£jpar  la  Société  Fhilomatiquë,  et  le  1 1*  cahier  dtt /ourRâf 
de  PÉcole  Poljtechnique.) 
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Mais  saqs  sortir  des  considérations  précédentes,  on  peut  montrer  que 
la  connaissance  des  racines  des  équations 

f—i  =0,  ^—.1  =  0 

mène  à  ceHe  des  racines  de  l'équation 

J'-'—  i=o, 
lorsque   les  nomlM:es  n  et  n'  sont  premiers  entre  eux. 
Pour  cela ,  il  faut  observer  que 

C08 p  V— ï  sin- — >j  (cos  — ;— H- V —  I  sm — r~} 

(vrar     ,    am'wx    ,    .  /— — -    .     /amir    ,    am'w\      ^,o\ 
~ — I-  -ir) + v^-*  ""  \";r+  ~ir)  »  ^^^) 

et  comparer  ce  résultat  avec  l'expression 


qui  donne  les  racines  de  l'équalion  jr"' —  i  =  o.  En  ^sant 

n      *      n'  /wi'    ' 

on  en  déduit 

n'm  +  nm'  ^irr^f 

et  donnant  à  m' les  valeurs  o,  i,  2,  3,  etc.,  on  parviendra  nécessai- 
rement, d'après  la  théorie  des  équations  indéterminées  du  premier  degré 
(Co/7^/.  des  Élém.  d'Jlg.) ,  à  trouver  pour  m  et  m' les  valeurs  entières  cor- 
respondantes :  on  pourra  par  conséquent  conclure  cos  -^^,  sia  -^^j 

1  1  amcf         ■    amir  am'w  am'îr- 

ae  cos ,  sm ,  cos — —.  sm — —. 

A  l'-égard  de  l'équation ^"^  +  i  =ko,  les  calculs  ci-dessus  deviennent 
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et  on  a  pour  déterminer  m  et  m',  l'equatioD 

«'(a/M  -h  I  )  +  «(am'-f- 1  )  =  zin'  +  i . 

73.  Les  fondions  de  la  forme  x" — 3px"-i~q  peuTCnt  être  traitées 
comme  celles  qui  ne  renferment  qae  deux  termes.  En  les  résolvant  h 
la  manière  des  équations  du  se(;ond  degré,  on  en  Urera  les  valeurs 

p±y/p*  —  q/ 

qui  seront  réelles,  tant  que  p*  surpassera  q;  et  en  iaisant  alora 

suivant  le  signe  de  ces  qtîantités,  irviendra  des  fonctions  de  la  forma 

à  décomposer  en  Êicteurs. 

Lorsqu'on  aura  /»' <;y,  on  fera  ^  =  ai",  q=^",  x  =  ^j  ^  et  0 
viendra 

^"jr"  _  2*-,3"/"  H-  ^"  =  (3"  (/•"  -^r  +  0  î 

mais  la  condition />•■<  y ,  ou  *"03"  donnant  a"  <;S',  la  quantité 
=;  sera  une  fraction  et  ponrra  être  représentée  par  le  cosinus  d'un  arc 
donné  <f  :  la  fonction  proposée  reviendra  donc  à 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  l'équation 
_7-*" 3/"  COStT  +  »  =  o. 

On  en  tire  d'abord 

y  =  cos  <r  ±  \/ — I  sin  <r  ; 
pnis,  prenant  -       '  > 

^  =  cos  J3  ±  V —  I  sin  a  , 


iJ  vient  (48) 

j'^  cos  nz  ±  V —  *  sin  n»; 

et  en  comparant  avec  l'autre  valeur  de^,  on  obtient 

cos  nz  ^s  coscT,        sin  nz  zs  sin  cT. 
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On  satisfait  en  g^n^ral  à  ces  relaiioiu,  en  sappOMmt  latm  amit'^J', 
m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  puiscpie 

cos  (a/nir  +  /)  =  cos/ ,        sin  (wur  +  /)  =  sin^T  j 

«n  aura  donc 

^  ^«m^^»  ^s.co.îîî^iV'I^Mnïîî^; 

les  facteurs  du  premier  degré  de  la  fonction 
^  — ar'cos.f+i 
seront  par  conséquent  compris  dans  la  formule 

I         flma-4-i'   .  ,      / .     amff+J)  . 


^  î:*:v':::Ts 

Si  on  avait  x"  +  a/»x'+y  =  0,  on  ferait  encore  ^j=cosJ;  mais 

•n  prendrait 

jr*»  —  aj^  co8(-]r — /)-f*ï» 

puisque  cos  (ir  —  J)=-r-co8<r.  Cela  fiiit,  il  viendrait 

cosna  ^  cos(*— (T),      sînna  =sin(-7r — cf'); 

et  par  conséquent 

na  garnir  +  *— eTcr  (am-i-  i)*  — J^. 

75.  Quoiqu'il  n'y  ait  rien  à  objecter  contre  la  marche  qui  nous  a 
conduit  aux  formules  des  racines  des  équations 

*j^^i  =  o,       7*'  — a;- cos/ H- 1=0. 

Cependant  pour  compléter  ce  sujet,  nons  allons  exposer  l'élégaate  mé- 
thode qu'a  donnée  M.  Lagrange,  pour  panrenir  aux  mêmes  annules, 
sans  s'appuyer  sur  la  considération  des  expressions  imaginaires.  $i  l'on 
change  x  en  2  dans  l'éqnation  (1)  de  la  page  79,  et  qn'on  en  multiplie 
tous  les  termes  par  a,  elle  deviendra 

aco»  (b  +  i)3=k2cosjï  .  acosnjs  —  aco6(n — 1)»;  (i) 
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et  Élisant  n=i,  nssâ,  n=3,  etc.,  on  en  déduira 


etc. 
d'où  l'analogie  portera  à  conclure  que 

acoSBZ  =.y  +^.  (a) 

Cette  dernière  équation  se  vérifie»  comme  les  formules  générales  de 
la  page  80,  en  montrant  que  si  elle  a  lieu  pour  les  nombres  n  —  i  et  n, 
elle   aura  pareillement  lieu  pour  le  nombre  n+i  >   car  en  faisant 

2C0s(n  — 1)2  =  _7*~'  4*  ~r=Tj       a  cosna  =_;'■  -f-  —, 
l'équation  (1)  donne  . 

:.  cos  (»+.>  =  (7+;)(r  +  j;)  -r-  -p=;  =r*'  +ySs  i 

et    étant  exacte  pour  les  valeurs  n=i ,  /i=ra,  elle  a  donc  lieu  dans 
toute  l'étendue  de  la  suite  des  nombres  entiers. 
Cela  posé,  les  équations 

3COSZ  =^  H — ,         acosns  ssi y  -+.  — ; 

peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

^•__2jr  cosa-f^  I  =  0,       y*' — 2;'"cosnjs+ ï  =o> 

et  dans  cet  état,  elles  ont  d'abord  une  racine  commune,  puisque, 
d'après  leur  formation,  il  doit  exister  une  valeur  de  jr  qui  satisfasse 
à  toutes  deux  en  même  temps.  De  plus  ces  équations  étant  réciproques 
(Compl.  des  Élém.  ^Alg.)  ,  elles   seront  encore  satis&ites  par  la  v^eur 

r  =  -  ;  mais  la  première  équation  n'e'tant  que  du  second  degré  et  n'adf 
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mettant  que  les  denz  racme6^=(i,^  =  -,  a  donc  ses  deux  racines 
communes  avec  la  deuxième  équation:  elle  est  donc  un  des  facteurs  d« 
cette  dernière. 
Maintenant  si  on  prend  , 

na^samir+J*, 
il  viendra 

cos  nz  =  cos  (T,  et  2  =  ■ —  » 

d'où  il  résulte  encore  que  les  facteurs  du  second  deg^é  de  l'équatioâ 

jr"^  —  y"  cos  J*  +  I  =  O  , 

sont  compris  dans  la  formule 

^%  —  y  cos  i J^—l  -^  I  =  o. 

Pour  en  déduire  ceux  des  équations 

^^i=o, 
il  suffit  de  faire  /=o  et  /^-n*.  Dans  le  premier  cas,  (m  a 

et  par  conséquent, 

r-  •  =  0, 

^'  —  a;-  COS  -^  4-  I  =  o. 
Dans  le  second  cas ,  on  a 

cosj^=— ï,    r"+arH-'=(r+»)% 

a  Ou  , 


ce  qui  s'accorde  avec  le  n"  6S. 
74-  l^D  remettant  au  lien  de^  sa  valeur  ~  (67)  dans  les  éqoationt 
j^  =1=  I  =  0      et     ^"  =F  ay"  cos  J*  +  I  ==  0, 
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«lies  dericnnent 

ar"  ^  <»•  =  o      et      «•"  ^  aa'x'  cps  J*  -f-  o"  ^!  o  j 

et  faisant  la  même  substitution  dans  leurs  fecteurs  du  second  degré  on 
a  pour  ceux  de  la  première  (68) 

x\  —  sax  ces  ■ +  «•, 

on  jc*  —  aac  cos  ^ ■■■-—  +  «•, 

«t,  d'après  le  n*  73,  on  trouTerait  que  ceux  de  la  seconde  sont 

jc»  —  2ax  cos 1-  «^  » 


Ces  expressions  peur^t  être  considérées  comme  homogènes,  en  ob- 
servant que  les  cosinus  tabulaires  doivent  être  pria  pour  de  simples 
coefficiens  noméricfues  :  d'ailleurs  on  les  rendrait  telles  en  prenant  les 
cOsinas  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  a,  et  en  divisant  par  ce  rayon 
les  coànus  indiqués  ;  mais  on  trouve  le  plus  souvent  ces  mêmes  expres- 
sions sous  la  fonne  que  je  leur  ai  donnée  ici. 

75.  La  décomposition  de  la  fonction  j:*:^^",  en   Êtcteurs   du  se- 
cond degré,  répond  à  une  propriété  du  cercle,  connue  sous  la  déno- 
mination de  théorème  de  Côtes,  parce  qu'elle  iiit  annoncée  par  ce  géo-    ' 
mètre.  Voici  en  quoi  elle  consiste  : 

Si  on  divise  la  circor^érence  (fan  cercle  en  un  nombre  an  de  parties 
égales  MM,,  M,M,,  M,Msj  etc.,  fîg.  i,  et  que  Sun  point  O  placé  sur  fig-  : 
le  diamètre  MCAfs>  on  mène  aux  différens  points  de  division  des  droites 
OMj  OM.j-OM.,  Oi&i,  etc.,  le  produit  de  toutes  celles  qui  passeront 
par  des  points  de  ^vision  marqués  âun  nomhre  pair,  sera  égal  à 
CM  -^CO,  si  le  point  O  est  situé' dans  t intérieur  du  cercle ,  et  à 
CO  —  Cm  j  si  ce  point  est  situé  au~dekors;  et  le  produit  de  toutes  les 
droites  passant  par  des  points  de  division  marqués  d'un  nombre'  impair, 
sera  égal  à  0^"+  C6". 

Je  ne  démontrerai  que  le  cas  oii  le  point  O  se  trouve  au-dedans  du 
cercle ,  puce  qu'il  sera  aisé  de  prouver  l'autre  de  la  mène  manière.' 
« 
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En  abaissant,   du  point  M, ,  la  perpendiculaire  M^P,  sur  le  diamètre 

JHOfj,  on  aura,  parle  triangle  rectangle  M^PO, 

Ôm\=  ÔP-^  PM,; 

mais  OP:=  CP —  CO,  et  dans  le  cercle  proposé,  CP  est  le  cosinus 
de  l'arc  MM^,  PM^  en  est  le  sinus;  on  aura  donc,  en  employant  les 
cosinus  et  les  sinus  tabulaires,  calculés  pour  un  rayon  égal  à  l'unité, 

CP  =  CM  cosMM, ,      PM,  =  CM  siaMM,  ; 
et  faisant  CM=ia,  CO^x,'A  en  résultera 

OP=:a  cosMM,—x,      PM,  =  a  siaMM,, 
OM,t=i  a*  —  2Ar  cos  MM,  +x'. 

Les  valeurs  de  Oil/.,  OMjj  etc.,  se  déduiront  de  la  précédente,  en 
substituant  à  l'arc  MM,  les  arcs  MM,^  MM^,  etc.  Si  l'on  ne  prend  que 
ceux  qui  répondent  aux  points  de  division  pairs,  en  désignant  la  circon- 
férence par  â«,  et  en  obserrant  que  MMi=  —  ^^-,  il  Tiendra 


d'oà 


A/;(f.=  ^,        MM,=^,  etc.; 


mais  les  lignes  OM,^  0M^,  etc.,  placées  d'un  côté  du  diamètre,  ont 
leurs  correspondantes  OM,,  OMg^  etc.,  qni  leur  sont  respectivement 
égales,  ensorte  que  l'on  pourra  écrire 

OM,  X  ÔMf  au  lieu  de  Ô^,     ÔM^  x  ÔÂT,  au  lieu  de  ÔM\  , 

et  ainsi  de  suite,  quand  les  divisions  seront  en  plus  grand  nombre  :  on 
remarquera  en  même  temps  que  la  ligne  OM  représente  la  quantité 
a  —  X.  Cela  posé,  il  résulte  du  n°  ^4»   ^ue  n  étant  impaire, 

a'  —  x*  =  (a—x) (a''  —  aax cos— +xM(o'  —  aaxcos^ — |-xM  etc.  ; 

metlHit  an  lieu  des  £ictem-«  du  second  membre  leurs  eipressions  en 
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a"  —  X' =  C]tf"-.  CÔ"s=  Ôîtf  X  ÔM,  X  Ôir^  X  Ô^s  X  ÔF,. 

Les  arcs  MMt,  MM,,  MM^,  etc.,  gai  correspondeat  aux  points  d* 
âlTision  impairs ,  étant  égaux  à 

sw w       6» 3x       lotr-        5y 

ann'flnn'flnn*'* 
on  trouvera 

OJlf,  =  «'  —  aaxcos- +x',       O^  =: a'  —  aor cos —  +  x*,  etc., 

et  OMs^a~^x;  mais  comme  on  a 

a'-\-x'=^(a~\-x)(a*:~  2ax  co«-  +^M{o'— a^^^cos H^)  etc., 

il  yiendra 

a'  +  af  =  Ci^-\~'cà'  =  ÔM,  X  Ôitf,  xÔ^sX  Ô^,  X  Ôî^,. 

Lorsque  n  est  un  nombre  pair ,  comme  dans  \a.Jig.  a ,  les  deux  par-  nG-  •■ 
lies  OM  et  OM^  du'diamètre  répondent  l'ane  et  l'autre  à  des  pcnnls  de 
.  division  marqués  d'un  cbîOre  pair  ,  et  donnent  les  deux  facteurs  re'els 
du  premier  dejfré,  a — a:et  a-f-x,  que  la  fonction  tf — x"  a  dans  ce  cas, 
tandis  que  toutes  les  lignes  de  nimiéro  impair  ne  répondent  qu'à  des 
facteurs  du  second  degré,  les  «euls  réels  pour  la  fonction  a'-t-ar*. 

76.  CÀtes,  qui  mourut  fort  jeune,  laissa  sans  démonstration,  parmi 
ses  papiers  ,  le  théorème  précédent.  Moivre  et  Bemoulli  y  sup{déèrent  ; 
mais  le  premier  donna  à  l'énoncé  une  extension  au  moyen  de  laquelle 
il  comprend  la  décomposition  de  l'expression  a"  —  ^m'x'  cos  ^  H'^*  en 
Êtcteurs  réels  du  second  degré.  Voici  celte  extension  : 

Au  lien  de  placer  le  point  M ^  origine  de  la  division    du  cercle,  à 
l'extrémité  du  rayon  MC,  Jig.  i,  on  prend  d'abord  un  arc  AM^  Jîg.  3,,  HG.  3. 
qui  Boit  la  »'"'  partie  de  l'arc  «T,  représenté  par^jS;  ensuite  on  partage 
la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre  n  de  pai'ties  égales,  à  com- 
mencer du  point  M,  et  on  a  alors 

a*-—aa''x"cos<r+  x"  ^^irfC'"— a37c"  x  ÔC'cos.T  +  'ÔC" 

=  ÔS' X  Ô^i  X  Wl  X  Ô^i  X  ÔF^  etc. 
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Pour  s'assurer  de  la  vérité  de  cette   équation  ,  il  fout  observer  que 

et  chercher,  comme  dans  le  n'  précédent ,  les  valeurs  de  OMy  OM, ,  etc.  ; 
on  trouvera  par  ce  moyen  les  mêmes  facteurs  que  ceux  que  les  for- 
mules du  n"  74  donneraient    pour  l'expression 

a"  —  la'x*  COS  <f  -h  x". 

77.  U  y  a  encore  dans  chaque  degré  de  grandes  classes  d'équation» 
qui  se  résolvent  avec  beaucoup  de  focîitté,  par  les  Tables  trigono- 
métriques;  elles  font  partie  de  celle»  qui  admettent  une  racine  de  la  forme 

•t  dont  U  composition  est  indiquée  dans  le  Complément  des  Élément 
tt^lgèbre.  Leur  expression  générale  est 

en   foisaut 

Elle  rentre  dans  l'expression  de  cosnx  rapportée  à  la  page  âo;  car  si 
Ton  y  change  x  en  arcosz,  et  qu'on  divise  ensuite  les  deux  membres 
par  r",  on  obtiendra  l'équation 

(2 cosz)'  —  -  (2C0S ,»)■'-'-—+  -^ — —■  (a coss)"-*-îti etc.  =  -; 

puis  j  écrivant  2  au  lieu  de  x ,  dans  le  développement  cité  de  cos  nx , 
et  le  multipliant  par  a  ,  on  en  tirera  l'équation 

(2  cos  »)■  —  j  (3  cos  a)—»  +  "^^""^  (a  cos  a)'r<  +  etc.  =  3  cosas , 
qui  sera  la  même  que  la  précédente,  si 
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d'où  il  résulte  • 

mais  cosns  ne  pouvant  jamais  surpasser  l'unité,  il  faudra  que  a  ne  soit 
pas  >  que  2  V*,  ou  a*>  ^b. 

Lorsque  cette  condition  âwa  remplie,  si  .00  repicéooQte  par  ^  J'arc 
dont  le  cosIdus  est  —7=  ,  on  aura 


amw  +  J" 


,      et      ^  =  iV?-C<.s(î=^.' 


Le  même  résultat  se  déduit  de  l'expression  algébrique  de  la  racine- 
qui«-eTieol  k 

quand  ou  y  met,  au  lieu  de  ^  et^^  leur  valeur  &a  a  ^t  6. 

■Dans  l'-bypdthèse  a*<4^,;U  quantité -V''|a'  —  è    est  imaginaÎFe  et 
peut  se  mettre  sous  la  forme  V^ — ï*'  •  V — -ï  =  supposant  ^ors  que 


ifl^r^coscT      et       V^  —  ^fl'=r'sinj', 
on  obtient 

x  =  ri  (çoS(r+  V — J  sin  J*)'  4"  (cos  «T  —  V — i  sin  /)°  J  , 

cequî revient  à  a:=:  arcos-  (47). 

Poar-détenninerr*,  il  suffit  de  quairerles  valeurs  der'cos^J^,  /^siu/; 

OQ  trouve  par  ce  moyen  t*'^^.b,  d'où,  comme  ci-dessus ,  r=s.\/b. 

78.  "Il  est  à  remarquer  que  c'est  précisément  lorsque  la  valeur  de  a-, 
quoique  réelle,  se  présente  sous  une  forme  composée  d'expressions  ima- 
ginaires ,  que  les  Tables  trigonàmétriques  la  donnent  avec  facilité  ;  aussi 
y  a-t-on  recours  pour  l'équation  da  troisième  degré  x'  —  px=q  ^ 
lorsqu'elle  tombe  dans  le  cas  irréductible.  En  y  faisant  x=2;-cosi, 
1.  17 
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elle  devient 

S/^coss'  —  a;?rcosz  =  9,      puis      4cosz'  —  ^cosz=  ^j 
et  comparant  aTec  la  formule 

4cosz'  —  3  cosz  =:  cos5z ," 

Ur^e  du  premier  taUeau  de  la  page  80 ,  on  a 

m 

d'où  il  suit, 

r  5=1/  ë  ,  cos  52  = ^-7=î 

TK     3 
et  la  condition  pour  que  la  valeur  de  cos  Sz  soit  moindre  ({oe  l'iiiuté 
est   ?  <  ir  L^  st  ou ,  en  élevant  les  deux  membres  au  qoarré , 
9'<^»  ou  enfin   p'K-^p'f 

la  même  que  cçUe  qui  constitue  le  cas  irréducUble. 

Dans  ce  cas  ,  en  désignant  par  ^,  l'arc  dont  le  cosinoff  est 
2-_-  j  les  valeurs  de  x  sont 

On  se  sert  aussi  des  formules  trîgonométriqnes  pour  abréger  le  calcul 
des  racines  dans  les  autres  cas  de  l'équation  du  troisième  degré,  et  dans 
tous  ceux  des  équations  du  second  et  du  quatrième;  mais  ces  appli- 
cations sont  moins  spéciales  que  1«  précédente,  qui  donne  en  même 
temps  toutes  les  racines,  et  leur  exposition  passerait  les  bornes  que  j'ai 
dû  me  prescrire.  Ces  bornes  ne  me  permeltenlpas  non  plus  de  m^'étendre 
sur  les  autres  forpies  d'équations  que  l'on  tirerait  des  expressions  du 
sinus,  de  la  tangente,  etc.  des  arcs  multiples,  non  plus  que  sur  les 
propriétés  du  cercle  qui  répondent  à  ces  équations.  Dans  l'état  actuel 
de  la  science ,  ces  propriétés  ne  sont ,  ainsi  que  les  théorèmes  de  Côtes 
et  de  Moivre,  que  des  objets  dépure  curiosité,  dont  il  suffit  d'indi- 
<i;aer  l'existence  et  de  marquer  la  place. 
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7g.  Ou  prouve  aisément  que  les  fonctions  alge'briques  des  quantite's 
de  la  forme  a+iv--»  sont  aussi  de  la  même  forme  (Compl.  des 
Élém.  d'Alg.)',  mais  les  résultats  de  ces  calculs  s'expriment  avec  élé- 
gance par  les  sinus  et  les  cosinus ,  et  on  en  tire  des  formules  qui  sont 
d'une  grandentilité  dans  l'analyse.  Si  on  compare  l'expression  o^-i  V'— i 
avec  r  (cos  z  +  v' —  i  sinz)".  On  trouvera  fl=rcosz,  i  =  rsin3;  en 
ajoutant  les  quarrés  de  ces  équations,  il  viendra  a'-f-è'^/'.  La  va- 
leur de  r  étant  connue ,  ou  aura 


faisant  de  même 

fl'  •\-b'\/ — I  =r'(co6s'+v'— I  sinz'),        ' 
il  en  résultera  (48) 

(fl-f-i  \/— 1)(^-^'  y'—  i)  =  n'(cosz+  \/ — isin  z)(coss'+  y/'~  i  sina') 
=  r/  [cos  (z  H-  z')  +  X/— I  sin  (z  -+-  z')]  • 

La  fraction  ^-±1^  devient  LÇ521i±V^±îf  i.  multiplUnt    ses 
deux  termes  par  (coss* — y/ —  isinz'),  on  obtiendra  (48)> 
-p  [cos(z— a^  +  V— I  sin(z— z*)]. 
La  £)Dction  (a  -f-  i  y/ — i)'  devient  sur-le-champ 

^(COBZ  +  V — '  1  sinz)'  =,r"(cosn3  +  V'"- 1  sians), 
et  en  changeant  n  en  -,  il  vient 

(a-\-b  V^^)*  =  /-(cos  ^  H-  v/— ï  sin  ^). 

80.  Par  la  transformation  précédente  on  introduit  les  lignes  trigono- 
métriqnes  dans  la  recherche  des  racines  imaginaires  d'une  équation  algé- 
brique quelconque.  Au  lien  de  substituer  à  l'inconnue  de  l'équation  propo- 
sée lafonnnI«â±d  V^^^  (^Complém.  des  Élém.  d' Algèbre)  ,  on  y  met 
r(cosj3  =tï  V — »  sinz),  et  on  remplace  en  conséquence  une  puissance  ■ 
quelconque  de  l'incomiue  par  }^  (c<^mzzi^\/~~\.&ï'a.nv^}  ensorte  qiw 
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si  cette  ^quMïon  est  ïeprésente'e  par 

J7''+ax"-'H-jSx'r' +^-+  »  =  o, 

rilè  deviendra 

r'çosna+a/*-'cos(n— i)a-4-jS^~'cos(n — 3)2...-f-^rcoss+n  ) 

=t(r''sin  /zs-f-a/*-'  sin(n — i  )z-f-jS/*-'  8in(n — 2)a.  ..-f-^r  sin  z  )  V—^J        ' 

et  ne  pourra  se  vérifier  qu'en  égalant  séparément  k  zéro  la  partie  re'ella 
et  la  partie  imaginaire.  On  obtient  ainsi  les  deux  étpiations 

r'cosnz+ar'^'cos(n — i)z+/3r^'cos(/ï — 2)3. . .  .-^-£;rcoss+)i  =  o,  (1) 
7*sinn2+(w*-'sin(n — i)z-f-j8r*-*sin(n — a)z. . .  .H-Çrsinz=o,  (2) 

au  moyen  desquelles  il  &ut  déterminer  les  quantités   r  et  z. 

Il  est  à  remarquer  qu'elles  se  déduisent  immédiatement  de  l'éqnatioR 
proposée ,  en  substituant  à  une  puissance  quelconque  af ,  d'abord  /*  cosrnz, 
et  ensuite  r"sinmz,  et  en  observant  pour  le  dernier  terme,  que 
/*  cos  0  =  1,  r°  sÎD  o  ;=  o.  On  les  ramène  à  ne  contenir  toutes  deux  que 
des  cosinus  :  pour  cela,  on  multiplie  d'abord  la  premîèi^  par  cosz»la  se- 
conde par  sinz;  on  ajoute  et  on  retranche  les  produits,  en  observant 
que 

cos/7izcoszd=  sin mz  sinz  :^  cos(m^:  i)z: 
on  trouve 

7v.cos(n— 1  )2-hi/^'co8(»— a)2-h)3f— "c<i6(iï— 5)z. .  .-+<  ,  -^ncâszs^o, 
r'cos(n-f-i)s-f-a/J'-'cos  ns        -j-)S/-^'cos(rt — i)z...H-rî^cos2Z+)iCos2=o, 

et  on  peut  alors,  par  les  formules  du  n°  5o,  changer  les  cosinus  des 
multiples  de  l'arc  2,  en  puissance  du  cosinus  de  l'afc  simple;  par  ce 
moyen  les  inconnues  à  trouver  seront  r  et  cos  z.  • 

En  prenant  pour  facteurs  respectils  des  mêmes  équations  (i)  et  (a), 
les  quantités  sinz  et  cosz,  et  en  opérant  du  reste  comme  ci^dessus  , 
on  transformerait  ces  équations  en  d'autres  qui  ne  contiendraient  que 
des  sinus  des  arcs  multiples  de  z  ;  mais  elles  ne  seraient  pas  plus  facUes 
à  traiter  sôus  cette  forme  que  sous  la  première  ,  puisqu'elles  conserve- 
raient leméme  degré,  et  en effeton  ne  saitguèreleSrésondrepour  d'autres 
cas  que  ceux  dont  nous  nous  somm«s  octupés  dans  les  n"  67  et  72; 
*'ést  pourquoi  j«  ne  m'y  arr^-terai  pas  davantage. 


Digitizedby  VjOOQIC 


INTRODUCTION.  i55 

Si.  Nous  allons  examiner  maintenant  la  forme  qae  prennent  les  fonc- 
tions logarithmiques,  eiponenlielles  et  circulaires,  lorsqu'elles  ren- 
ferment des  quantités  imafflnaires. 

Soît  d'abord  \(/i^by/—t):  en  fiôsant  V'«*+**='"»  _  =  osz  , 
*^sinz,  il  viendra  arbi  V —  »  =r(cose=±:  V—  »  sina),  et  par  con- 
•équent 

I(«=t;  JV— .1)  =  Ir  -(- 1  (cosz ±  V' —  I  sins)  ; 

mail  

i(cos2d=V^— I  sinz)=±zv'-^i  (45): 
donc 

Les  données  étant  seulement  r,  cosz  et  sinz,  on  pourra  prendi'e.aa 
lieu  de  Tarez,  les  arcs  a-*+z,  4'*H"2-  •  .awr^a,  *  étant  un  nombre 
entier;  ensorte  qu'on  aura  pour  I(ddbi  V*- — i)  une  infinité  de  raleurS} 
comprises  dans  la  formule  Ir=t  (ai* H-s)  V* — *• 

Si  on  £ait  £=0,  on  aura  r^a,  siaz^o,  z=o  ei\a=\azh3i'j(  V — i. 
Ce  résultat,  qui  paraîtra  d'abord  paradoxal,  indique  qu'une  quantité 
réelle  a,  pour  le  même  module,  une  infinité  de  logarithmes ,  dont  un 
seul  est  réel,  savoir  celui  qu'on  obtient  en  faisant  1  =  0,  et  que  nous 
distinguerons  par  la  caractéristique  L;  nous  écrirons   donc 

la  ssLaiairf  V— -^• 

L'équation  ±:jc  V — i=I(cosx±  V —  i  sino:)  conduit  immédiatement 
à  la  même  conclusion;  car  en  y  Élisant  successivement  x=o,  x^a^r, ... 
x^aïV^-elle  donne  0:3=Li,  dzsK  v/ —  »  =:li,.  ,,ziz2iit,y/ — i=:li, 
d'où  on  voit  que  l'unité  a  un  nombre  infini  de  logarithmes  imaginaires; 
.mais  puisque  a=:ixa,  on  doit  avoir  aussi  ld=:li -(-la  :  substituant 
à  la  le  logarithme  réel  La,  et  mettant  au  lieu  de  li,  sa  valeur  géné- 
rale rtatR*  y/ —  1,  ou  trouvera,  de  même  que  toul-à-I'heure  , 

Itf  =  Lfl±at7r  V —  ï- 

Pour  bien  entendre  ceci^  il  faut  se  rappeler  que  la  nature  des  loga- 
rithmes dépenduniquement-de l'équation  l(ah)=la-^\b.  Si  on  met  dans 
cette  équation. pour  la  et  Ib  leurs  valeurs  générales  La=b  six  \/ — i  et 
Lizfcai'-ff  V — 1,  sonscjond  membre  devcnantLa-|-Li±3(j-f-i''))r\/^ï> 
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sera  nécessairement  un  des  logarithmes  de  ab  compris  dans  la  formule 

1  (ab)  =  L  {ah)  d=  aiV  v''^^^  La  +  L  A  ±  a^V  V'—i. 

Quels  que  soient  donc  les  logarithmes  de  a  et  de  A  qu'on  ajoute 
entre  eux,  leur  somme  sera  toujours  égale  à  l'un  des  logarithmes  du 
produit  ab. 

En  faisant  x=  180°  =  *  ,  on  a  cosjjc^  —  i,  et  mettant  (ai -f-i)*  à 
la  place  dea^,  ou  trouvera  1( — i)=d:  (a(+i)'7r  V —  i  ;  ce  qui  nous 
fait  voir  que  tous  les  logarithmes  de  —  i  sont  imaginaires  :  il  en  sera  de 
même  de  ceux  de  — a;  car  — oi^ax— i  et  1( — o):=Lfl-|-l( — i); 
donc  1( — a)  =  La  ±  (ai  +  i)ff  y/ —  i . 

8a.  C'est  à  l'aide  des  considérations  précédentes  qu'EuIer  a  résolu  la 
difficulté  sur  les  logarithmes  des  nombres  négatifs,  qui  avait  été  l'objet 
d'une  très-longue  discussion  entre  Leibnitz  et  Jean  Bemoulli.  Le  pre- 
mier soutenait  que  ces  logarithmes  étaient  imaginaires;  le  second,  qu'ils 
étaient  réels,  et  les  mômes  que  ceux  des- nombres  positifs.  Nous  ne 
pouvons  entrer  dans  le  détail  des  raisons  qui  furent  données  de  part  et 
.d'autre;  mais  une  des  preuves  les  plus  fortes  qu'on  apportait  en  faveur 
de  la  réalité  des  logarithmes  Ans  nombres  négatifs,  consistait  à  dire  que 
puisque  (— <i)'  =  o',  on  devait  avoir  1(-— a)*  =  lo*,  al  —  o^ali?,  et 
enûn  1  —  o  =  l-f-<ï.  La  théorie  d'Euler  confirme  la  première  consé- 
quence, et  prouve  que  les  deux  autres  sont  fausses. 

En  effet,  on  a  1( — a)'=:al — a=  aLii±a(3i-l-i)'T  V* — ^î  el  à 
cause  que  le  nombre  3(a/-f-i)  est  pair,  cette  expression  se  trouve 
comprise  dans  la  formule  aLo  zfcaiV  V — »,  qui  représente  tous  les 
logarithmes  de  a*:  on  a  donc,  dans  un  certain  sens,  I( — ay=\a*. 

Si  on  compare  les  expressions  al — a=aLa±3(at'-f-i)7r  V* — i  et 
ala  =  3Lrt  ±4*-*  V — ï»  <"*  verra  qu'elles  ne  peuvent  jamais  rentrer 
l'une  dans  l'autre,  puisque  tous  les  nombres  de  la  forme  ^i-^-n^  sont 
essentiellement  différens  de  la  forme  4';  Ta&ii  l'expression  générale  des 
logarithmes  de  a*  doit  comprendre  tous  les  logarithmes  qu'on  trouverait, 
en  ajoutant  indistinctement  ceux  des  iactéurs  de  cette  quantité  (n^précéd.)  : 
elle  renferme  donc,  outre  les  doubles  de  chacun  des  logarithmes  de 
-f-a  et  de  — a,  les  sommes  qu'on  obtiendrait  en  ajoutant  ensemble'deux 
des  premiers  ou  deux  des  seconds,  qui  seraient  inégaux. 

Ainsi  I( — o)^=aLa±3(i+i'-|-i)-T  v'-^etla'^aL«t3(*-f-0*  y/—ï' 
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C'est  dans  ces  dernières  expressions  que  se  tronvent  les  logarithmes 
qui  satisfont  à  l'e'quatîon  1( — o)»  =  la',  parce  que  3  (i4-/')  peut  tou- 
jours désigner  un  nombre  pair  quelconque. 

Bemoalli  tirait  encore  de  la  quadrature  de  l'hyperbole  une  autre  ob- 
jection d'un  grand  poids,  qu'EuIer  laissa  subsister  ;  mais  on  y  a  répondu 
depuis,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir  en  parlant  de  la  quadrature  des 
courbes  ;  et  quoique  d'Alembert ,  qui  avait  embrassé  ropinion  de  Bep- 
noulli,  n'ait  poînt  voulu  admettre  l'explication  d'Eider,  elle  a  reçu  au* 
jourd'hui  l'asseiltiment  des  Analystes  les  plus  distingués.  Malgré  cela , 
il  faut  convenir  que  la  question  des  logarithmes  des  nombres  négatif, 
n'est  peut-être  pas  encore  exempte  de  nuages ,  surtout  dans  ce  qui  se 
rapporte  à  la  considération  des  courbes,  à  cause  de  la  difEcuIté  de  vérifier 
la  loi  de  continuité  ,  lorsqu'il  y  a  [un  passage  par  l'infini;  mais  il  serait 
néanmoins  très-inutile  de  s'appesantir  ici  sur  ce  sujet ,  parce  que  le  peu 
d'obscurité  qu'il  conserve  n'entraîne  aucune  conséquence  Ûcheose  à 
l'égard  des  théories  utiles  des  Mathématiques  et  des  principes  de  cette 
science  vraiment  féconds.  Les  usages  généraux  des  logarithiDes ,  et  leiir 
emploi  dans  le  calcul  numérique,  les  supposent  essentiellement  réels; 
dans  le  petit  nombre  de  cas  où  l'on'en  considère  d'imaginaires»  ce  n'est 
que  pour  former  des  expressions  analogiques  bien  vérifiées  d'ailleurs  : 
ainsi  je  renvoie  aux  écrits  cités  ii  ce  sujet  dans  la  Table. , 

83.  '  Nous  avons  cherché  précédemment  l'expression  du  logarillime 
de  la  quantité  imaginaire  a-f-  b  \/—i  =  r(cosz  +  V —  '  sinz),  et  nous 
avons  obtenu  pour  résultat  lr-f-(ai-*-f-z)  V* — i:  en  renversant  la  ques- 
tion, on  voit  que  si  le  logarithme  est  représenté  par  m~\~n\/ —  i,  on 
aura  m=rlr,  n^iiie-^z;  et  en  désignant  par  e  le  nombre  dont  le 
logarithme  népérien  est  l'unité,   on   trouvera 

r=se",  3=B,    d'où   sin2  =  sinn,    cos2  =  cosn; 

et  enfin  e"(cosn-t- V—i  *)"«)  sera  l'expression  de  la  quantité  cher* 
chée  :  cette  quantité  sera  réelle  si  n  est  on  nulle ,  ou  un  multiple  quel- 
conque ^e  la  demi-circonférence. 

84.  L'expression  (a-^h-y/ — ,j-+«v_,  pg^j  gg  mettre  sous  la  forme 
^,^,i<_,)K*+t*^— 0^  .puisqu'en  général  p'^gf'',  comme  01»  peut  s'en 
assurer  en  prenant  les  logarithmes.  Si  onsubstitue  au  lieu  de  1  (a-^b  V^— 1) 


Digitizecl  by  VjOOQ  IC  - 


i36  INTRODUCTION, 

sa  valeur  lr-+-z  \/ —  i,  il  en  résultera 

:=  e"''-"  [cos(m3+nl r)  +  V —  »  S'"  (mj+nlr)]; 

et  à  cause  qœ  ^''  =  7*,  on  axira  enfin 

(a+iV^^)"+"*^~'  =  r"e-"[co3(/n2  +  nlr)+  V'^^Nn(nK+nl7)], 

résultat  qui  est  de  k  forme  A+B\/ —  i.  On  se  rappellera  que  -pour 
donner  à  ce  résultat  toute  la  généralité  qu'il  comporte,  il  faut  mettre 
lilic-^z  à  la  place  de  z. 

85.  Supposons  qu'on  ait  h-=i\iy  il  viendra  r-^^a^  z^o,  cos3=i  et 

m+nl' — I  m  — atwr,-        r    •    ^    t     -i   \   ■    •  / .    y    ■    ^  >     i   \t 

n     '     '        .=  a  e  L*^os(a(mff+nia)H- V —  '  sin(a»m5r+nlrt}j. 

Si  a  était  une  quantité  négative,  comme  rdoit  toujours  être  positive, 
on  prendrait  2i=-n-,  d'où  cobz=^i,  et  on  écrirait  (af-+i)*  au 
lieu  de  ai-TT,  ce  qui  donnerait 

Lorsqoe  a  et  m  seront  nuls,  ou  aura 


r  =  A,       cosa  =  o,       3^90°  =  -., 


,_«i+i>: 


(ii+0.. 


(^V— ^)  ^e         ^  {cosbU+'V— -I  sinnli); 

si  i  était  négatif,  on  prendrait  z  =  —  «13^^+3^^^-^—*. 

Celte  expression  deviendrait  réelle,  dans  le  cas  où    on    supposerait 
'^  =  1;  et  -si  l'on  faisait  r  =  i   et  t=o,  elle -donnerait 

(  V^^)  ^~'  =  e~  â  =  0,207  S79  , 

résultat  qui,  '.par  sa  singularité,  mérite  d'être  coufirmé.  -Pour  cela, 
j'observe  qu'en  substituant  s/ —  1  à  la  place  de  u,  .dans  ht  aéi-ie 

"="  —  «"'—  ^  ("'  ~  «"')  H-  g  (u'  — a-')  —  etc. ,  (53) 


Digitizeclby  VjOOQIC 


OfTRODUCTïOTf.  liy 

il  Tient 

I  V=^=  v^__U-i(-i-t-o+^(-v^r:T4-p^)-eic.' 

La  scrie  comprise  entre  les  accolades  exprime  la  valeur  de  l'arc  de  4^*. 
dans  un  cercle  dont  le  rayon  =i   (4^  et  53)  j  ainsi 

mais  puisque  u' :=«'''%  on  aura 


Oa  remarquera  que  l'équaUon  1  V —  i  7=-.  "  '  ^  à  laquelle  nous 
Tenons  de  parvenir,  donne 'R' =s  ^-^^  et  3*;==-^^.  Cette  ex- 
pression  de  la  circonférence  dii  cercle ,  qui  se  déduit  aussi  de  l'équa- 
tion x\/—i  :^l(cosx+ v'—^  siox),  en  y  disant  j;=-,  et  qui  a 
été  trouvée  par  Jean  BernouUi,  n'est  qu'un  symbole  abrégé  représentant 
une   suite  infinie  (43). 

86.  Soit. la  fonction  circulaire  sin(adz5  V'—')»   '^^  ^^if* 

sin(ad=J\/— »)  =  siria  cos (*  \/ —  1)  d=  cos a  sin(i  V—  0- 

Poqr  obtenir  sin(i  V —  >)  etcos  (b  y/—  1) ,  on  mettra  b  V"— .1   au  lieu 
de  x,  dans  les  formules  du  n"  41  ;  et  il  en  résultera 

Substituant  ces  valenrs,  on  aura 

sin(«d=iV^^)  =  (^^^)Mna=tv'=T(S^~^)co»j. 
On  trouverait  aussi 


Digitizedby  VjOOQIC' 


j*8  JXTnODUCTION. 

et  l'on  parviendrait  de  même  aux  expressions  des  autres  fonctions  circu- 
laires,  telles  que  la  tangente,  la  ^canle,  etc. 

Lorsque  a:=2i-x:±:-  z=- —j  il  en  re'sulle  6inas==fc:i ,  cos<i=» 

et  sin(a=tA  V^~)  =±,-  (e*-f-i!~*)j  la  supposition  de  a=i'^  donne 
atfSsi'cos(«=b3  V'—i )==:*:-  (e*  -f-  «"*)»  P^^^  <!"*  "^"s  ce  cas  sind=o 
et  cosa=rJ=i ,  selon  que  i  est  pair  ou  impair:  il  y  a  donc  des  arcs 
imaginaires  dont  le  sipus,  ou  le  cosinus  ,  a  une  valeur  péelle.  Il  faut 
observer  cependant  que  cette  valeur  est  en  contradiction  avec  la  nature 
du  cercle;  car  tant  que  b  n'est  pas  nul,  auquel  cas  l'arc  serak  réel  t 
la  qnantité  -  (e*-f-Q~*)  =p:-S — j-i  surpasse  toujours  l'unité  on  le  rayon, 

ce  qui  ns  saurait  arriver  à  aucun  sinus ,  ni  à  aucan  cosinus  pris  dans 
le  cercle  (*). 

.  On  tirerait  encore  d'autres  cansequencca  remarquables  des  résultats 
que  nous  avons  obtenus  dans  cet  article;  et  en  renversant  la  question 
qui  nfuu  y  a  conduits,  on  parviendrait  à  Texpression  des  ares  imagi- 
naire, qui  répondent  à  des  sinus  ou  à  des  cosinus  imaginaires,  ou 
bien  à  des  sinus  ou  à  des  cosinus  réeU  plus  grands  que  le  rayon  :  mais 
Aoiu,  r«nT«rroBS  pour  cea  dét^,  au  Mémoire  d'Euler,  cité  dans  la 

67.    Les  résultats    des   m**  79,  8 r,  85,  84  et  86,   prouvçnt  que 

toutes  les  foneti^as  fsçpUcùa^i  soit  alg4^rviW9 1  logarithmiques  ^  ex- 
ponentielles ou  circulaires,  peuvent,  lorsqueUes  sont  imaginaires,  se 
ratnene^  à  ta  forme  ActBV— ■'■ 


'  (*)  O;)  verra  dans  la  mite  que  l'existence  de  ces  sùius  qt  de  ces  cosinus  appar- 
teDfnt  à  des  kcs  iaaagin»iw>,  tient  à  la  sature  de  F}Q>peibo}e  ^nilatère,.  eombc  , 
doot  les  propriétés  oat  la  plus  grande  analogie  avec  celles  du  c^cle. 
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TRAITE 

DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET 

•  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

Il  iiiJWiggnannir^PB— —ri»  .nniimiii— ■aae— ea— l—- 

PREMIÈRE  PARTIE. 
DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Exposition  analytique  des  principes  du  Calcul  différentiel. 

âi.  serait  fort  difficile  d'expliquer  clairement  ta  natare  du  CàJtciâ 
différentiel  à  ceux  qui  n'ea  ont  pas  les  premières  notions.  Ce  n'est 
pas  qu'on  ne  puisse  définir  rigoureusement  ce  calcul;  mais  on  ne  sao.- 
raït  le  £ure  sans  emprunter  des  idées  qui  ne  se  rencontrent  point  dans 
les  circonstances  ordinaires  de  la  vie,  ni  dans  les  parties  des  Mathë" 
matiques  qui  sont  l'objet  des  études  précédeutei.  Heureusement  rien 
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11' oblige  à  commencer  iiu  Xiaiîé  par  des  de'fîintioos,  qui,  comme  le 
disait  Pascal,  ne  consistent  que  dans  l'impositioii  d'uu  nom  aux  choses 
qu'on  a  Clairement  désignées  en  termes  pariiuteiùent  connus.  Nous  ex- 
poserons donc  d'abord  les  idées  préliminaires  tmi  donnent  naissance 
au  Calcul  différentiel;  et  par  là  nous  ferons  voir  sa  liaison  avec  le  dc- 
veloppemeot  des  fonctions ,  dont  nous  nous  sommés  occupés  dans 
l'Introduction. 

D()  ciiangff-       !•  L'Algèbre  proprement  dite,   a  poar  sujet  la  quantité  considérée 
inis quVprouT*  ^q  elle-même,  et  rapportée  à  un  état  de  grandeur  fixe  et  déterminé  : 

nefoocuondCT,  .  t  •    r  .,-,,  ,.  ■  -i- 

>.»iue  xdeTieni  les  relations  que  des  quantités  assujetieï  a  des  conditions  données  doivent 
■*"*■  avoir  entre  elles,  sont  l'objet  des  questions  qu'on  y  traite. 

Dans  la  partie  de  l'Analyse  qui  va  nous  occuper,  on  suppose,  au  con- 
traire, que  la  quantité  passe  paf.diO'érens  états  de  grandeur;,  et  on  con- 
sidère les  changemens  qui  en  résultent  dans  ses  fonctions. 

Les  quantités  eorrisagées  comme  changeant  de  grandeur,  ou  pouvant 
ea~  changer,  sont  appelées  imndflei;  et  on'  donAe  le  nom  de  constantes  ' 
à  celles  qui  conservent  toujours  la  même  valeur  dans  le  cours  du  cal- 
cul. Ou  voit,  d'après  cela,  que  c'est  la  nature  de  la  question  proposée 
qui  détermine  quelles  sont  les  quantités  qu'on  doit  regarder  comme 
variables  ou  comme  constantes. 

Si  une  quantité  variable  x  reçoit  un  accroissement  représenté  par  A, 
pour  trouver  ce  que  deviennent  alors  les  fonctions- cfe  celte,  quantité,  il 
faut  écrire  x-^h   au  lieu  de  x  dans  leur  expression  :  prenant  pour 

exemple  x",  a:'  et  -,         ,  il  viendra 

(jf-fV  =-â:'  -f*  Sx'A-f'  5a:A'  -f-  A', 
n  (J  +  A)       _  ax-^ah 

a*  -\-  (x  +  A/  ■**"  a*  -f-  x*  +  axh  -f-  A"" 

Dans  le  cas  où  x  aurait  éprouvé  une  diminution  au  lien  d'un  accrois- 
sement, il  faudrait  substituer  x  —  A  au  lieu  de  x,  ou  donner  à  A  le 
signe—.     -       * 

2.  La  recherche  précédente  n'aura,  comme  on  voit,  aucune  difll- 
cuUé,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'une  .fonction  dont  la  composition 
sera  connue ,  c'est-â-dire  d'une  fonction  explicite  :  elle  ne  parait  pas 
même  a^  premier  coup-^d'œil  devoir    conduire  à  des  résultats  bien 
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faitéressaDS  ;  mais  cependant  si  on  développe  dans  une  se'rîe,  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  A',  l'expression  de  la  nouvelle  valeur  de  la 
fonction  proposée  ,  elle  se  présente  alors  sous  une  forme  qui  mérite  une 
attention  particulière.  On  pourrait  établir  tout  de  suite  cette  forme  sur 
des  considérations  générales  ;  mais  dans  un  Ouvrage  dont  le  but  prin- 
cipal est  de  &ire  connaître  l'espnt  et  l'enclialnement  des  méthodes,  il 
vaut  mieux  saisir  d'abord  le  fil  de  l'induction  :  c'est  pourquoi  nous  trai- 
terons successivement ,  comme  il  vient  d'être  dît,  les  difle'rens  genres  de 
fonctions  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  l'Introduction. 

i'.  Si  dans  la  fonction  x"  on  met  (x  +  A)  au  lieu  de  x,  il  viendra 

Il  &ut  remarquer  que  ce  développement  a  pour  premier  terme  la  fonc- 
tion proposée  jc*  ,  et  qu'il  donne  naissance  à  une  suite  de  fonctions 
^x—^^  "^l^'^j*-*,  îfciH:î^j--a,  etc.,  qui  multipUenl  les  diffé- 
rentes puissances  de  A.  Ces.  fonctions  doivent  être  regardées  comme 
dérivées  de  la  fonction  proposée  par  la  transformation  qu'on  lui  a  &it 
subir  j  et  leur  considération  est  absolument  inde'pendante  de  la  va- 
leur de  h. 

Toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  a: ,  qui  ne  peut  être  que 
de  la  forme  jia:  -f-  Bx  -+•  Car  -{- conduit  à  un  résultat  sem- 
blable; car  en  substituant  X'^h  k  x,  on  trouve, 

.J(x  +  h)''  +  S(x  +  l,f  +  C(x+h)>+ 

et  en  développant, 

'  )  *  '■'  >  A"  +  elc. 


La  partie  indépendante  de  A,  dans. cette  expression,  est  encorelafonc- 
tion  proposée;  si  on  la  représente  par  .u,  et  qu'on  désigne  parp,  ^,  r,  etc, 
les  coefHciens  des  puissances  successives  de  A,  il  viendra 

u  -i-'ph  +  yA'  4-rA*  4-  etc.  , 
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On  ramènera  fiicUement  à  cette  forme,  le  résultat  que  donne  la  pnî»* 

«ance  «  du  ^olyaome  j4x* -j- Bx  •+■  Car''+- ^lorsque.xsecliuigo 

en  x-i-h.  En  effet,  ce  polynôme  étant  représenté  par  u,  il  devient  lui- 
même,  d'après  ce  qui  précède, 

u  ^pk  ■+.  çh*  -t-  rh'  +  etc.  ; 

on  a  par  conséquent  à  de'veloppcr  («-t-/>A-|-yV +rA' -f- etc.)',  sm- 
vant  les  puissances  de  h;  mais  quelle  que  soit  n,  les  formules  du  n'  i^ 
de  l'Introduction  condnii-ont  à  une  expression  de  la  forme 

««  4- />A  _j_  ÇV  +  iïA' 4- etc. , 

Pf  Q,  Rf  etc.  étant'  des  fonctions  de  x  indépendantes  de   h. 


La   fbqctîon  rationnelle   et  Jractionnaire  • ^ti. 


-**•+&*■*+ Cb> +. 

peut  être,  écrite  comme  il  suit  : 

mais  en  sulisUtuant  x-^h  k  x,  le  second  acteur  devient 

(u  +  ;»A  +  ^h'  +  rh'  +  etc.)"' , 

et  son  développement  prend  la  formç 

«-'^+ P*  +  QV -4- iît» -f  etc.  ; 

quant  an  premier,  on  te  représentera  daqs  opn  nonvel  ^tat,  par 

i/ +^'A  +  y'A*  + /A*  H- etc. , 

p't  iy  ''j  ^^^-  ^^^^^  ^^  fonctiona  analogues  à  celles  que  désignent  lef 
lettres  ;>,  y,  r,  etc.  :  la  foncdoo  proposée  deviendra  donc 

(«'+/ï'A-f  ^A»+/A*  +  etc.)  (ur^^Ph-{-  ÇA' +  iïA»  +  etc.); 

Si  on  fait  la  multiplication  indiquée  y  on  trouTera 

(/»-'  +  £/    P  -1  A  H-  z/    <?  )  A*  +  etc. 

nais  u'u""'  est  la  même  chose  que  —,  ou  la  fonction  proposée  ;  par 
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«onséquebt  le  résultat  qu'on  Tient  cl'(Atenir  rea^e  dans  la  fonne  du 
précédent 

3,'.  Les  fonctions  exponentielles,  iogarithnn(}nes  et  circulaires  con- 
duisent aossî  k  des  deTeloppemens  semblables,  lorsqu'on  y  change  x 
en  X  -^  A. 

a*  devient  dans  ce  cas  a*'^ssa'Xa*;  or,  d'après  la  fbnnvle  du 
n*  aa  de  Vlntroduitionf 

a*  s=  I  +  —  A  -4-i — i-  A'  +  i — T,  n'  +  etc.  ; 

on  a  donc 

^*' =  a-  +  «-(l'«)A+!:^V+ qljïtf  +  etc. 

V(x)  se  change  en  r(x4-A)=rj:  +  lY  i+- V  etj  en  vertu  du 
n'a^icY  Introduction, 

par  conséquent 

En  mettant  x-^k  pour  x,  dans  sinx,  on  trouve  par  les  formules 
connues , 

wi(x-^K)  =3=  sinxcoeA  +  cosxsinA; 

mais  (Intràd.  5g) 


i.a.S.4 


•  etc. , 


il  suit  de  là  <pie 

sin  (x+ A)  =  sin  X  +  ^2îi?  A  —  ^  A- — 52î£  A' +  cl<r. 

Ënjfin  cos(x-f-A)  devient  cosxcosÂ  —  sinxsiiiA;  et  en  mettant  pour 
cosA  et  sinÂ  leoc  valeur  en. série,  on  anr^ 

cos  (x+ A)  =:  cosx  —  îî^  A  — ^^  A*-i-412^  À*  +  etc. 

I..'analogie  doit  nous  porter  à  eoBcIuee  de  ce  qui  précède,  que  si  u 
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représente  une  foocUon  quelconque  de  a:,  et  qu'on -écrive  dans  ceflê 
fonction  x-^h  au  lieu  de  x,  son  développement  doit  prendre  la 
forme  o  +  i'A  +  Qk'  -h  Rh^  +  etc.  ;  on  verra  dans  la  suite  que  cette 
proposition  est  effectivement  générale.  Nons  laisserons  donc  de  côté  tout 
ce  qui  regarde  la  valeur  absolue  du  chaogemeot  qu'éprouve  la  fonction 
primitive  u,  en  vertu  de  l'accroissement  de  la  variable  x  dont  elle  dé- 
pend, pour  ne  nous  occuper  que  des  fonctions  P,  Qy  Ry  etc.,  qu'elle 
engendre  lorsqu'on  la  développe  dans  son  nouvel  état. 

5.  Nous  allons  d'abord  cberclier  à  déterminer' les  relations  que' lei 
fonctions  i*,  Ç,  Ry  etc.  ont  avec  la  proposée;  et  pour  y  parvenir  plus 
facilement,  nous  commencerons  par  considérer  un  cas  particulier,  celui 
de  la  fonction  x",  qui,  lorsque  x  devient  x+A,  donne 

(x+i)-=^-4-^i+'^-^A-+">-'."r°'T*'+°"^- 

Si  on  examine  avec  attention  les  coefficiens  des  différentes  puissances 
de  A,  en    faisant    abstraction  de   leur  dénominateur,  on  verra  bientôt 
'    qu'il  est  facile  de  les  déduire  tous  de  af  par  une  suite  d'opérations  sem- 
blables. En  effet  le. coefficient  .de  hy  dans  le  développement  de  (x-\-h)'y 
étant  nj::*^:',  le  même  coefficient  dans  celui  de 

n(x-hA)"~'  1  f  n(n— i)j:"-' 

n(n—i){x+h)-^  \  I  B  (n— i>(;i— 2)J--^ 

etc.  3  l  etc. 

Il  suit  donc  de  là  qu'on  trouvera  chacune  des  fonctions 

a*,     nxf~\     n(n — ^)x'~*y     n(n— i)(/ï — 3)jc"~',     etc. 

(  excepté  la  première ,  qui  est  la  fonction  proposée  )  /  en  substituant 
x-\-h  a.x  dans  celle  qui  la  précède,  et  en  prenant. le  coefficient  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  h  dans  le  développement  qui  naîtra 
.  dé  cette  substitution. 

La  fonction  Ax'^-\-  Bx  -f-  Co^  + devenant 

■     ^(x+  A)*-f.\5(:c+A/-H  C{x-\-}i^+ , 

Gji.  pourra  appliquer  au  développement  des  difTérens  termes  qui  la  coBft" 
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posent ,  la  remarqne  qui  vifent  d'être  faite  sur  celui  àe  (x4-  A)',  et  par 
copsequent  chacune  des  foDCtioas 

^x  É         a.Ax'     'y  «(« — i)Aa:*~'^i         a(« — i)(a — ^Ao^      i 

-i-C:^)     +>C'a>-')      H->C>-i)Cx>-'')     -i-y(y~i)(y-2)Ca?^) 

se  tirera  de  celle  qui  la  précède,  en  y  changeant  x  en  x-^k^  et 
en  prenant  le  coefficient  de  la  p^^emière  puissance  de  h  dans  le  dérc- 
lopïïement  du  résultat  ;  mais  en  les  divisant  respectivement  par  i ,  i .  a  , 
1.2.5,  etc.-,  à  partir  de  la  seconde,  on  aies  coefïïcîens  des  puissances 

de  A  dans  J(x^h)*-\'B(x-\-hf-\-C(x-^h)^+ :  ces  coeiBcieos 

de'riveront  donc  encore  le$  uns  des  autres,  de  la  même  manière  dans 
le  cas  actuel  que  dans  le  cas  précédent. 

11  est  aisé  de  voir  que  la  même  chose  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les 
fonctions  explicites  de  celles  qui  ont  été  considérées  dans  l'Introduc- 
tion ,  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  Ax'-^Bx  +Cx''-f-etc. , 
eq  le»  développant  en  série;  mais  conmie  il  en  résulte  de  nouvelles 
séries  pour  les  coeffîcieas  des  puissances  de  A,  lors  même  qu'ils  peuvent 
être  exprimés  par  un  nomhre  limité  de  termes ,  je  ne  m'arrêterai  à  cette 
preuve  particulière,  que  pour  faire  observer  dès  à  présent,  qu'il  y  a  du 
moins  une  multitude  de  fonctions  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée 
ci-dessns,  à  l'égard  de  la  fonction  jr:",  et  que  par  conséquent  il  peut 
n'être  pas  sans  intérêt  pour  l'Analyse,  de  considérer  plus  particulièrement 
les  nouvelles  fonctions  p,  ç,  r,  *,  etc.,  engendrées  par  le  développement 
du  second  état  que  prend  la  fonction  u,  lorsque  la  variable  dont  elle  dé* 
peftd  reçoit  un  accroissement.  En  eSèt ,  pour  peu  qu'on  ait  réfléchi  sur 
les  procédés  analytiques,  on  a  dû  remarquer  que  chaque  opération  intro- 
duite dans  le  calcul,  ^t  naître  des  relations  qui  lui  sont  propres,  et 
qui  conduisent  k  de  nouvelles  propriétés  de  la  grandeur. 

4.  On  remarque  d'abord,  que  lor$c[ue,  par  la  substitution  de  x4*A    DeiadïKm». 
au  lieu  de  x,  la  fonction  u  s'est  changée  en  d^''"4^id^^' 

,  ,  ,     , ,  d'une  uiile   t«- 

B  +  /7A  +  yA'  +  rh'  ■+■  etc.-,  riJJe. 

elle  a  reçu  un  accroissement  représenté  par  la  série 

ph  +  yA'  -f-  rk'  +  etc. ,      " 
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IBI  que  par  conséquent  «i  oq  désigne  par  1/  ie'secondétat  de  «tte  ftïnft- 
tion,  la  diiTérence  de  ses  deux  états,  qu'on  mppeBe  Ba  différence ^  0era 

«'— w  ^ph+qk^  H-rA*  +elc.; 
divisant  les  detix  membres  de  cette  équatîoA  par  h ,  il  vîeodni 

2^^  ï=:  /)  -I-  yA  +  rA'  +  etc. , 

expression  qui  montre  que  le  rapport  de  l'accroîsseiiieztt  de  la  iianciîoii 
à  celui  de  la  variable,  est  susceptible  «Tune  limite  exprimée  par  1«  coef- 
ficient p  {Int.  is):  on  arriTCrait donc  immédiatement  à  ce  coefficient 
par  la  considération  des  limites.  C'est  aussi  le  moyen  qu'ont  employé  {dit- 
sieurs  Analystes  ,  d'après  l'indication  qui  en  a  été  donnée  d'abord  par 
d'Alembert,  et  j'en  ai  fait  usage  dans  mon  Traité  élémentaire  du  Calcul 
différentiel  et  du  Calcul  intégral;  mais  ici  je  n'envisagerai  la  fonction  p 
que  comme  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  b,  dans  le  déve- 
loppement de  la  différence,  ordonnée  par  rapport  à  cet  accroissement. 

l^e  premier  terme,  où  se  trouve  ce  coefficient,  n'étant  qu'une  portioa 
de  la  diflërence,  on  l'appelle  di^rentiellej  et  on  le  représente  par  du, 
1b  lettre  d  étant  tme  caractéristtqne  et  mm  pas  un  coefficient  de  u. 

Ayant  posé  du  =  />A,  on  en  conclut  ^  ^-r-;  mais  pour  &ire  de  Tex* 
pression  -t-  un  type  général  qui  montre  toujours  quelle  est  la  variable 
à  laquelle  se  rapporte  la  fonction  u,'il  convient  de  substituer  à  la  lettre  A 
un  symbole  qui  rappelle  celte  variable,  et  comme  l'accroissement  qu'acné 
reçoit,  étant  indépendant  de  tout  autre,  n'a  pour  développement  qu'un 
seul  terme  A,  il  doit  être  considéré  comme  la  dlfiférenUelIe  de  :>::  on  peut 
donc  représenter  A  par  dx,  et  écrire  en  conséquence 


d-u  ss  pàx,        d'où 


du 


Si  l'on  considérait  une  fonction  z  dépendante  de  la  variable^ ,  le  coef* 
ficient  du  premier  terme  delà  difiTérence  de  z,  se  désignerait, par  ^. 

Il  suit  de  ces  conventions  que  ppurjrouvei*  la  différentielle  tlimefone^ 
tion  quelconque  de  %',  il  faut ,  dans  l'expression  de  cette  fonction ,  écrire 
x-^-dxaulieu  de  Xj  développer  le resulmtt  en  se  bornant  tmac  termes affbc' 
tés  de  la  première  puissance  de  dx,  et  retrancher  ensuite  la  foncttoit . 
proposée. 
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Le  eoeffibient  p,  on  ^  étant  le  nniltîplicatenr  de  la  différentielle  dr,  je 

L'appeUeru  coefficients  différentiel  de  la  fonction  u;  et  il  ^ohdendra  iow 
jours  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction  u  pio-  celle  de  la  va~ 
riable  x. 

Pour  éclaircir  ces  règles,  il  suffira  de  les  «ppticpier  à  la  Ibnctioa 
u  =  a:".  En  y  écriTant  x+dx ,  au  lieu  de  x,  elle  deviendra  (Int.  iG) 

t/=s  (x+dx)' =  x'H-/fc»"-'dx-f- etc. 

d'où  retranchant  la  fonction  prinntÎTe  jr",  on  eu  tirera 

dw  =  d  (x")  ^  nx'~'  dxj 

«t  le. coefficient  différetLliel  sera 

5.  Après  iToir  expliqué  ce  que  l'on  entend  par  la  diflëreutielle  «t 
par  le  coefficient  différentiel  y  la  dénomination  du  Calcul  différentiel 
indique  assez  qu'il  a:  pour  but  la  recherche  de  ces  fonctions  ;  et  comme 
celles-ci  sont  liées  intimement  avec  la  fonction  primitive ,  on  sent  qu'il' 
doit  exister  une  opération  inverse  pour  remonter  à  cette  dernière ,  par 
U  connaissance  de  sa  dîflSreutiefle  ou  de  son  coefficient  différentiel  : 
tel  est  l'objet  da  Calcul  intégral.  Ces  définitions  s'éclaîrciront  et  ^é* 
tendront  ii  mesure  que  nous  avancerons;  car  dans  cette  parde  de  l'A- 
nalyse, comme  dans  tchites  les  autres,  ce  n'est  qu'après  l'avoir  parcou- 
rue en  entier  qu'on  a  une  idée  parËiitement  claire  de  ses  propriétés.  Je 
Tais  exposer  maintenant  des  règles  pour  dîfférentier  les  fonctions  dtmt 
l'expression  est  connue. 

6.  La  formule  d(x')  ^JW^Mx,  foit  voir  que /»oi*r  différentier  un» 
fmssance  ^uelcoa^ue  d'une  quantité  variable  ^  il  faut  la  multiplier  par  son 
exposant,  diminuer  ensuite  cet  causant  <tune  unité j  et  multiplier  le 
résultat  par  la  différentielle  de  la  variable. 

La  £fiërentielle  de  ^x^  •+•  Bx  -f-  Cx^  + se  trouvera  en  prêt* 

nant  séparément  celle  de  chacua  des  termes  qoi  composent  cette  fonc* 
tiouj  et  osaura  pour  résultat 

o^x*"'  dx  -f-  jS5x^~'  dx  +>Cx^~'  dx  +  etc. 
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,  7.  Si  on  a  plusieurs -fonctions  de  x  jointes  ensemble  par  addidop  ou 
par  soustraction,  comme  les  suivantes  u-f-c-^tv,  la  diSërentielle  de 
l'expression  totale  sera  du  +  df  — ^dw;  c'est-à-dire  qu'on  l'obûendra 
en  prenant  la  diSërentielle  de  chaque  terme,  avec  le  signe  dont  ce  terme 
est  affecté.  En  effet,  d'après  cç  qu'on  a  td  jusqu'à  pre'sent,  la'  substi- 
tution de  x+dx  au  lieu  de  x  doit  changer 


'  >  en  J    c-l-  9. 


dx  +  etc- 

dar  -4-  etc. 

rdx  -4-  etc.  : 


et  par  conse'quent 

u~{-v — w    deviendra   w+c — w-f-/jdx+^dx  — rdx  +  etc.; 

d'où,  en  retranchant  la  fonction  proposéë,on  tirera ^dr+ydx — /xLiî+etc.  ; 
mais  pàXf  fdx,  rdx  sont  les  différentielles  propres  de  chacune  des 
fonctions  «,  f  .et  tv:  la, règle  ci-dessus  ^t  donc  démootrée. 

8.  Quoiqu'il  soit  presqu'évident  que  deux  fonctions  égales  doivent 
avoir  des  différentielles  égales ,  je  crois  cependant  à  propos  d'entrer 
dans  quelques  détails  à  cet  égard,  afin  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur 
un  principe  qui   reviendra  souvent  dans  la  suite.  ■ 

Lorsque  deuï  fonctions  sont  égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  la  variable  dont  elles  dépendent ,  il  faut  que  leurs  déveIo[^e- 
mens  ,  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  de  cette  variable  ou  de  son 
accroissement,  soient  Identiques,  afin  qu'en  les  .égalant  il  n'en  résulte 
aucune  équation  qui  puisse  déterminer  l'une  ou  l'autre  des  quantités 
dont  OD  vient  de  parler;  par  conséquent  si  on  a  u  =  c,  il  faut  qu'en 
-  substituant  X -f- dx  à  x,  et  en  développant,  on  ait  u-f-^dx-f- etc. 
:=c  +  9dx  +  etc.,  quel  que  soit  dx:  donc^dx^^dx,  c'est-à-dire 
du=dc. 

L'inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  généralement  vraie,  et  on 
aurait  tort  d'affirmer  que  deux  différentielles  égalés  appartiennent  à 
des  fonctions  égales.  Ea  effet,  si  on  avait  a^^bx^  'en  substituant 
x-f-dx,  on  obtiendrait  o  +  ix  +  Adx,  et  en 'retranchant  a-f-ix,  on 
trouverait  bdx^  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  aucune  trace  de  la 
constante  a.  La  différentielle  bàx  appartient  donc  également  à  a-^-bx 
ou  à  bXf  et  elle  convient  en  général  aux  diffA^ns  cas  que  présente  la 
fonction  a -f-^x,  lorsqu'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs  possibles.  On 
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Toit  aisément  par  1&  qne  dans  la  difiërentiaUon  d'une  fonction  qnelconqne, 
toutes  les  constantes  combinées  seulement  par  voie  d'addition  ou  de 
soustraction  disparaissent  :  à  l'égard  de  celles  qui  le  sont  par  la  mtil'- 
tiplication  ou  par  la  division,  elles  restent  toujours  comme  coefficîeng 
ou  comme  diviseurs. 

9.  Passons  maintenant  an  produit  des  deux  fonctions  u  et  f  :  puîsqne 
u  se  change  en  u+/'dx  +  etc.,- et  c  en  c-f-^djr-f-etc. ,  le  produit 
uv  deviendra 

un  •}-  uqàx  +  etc. 
■  -4-  »7»da:  +  etc.; 

soustrayant  la  fonction  primitive  uv ,  il  reste  pour  la  différentielle 
mfàs:-\-vpàx;  mus  tjAx  et  pà.x  sont  éqnivâlens  à  de  et  à  dû:  donc 
d.w^udc  4~  ^du. 

11  faut  &ûre  attention  ici  au  point  placé  après  le  d;  il  est  mis  pour 
empêcher  qu'on  ne  confonde  d.uc,  qui  est  synonyme  de  d(uf),  avec 
duc,  qu'on  pourrait  prendre  .pour  la  différentielle  4»  multipliée  par  v. 
Dans  tous  les  autres  cas ,  le  point  marque  de  même  que  la  caractéris- 
tique d  s'étend  à  tout  ce  qui  le  suit. 

Je  n'ai  pris  que  les  deux  premiers  termes  des  développemens  de  u 
et  de  Vy  parce  que  les  suivans  ne  contenant  que  des  puissances  de  d;r 
Supérieures  à  la  première,  en  auraient  donné  de  semblables  dans  le 
produit,  et  qu'on  ne  saurait  les  admettre  dans  la  différentielle,  d'après  sa 
définition,  11  est  à  propos  de  bien  saisir  cette  remarque;  car  dans  tout  ce 
qui  "va  suivre  nous  n'aurons  égard,  par  la  même  raison,  qu'aux  deux 
termes  u4-/>dx. 

La  formule  à.uv=iuàv  -^vAu,  nous  apprend  que  pour  avoir  la 
différentielle  du  produit  de  deux  fonctions  j  il  faut  multiplier  chacune 
d'elles  par  la  différentielle  de  Foutre ^  et  ajouter  ensemble  les  deux  ré- 
sultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  à.uv=uàv'\-  vàu  par 

la  fonction  primitive  «c,  on  trouvera  -^  =  ~  -\ — -^    ce  qui    nous 

conduira  facilement  à  l'expression  de  la  différentielle  d'un  produit  com- 
posé d'autant  de  iacteurs  qu'on  voudra.  Pour  cela,  supposons  que 
c  =  /j,  il  viendra 

de        à.U       àt   ,   ds 
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et  par  CKMSwjacÊBà 

à.at* **    t_'''_i_  ** 

'Zâ'~T~^~i:'^  T'- 
en trouvera  de  la  même  manière ,  que 


Cette  règle  donne  immédiatement  la  différentielle  de  x*y  forsque  l'ex- 
posant n  est  entier;    car  on  a 

d.j" à.xxxx.... ^_i_^_i_*^  j_'''  j, 

x'    **~        XXXX,...  "~  X  X  X      '^  X 

le  nowhm  des  Ëtcteur»  dn  prenùar  membre  étant  n ,  le  second  sera 
composé  d'un  pareil  nombre  de  termes  tous  égaux,  et' il  se  réduira 
par  conseqaent-  a  — ;  on  aura  donc — ;r-x=>  — ,  et  Ion  en  tirera  a- 
cilement  à.x''=snx*~'âx. 
Si  QQ  &it  éyanouir  les  dénominateurs  dans  l'équatioii 
à.uts    ^    au  j^ àt    .    as 

on  trouvera  à.uis^tsâu-\'Usdl-\-tudsj  et  on  verra  aisément  par  Ik,  que 
^uel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  j  la  différentielle  de  leur  produit 
sera  égale  à  la  somme  des  produits  de  la  différentielle  de  chacun  ^eux, 
multipliée  par  tous  les  autres. 


xo.  Soit  la  fi-actioa-;  en  faisant -s?/ ,  il  vient  usetv/,  et  d'après  ce 
qui  précède,  dussfdf  H-'dc  :  prenant  la  valeur  de  d/,  et  sobstituant 
an  lieu   de  f ,  la  fraction  -,  on  aura  , 

1.       du       vAv 

^  =  T-  — ' 
résultat  qu'on  pent  écrire  comme  il  suit , 

-    a        du        uAf       vàit — uAv 

*•;  = ---?-= — 7— 

Sa  tradacUon  aouc  apprend  qae  pow  Iroutw  U  différentielle  £tme 
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fraction,  il  foui  nudiipUer  2e  di/téminsteur  fat  la  ^d^ire^iellé  du  jëu- 
mératew,  retrancher  àe  ce  produit  celui  du  numérateur  parla  différentielle 
du  dénominateur  j  et  di^'iser  "fy  tout  par  le  qimrré  du  dénominateur. 

Soit  en  général  une  iiractioa  -y  rj'r'"  '  dont  le  numérateàr  et  le  àé* 
nominatenr  renferment  chactut  autant  de  facteurs  qu'on  voudra;  si  on 
la  représente  par  ^,  on  «nra  jy/'.'l-ae^^  et -en  faisant  disparaître 
le  déDomiiutear,  on  tarouTcra  rstu. ...  3=  f/s'/t/. . .  t  ;  nuis  ea  verta 
du  n"  pre'cédent^  on  a 

d.rato...  ■  dr  j^dj  ^^  df   ,    du    , 


donc 


d.r//fu'....     âr  ,  à/  ,  à/  ,  àf  ,  au'  , 
-^7?7rr:=  T^-*- 7  +  r  +  T +17 +•  ■ 


^+ 

4,' 

à/ 

if 
— p-.- 

■du'       ■      1 

àr  .,  Ht  ,  àt  ,   àu   , 
et  par  conséquent 

11  sera  facile  maintenant  de  tirer  de  ce  résultat  la  différentielle  de 
la  fraction  pK^posée. 

II.  hes  règles  énoncées  .dans  les  n"  6^  y,  9,  lo,  suffisent  pour  Iroo- 
Ter  la  diderentielle  d'une  fonction  algébrîc|ue  quelconque;  etpàuT'Ies 
■enchaîner  dànfi  un  ordre  'contétiahte^  A  &ut  'Rendre  l'inTsrsç  Ac  'dr- 
lui  qu'on  devrait  suivre  pour  mettre  en  nombre  l'expression  proposée, 
c'est-à-dire  que  l'on  commencera  "la  différentiatiwti  parla  dernière  éés 
lopnrationB  numériques  indjqiiu^  -dans  cette  -expreiSsion. . 

A  ce  qui  précède,  il. faut  encore  ajouter  le.  procédé  pour  différent!^ 
une  ibnctiou  u  qui  n'est  pas  exprimée  imme'diatement  par  la  yarisusle  x 
dont  elle  dépend,  mais  par  une  autre  Taxtable-j,-qui  eUe^m^lBe  est.uqe 
fonction  donnée  de  x. 

Supposons  que  lorsque  x  se  changé  -en  «4-,6,  la^ondion  .s  de- 
vienne 
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et  que  u,  qaand  z  se  change  en  z+&,  aérienne  lui-même 

u-^p'k-^  q'k*  +  etc.  , 

.en  mettant  an  lieu  de  £  la  série  ph -\- (fh* -{- de.  y  qui  représente  l'ac- 
croissement de  z,  le  développement  du  second  état  de  u  prendra  la 
forme 

«  H-  pp'h  4-  {p'<j  +  ?>*)*'  +  etc.  ; 

mais  d'après  la  définition  du  n'  4,  pp'  sera  le  coefficient  différentiel  de  u, 
regardé  comme  fonction  de  x,  ou  j- ,  tandis  que  p'  est  celui  de  u , 

regardé  comme  fonction  de  z,,  ou  g- ,  et  que  p  est  3-  :  on  aura  donc 

Au  du  ds  _ 

de  àz  Sjc' 

et  par  ce  mojen,  si  l'on  sait  différentier  l'expression  de  u  en  z,  et  celle 
de  z  en  X  ^  on  obtiendra  la  diOerentielle  de  u  exprimée  immédiatement 
en  ce. 

Comme  il  est  nécessaire  de  se  femiliariser  avec  l'application  de  ces 
règles,  je  vais  placer  ici  quelques  exemples  sur  lesquels  le  lecteur 
pourra  s'exercer. 

13.  Soit  1*.  u=  <t  -f-  h\/x  —  -  ;  on  prend  séparément  la  dif- 
férentielle de  chaque  terme  de  cette  fonction  (7)  :  le  premier  dispa- 
raît p^ce  qu'il  est  constant  (8);  le  second  étant  mis  sous  la  forme  £x*, 
donne,  par  l'application  de.  la  règle  du  n*  6,  ^àr^~  dx  ,  ou  —-7=; 

le  troisième,  — -  est  la  même  chose  que  — cx~"',  et  par  conséquent 
on   en  tire  ^ex— ar"~'dx,  on  ex~*dx,  ou  en6a -^.     Réùuissant 
.  les  résultats  partiek,  on  trouvera  du==  ( — --=  +  ^j  dr,    et  le  coeffi- 
cient différentiel  -r-  ;=  — r= + •;:•  .  ' 
a*.  «;r=a*f--^ — — — ,_-^---;  en  écrÎTant  cette  fonction  comme 

il  suit:   a^«-t-ix~'  — ««""'"'Tf-Mr"',    Tapplication  de   la  ]^- 
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mîère  règle  donnera 

d«  =  — I  iaî""^~ 'dr+(  I -f  1)  cj;"""— ^dj:  —  W-»dr.  ■ 

Ed  réduisant  les  coefficiens  numériques ,  et  en  faisant  passer  au  dé- 
nominateur les  termes  affectés  d'exposaas  négatif ,   il  viendra 


3  bàx        4  cix 


et  en  remplaçant  les  ezposans  fractionnaires  par  des  radicaux  ' 

d«  =  —  :'^f~  ■  i    ^'^  —  H^ 

Ces  exemples  ne  comprenant  que  des  monômes  ,  chacun  de  leurt 
termes  pouvait  recevoir  immédiatement  l'application  des  règles  établies 
ci-dessus;  lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lien,  on  transforçie  la 
fonction  proposée  de  manière  qu'elle  ne   présente  que  des  tnonômes 

à  dlfférentier.  ■.'".*»..■.,■        -_- -  .  .^ 

3".  u=(<i-|-ix")':  on  feraa+ix"  =  a;  Ja  fonction  proposée  se 
changera  en  2",  dont  la  différentielle  est  ns'-'dz;  Aais  en  différeni- 
liant  anssi  a  +  bj:'  =  z,  on  aura  (11)  mix'-^'dx^^j  mettant  pourz 
et  ds"  leur  valeur  en  x  et  dx,  il  viendra 

d«  =»mix"-' («4-Jj::")«-'dx. 

4'.  H=Va  +  ^-r  +  ca:':  on  fera  o  +  i x  +  car*  ==  z  ;  il  en  résultera 
bdx-j-icxàx  =  d!s  et  Vfl-|-èx  +  cx*=  Vzj    i^  .,d yS  = -*1  . 

ij     .        j  ■■•■.:■.■..  aV^â  ' 

aVa  +  bx  +  cj^ 
5\  «=1/   Q«-™-t-V(e'-x-j^:    on  fer.  -^  „,    ,      , 


ce  qui  donnera  ponr  la  fonction  ipropesèé , 


VCa-j'4-a)»  =  (a  -^+5)'; 
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mais 

d.c— ^+.)i=|(.-^+.)5-(-dr+d.)==p^ÉË/ 

de  plus 

en  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  ^  et  de  s ,  on  trouTC 

5Mjc  4rdj 


dû  = 


6*.   u  =  a:(a»4o:')  Va*  —  J^  :  en  appliquant  &  cet  exemple  la  rigle 
du  n*  9j  on  trouTc 

puis  en  effectuât  les  djflërentialions  indiquées  ^ 


d«  =  dx(a*+ j:*)  V«*-— Jr*  +  xc*àx  y/t^—x*  —       l 'i  i  "     ' 
et  en  réduisant, 

>f.  u s=^_°^  ^  :  la  r^e  donnée  (lo)  ponr  dïfférenlier les  frac- 
tions, conduit  Bur-le-champ  Ji 

d'où  <m  tire 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède,  que  tontes  les  difiérentielles 
d'une  fonction  algébrique  sont  eUes-némes  des  fonctions  algébriques; 
car  pour  y  parvenir  il  ne  âtnt  exécuter  qu'un  nombre  limité  d'opér 
rations  alge'briqnes. 
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1 5.  Après  les  fbnctiohs  ftlgtbrîques  Tiennent  les  fonctions  transceu- 
dantes  ;  nous  ne  nous  occuperons  ici  qne  de  celles  qui  ont  été  traite'es 
dans  riotroductîod ,  et  nous  commencerons  par  les  fonctions  logarith- 
miques, parce  qu'elles  donnent  des  facilités  pour  difTérentier  les  fonc- 
tions exponentielles. 

Soit  I*.    u=\jc }  en  substituant  x-f-dr  à    x,  on  trouve 

i(j:H-di)  =lx  +l(l  +  ^)=  Ix+Ml'^-  etc.}  (Zalrod.,  M.  ); 

on  aura  donc  l(x-HiLr) —lx  =  3f| — —  etc.  |,   et  p«    conséquent 

d.Ix^ :   c'est-à-dire  que  la  différentielle  du  logarithme  est  égale 

au  produit  du  module  par  la  différentielle  de  la  quantité  j  divisé  par  la 
quantité  même. 

Dans  le  cas  des  logaritbmes  néperieuB  dont  le  module  est  i ,  on  a 

.rx=  — . 

Désormais  ^  lorsque  nous  emploierons  les  logarithmes  ,  ce  sera  ton-* 
jours  ceux  du  système  népérien,  à  moins  que  nous  n'avertissions  ex' 
pressément  d«  contraire;  c'est  pourquoi  nous  omettrons  l'accent  affecté 
à  la  caractéristique  1,  et  lorsque  nous  prendrons  la  différentielle  d'un 
logarithme  ,  nous  diviserons  simplement  la  différentielle  de  la  quantité 
à  laqudk  il  appartient,  par  cette  quantité  même.  Il  est  bon  d'être  pré* 
venu  que  la  différentieHe  du  logarithme  d'une  quantité  s'aj^ile  aussi 
la  âifférentielle  logarithmique  de  cette  quantité. 


...  .=!(- 


:  on  fera 


*=.- ■■u/°''^-=-'''''"-i; 


5*.  u  =  l{(o+x)'(a'4-x)"'(*'-f-x)'')i  on  aura,  par  la  nature  de» 
logarillimes,  us^  n\  (a + x)  •'^^ \  {id  +  x) -\- ii  l{i/ -\-x)f  tA  aa  tirera 
delà    .  . 

.  ..  «""^^Fï+rfi+rfî-  .      .. 
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Si  on  réduit  ces  fractions  au  même  déaominateur,  on  lroaT«ra 

A f(>.+»'-f^')r^.|-C'»(^'+«")+y(^4-«'')4-n'(«+»03r+n«V+/-W+BW  1  , 

expression  qui  est  de  la  forme  \^^^'4'i^^^  -»-ê}*^>  — "*  ""**'  ** 
—a'  étant  les  racines  de   l'équation  a^-^  A'x*-\-B'x'^C^o. 

On  voit  aisément  que  si  on  avait  pris  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs,  on  serait  encore  tombé  sur  une  expression  analogue  à  la  pré- 
cédente, maïs  d'un  degré  plus  élevé;  ensorte  que  toute  fonction  du  genre 
de  la  proposée  *a  pour  coefficient  difiërentiel  une  firaction  rationnelle. 

Si  les  quantités  a^  a'  et  a'  étaient  égales  entre  elles,  on  aurait  alors 

■  o=:I(a+x)"*"'-*-*,  et  il  en  résulterait  da=-^"'^^T'^  ^.  Ces  re- 
marques serviront,  dans  la  suite,  à  éclaircir  un  point  important  du 
Calcul  intégral. 


:  on  fera  *    ^     '    * 


Z'I 


donnera 
mais  on  a     . 

I.T ■      •    ix 

«»/i+x^ai/i-«      Wi—^         -T-*-rv  /      a/i— «•; 

d'où  on  tire 

et  en  observant  que  v*+z*  :=4     1 

^      "^  J,  on  trouTera 

dar     .    ■  ■  :  •  ■  .  : 


du= 


Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réductions  qu'éprouTe  la  dif- 
férentieUe,  et  sa  simplicité,  eu  égard  à  la  fonction  dont  elle  déme  : 
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il  sera  facile  maintenant  d'effectuer  les  calculs  des  suîvaQS ,  dont  nous 
ne  doanei-ons  ici  que  les  résultats. 


6-.  «=:-^i{xv^=:T+v/r=^);    d«=p^. 

8'.  Si  on  avait  u=(lx)',  en  faisant  ïx  =  z  ^  on  trouverait 
(lx)"  =  z",  et  à  cause  de  d.a"  =  na"~'d3,  il  viendrait 

d.(i^)-=»(ix)-^. 

g'.  Soit  enfin  u=il.lx,  c'est-à-dire  le  logarithme  du  logarithnie 
de  X  :  posant  conmie  cirdessus  lx  =  x,  on  aura  d'abord  u=ilz,    et 

par  conse'quent  du  =  —  ;  puis  mettant  au  lieu  de  2  et  de  dz,  leur  va- 
leur en  x  et  dx ,   on  trouvera  du  =  —t— . 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs,  çt  nous  passerons 
maintenant  aux  fonctions  exponentielles. 

i4-  Soit  I*.  u  =  <i*  :  en  prenant  le  logarithme  de  chaque  membre  , 
on  aura  lu=:xla,  et  par  conséquent  —  :=  dxlo  ,  d'oii  on  tirera 
du^udxlo,  ou  ,  en  mettant  an  lieu  de  u  sa  valeur,  d.a*s=:a'dxl<i;  et 
le  coefficient  différentiel  -^ —  sera  t^la. 

On  peut  arriver  immédiatement  à  ce  résultat  sans  avoir  recours  aux 
logarithmes ,  en  faisant  usage  du  développement  de  la  fonction  o'j  donné 
dans  l'Introduction  (  aa  ).  £a  effet,  on  a  a''*'"  =a*.a''';  mais  par 
farticle  cité,  o^'  =  i-|-Clfl)dx-|-etc.:  donc  a^'*^a' 4-a'(l«)dr, 
ce  qui  donne  a"^'* —o'=:a'dxla-+-etc.  et  d.ii'^o'dxla. 

3*.  u^2)',  z  et  ^  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x;  si  on 
prend  le  logarithme  de  chaque  membre,  on  auralus^j^la;  en  diffé- 
rentiant,  il  viendra 

du  dz    .     1    1 


,  bien 


au  =  «  C^-^  +  df  la)  , 
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et  en   mettant  pour  «  sa  valeur. 

On  pourrait  parvenir  h  celte  différent ielle  sans  employer  les  loga- 
rithmes, en  écrivant; 

+  pdx  ^ 

■  au  lieu  de  sj- 
I  C  z. 

H  viendrait  alors  «  +  ^djr^  (z-\~rdjc)>'*^*',  en  observant  de  s'arrêter 
dans  le  développement  du  second  membre  aux  termes  affectés  de  la 
prenaière  puissance  de  dxj  mais  on  trouvera  d'aboi'd,  par  la  formule 
du  binôme, 

tf*-i''  ^  (jr^tjdx)z'^*'-'rix  +  etc.  , 
résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme  snivante: 

zr{e''-~^  (^  +ydx)3'"-'rdx  -t-etc); 
or 

2***=      i+(\z)^dx  -h  elc.     I 

zfJ'-*  =  __  — _[i+(l2)çdx  H-  etc.]   j    ^ 

Substituant  ces  valeurs  et  rejetant  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
de  d:i-  «upérieores  à  la  première,  comme  ne  devant  pas  entrer  dani 
k  différientieUe ,  on  trouvera 

u-\-  pàx=^  (\  •^qAx\Z'\'f^- — Y 

Si  on  retranche  de  part  et  d'autre  ff  «u  u,  il  viendra 

pàx~=a  \qàx\z-\-^  rdx\-f 

f'est-à-dîre^  àu^s.!ffÇàj\z-^<-àz\f  comme  ci-dessus. 

3*.  Kx=^:oaisra  b'eaj  et  on  aura  heezo)',  Auss:teAf\a;  mai^ 
Ay^b'AxMy  par  conséquent  du  =  fl*'^dj:lali  :  6n  poursuivra  aisé* 
ment  ce  calcul  pour  les  c«s  les  plus  con^licjués. 

4.".  «=»'':  on  fera  «"=7,   il  viendra 
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metlaat  au  lien  de  ^  et  d/  leur  valeur  en  t  et  ^ ,  on  obtiendra 

du  =  z'r(^^  +  '-^  +  i,UU). 

A  l'aide  de  ces  fonnules,  on  tronvera  ûcilemeut  la  diffe'rentielle  d'une 
fonction  exponentielle  quelconque  :  occupons-nous  donc  maintenant  des 
fonctions  circulaires. 


sdxssi    — etc.  1  ,  -  ,     .      ,     » 
Didx=sdx— «te.  j  *■  »  -3  / 


,  i5.  Soit  1%  a=a  aux:  ea  substituant  x-i-dx  kx,  la  fonction  pro- 
posée se  changera  en £in(j:-f-dx)  =sùia;cosdx+cosxsud^;  nwù 
on  a 

cosdx  =  I    —etc. 

siafi 

donc  sm(a:  +  dx)  =  8iax -f- dx  cosor  —  etc.  ,  et  par  conséquent 
d.siax  ss  dx  cosx. 

n  suit  de  là  çue  la  différeatielle  au  sinus  est  égale  à  celle  de  tare; 
multipliée  par  le  cosinus. 

3*.jc=co&x:  on  a  cos(a>+slx)^osxcosdr— sinjTsindx,  et,  en  met- 
tant pour  cosdx  et  sindxleur  valeur,  cos(x-f-dx)=co8x— drsinx — etc.  ; 
donc  â.cosx  = — dxsinx  :  c'est-à-dire  que  la  différentielle  du  cosinus 
est  égale  à  celle  de  Tare,  prise  avec  un  signe  négatif  et  multipliée  par 
le  sinus. 

Quant  au  sînvs  verse,  sa  di£FéTentielle  est  U  même,  «a  signe  près, 
qae  celle  du  cosinus;  car  on  a 

s.  T.  X  ^  I  —  cosx;      donc      d.s.T.x  =:  dx  sinx. 
S*,  usstangx;  &  cause  de  tangxss-—,  on  aura 

mais  cosx' -f->  BÏnx*  =  1  :  donc  d.tangx^ — -;? 
ise  de  • 

,        .  à.tavgs 


4»,  a=cotx:  à  cause  de  cota:x=j~j,  on  a 


tai^ar 


tRiigs*cos;e* 


*!f- 
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d,                    d.cosx         dj;  BÎnx  -,  , 

.secj:=: = —  =  d^rtangarsecar. 

COS  A  COSJC"  " 

G°.  «=  cosécx:^  à  cause  de  cosécx  =  -: — ,  on  a 

a-   t                     d .  8În  a:               d  a:  cos  x  ,  ,  ,        , 

.cosecx  = :—--== r--      = —  djc  cotxcosccx. 

Avec  ces  formules  on  peut  trouver  la  différentielle  d'une  expressioit 
««nfermant  d'unemanière  quelconque  des  sinns^cosinus,  tangentes,  etc.; 
il  faudra  pour  cela  différentier,  en  regardant  ces  dernières  comme 
des  fonctions  particulières ,  et  mettre  an  lieu  de  leurs  différentielles  les 
l'ésultats  ci-dessus  :  nous  n*en  donnerons -ponr  exemple  que  Is  fonction 
«=  cosar*'"*.  On  fera  cosx  =  z,  sinx  ^y,  on  aura  «=2''   et 


du: 


=  d.z'=:s''rd/lz4^~^===d^cosa:"°'rcosj:l.cosx— -^î^^j. 


rormiiioodu      *®*  '-'^^  caiculs  effectués  depuis  le  n°  12  jusqu'ici,  ont  dû  bien  Êiire 

Hi'reioppcmcDt  couccvoir  la  possibilité  de  déduire  d'une  fonction  quelconque  u  la  nou- 

f(i-f.ft)    on '^^^^  fonction  désignée  sous  le  nom  de  coefficient  différentiel;  et  dans 

tkéorinieJc  tous  les  exemplcs  quc  uous  avons  considérés,  cette  dernière  fonction 

'"^'     s'étant  toujours  présentée  sous  uiie  forme  susceptible  de  l'applicatiba 

des  règles  de  la  différentiation,  doit  avoir  nécessairement  son  propre 

coefficient  différentiel,  lequel  pourrait  être  différenlié  i  son  tour,  et 

donner  lieu  à  une    troisième  fonction,  dérivée  de  la  seconde  comme 

celle-ci  l'est  de  la  première,  comme  la  première  l'est  de  la  proposée»' 

ainsi  de  suite.   Nous  allons  aussi  retrouver  ce  même   enchaînement  de 

fonctions  dans  le  développement  entier  de  l'accroissement  que  reçoit 

une  fonction  quelconque  de  x,  lorsqu'on  y  change  x  en  x-\-h;  nous 

emploierons  pour  cela  une  analyse  bien  élégante,  trouvée  en  1773  par 

M.  Lagrange ,  et  complétée  depuis  par  des  remarques  très-ingénieuse< 

de  M.  Poisson. 

17.  Soit  i/  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  substitue  x+A  au  lieu  dex,'  • 
et  ne  supposons  d'abord  au  développement  de  u'  que  cette  forme  générale  : 

w/  =  il^  +  /»&*.+  q/  +  Rk^  +  Sh^  -f-  etc. ,    ■ 
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iV",  Py  Q,  Ry  s,  etc.  étant  des  fonctions  inconnues  de.r,  et  a,  ^, 
y,  J'j  etc.  des  exposans  indéterminés. 

Il   est  d'abord  évident  que  tous  ces  exposans  doivent  être  positif  j  car 
— ^ 
des  termes  de  la  forme  Sh       deviendraient  infinis  par  l'hypotlièse    de 

A=o,  qui  doit  an  contraire  rendre  u'  égal  à  u. 

Od  voit  aussi  par  là  qu'en  supposant  A  =:  o  dans  le  second  membre 
de  l'équation  ci-dessns,  ce  qui  change  u  en.u,  on  en  tire  u=:N  ;  et 
le  développement  cherché  ,  ayant  pour  premier  terme  la  fonction  propo- 
sée u,  devient  en  conséquence 

!/  =  « +/>A*  +  ÇA^  +  iîft^-f-5A'^+ etc. 

Cela  posé,  si  I'od  change  h  en  k-^k  et  qu'on  désigne  le  résultat  par  u% 
il  viendra 

u'  =  u+P(A  +  i)*+QÇA-|-A/-f-iïCA  +  Af +  5(A4-A/+etc.;    (a) 

mais  on  peut  aussi  parvenir  à  la  même  quantité  i/,  en  substituant  dans 
i/,  x-f-^  à  a:  ;  car  si  on  désigne  u  par  f(x),  suivant  la  notation  du  n"  i6 
de  V Introduction  y  i/  sera  ((x~\-h);  et  soit  qu'on  y  écrive  A-f-Aau  lieu 
de  hyOVi  X  +^  au  lieu  de  x,  on  obtiendra  également  f(x~\-h-{-k),  quan- 
tité composée  avec  le  trinôme  x+A  -)-  £,  comme  la  fonction  proposée  ■ 
l'est  avec  le  monôme  x.  A  présent  il  est  visible  que  substituer  x-^kk  x 
dans  i/f  c'est  donner  à  j:  un  accroissement  k^  dans  toutes  les. fonc- 
tions Uy  P,  Qy  etc.  qui  entrent  dans  le  développement  de  i/,  et  en 
supposant  que  par  cec  hangement 

u  devienne  h  +  Pi      +  etc. , 

P P+P'k'^  -4-etc., 

Ç Ç+^r'-hetc, 

iï.........iï+  Rk^-i-  etc., 

S.... 5+5'**''+  etc., 

etc. 

on  aara  pour  le  second  développement  de  i/, 

a'  s=  «    -t-  Ph*      H-  Qh^      H-  BP'      +  Sk*       +  etc.) 
-+-PA*+ ./»'**'**'+  Qhh*'-\-  ifA5'**'+  ^-aV"  +  etc.?-  (*). 
+  etc.+  etc.       H-  etc.       +  etc.        ■+■  etc.        -}-  etc.) 
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Faisons  ponr    un  moment    kzszh,  les  équations  (a)   et  (b)  prendront 

respectivement  les  formes  : 

u' =  u     +  P.aV^-  Q.aV  +  etc.,  («') 

■  u'  =  «     H-  Ph"      4-  QA^       +  etc.   ) 

-^  i>A*-f  /";**+*'+  Ç'/,^+*''  +  etc.  ?* C^') 

H- etc.  +  etc.       +  etc.        -H  etc.  ) 

et  né  pourront  être  identiques,  tant  que  les  termes  afîect'és  de  U 
même  puissance  de  h  ne  seront  pas  égaux  ;  il  faut  donc  que  le  terme 
P. 2  h  de  la  première  soit  le  même  que  la  somme  des  deux  termes 
Ph*  contenus  dans  la  seconde  :  oo  doit  donc  avoir 

P. 3  h    =  2ph^ j       d'où       a*  =5!  3,     a         ;=  i     et    «^  i.    . 

Il  est  donc  démontré  que,  quelle  tjue  soit  la  Jonction  u^  le  second 
terme  du  développement  de  u'  doit  être  seulement  de  la  forme  Ph  ,  et  <jM 
ce  terme  est  par  conséquent  ce  qu'on  a  désigné  par  la  differeiUieUs 
de  u  (4)/  d'où  il  suit  que  P=-^. 

i8.  En  appliquant  ce  théorème  an  déreloppement  des  fonctions  ?y 
Q,  R,  S f  etc.,   on  verra  que 

^—d^^y    V=d7»    ^=37'     -^^dï»    «*«•'. 
et  l'équation  (b)  deviendra 

■  R}?      +  Sh^      +  etc.  ) 

.^^A^À  +  ^^A^A  +  gA^  +  etc.     ....(^ 


+  etc. 


qu'il  &ndra  comparer  avec  l'équation  (o) ,  dans  laquelle  on  se  bornera 
à  développer  les  deux  premiers  termes  de  chaque  puissance  du  binôme 
A -4- A,  ce  qui  donnera 


«•  s=  B  +  i-*  +    Ç4* 

+  /1A'' 

+  Pk  +  $Qh'- 

'*  +ylth>~'li 

+  rtè. 

+  ■sa'        +  elc.^ 
+fSk'~' k  +  etcT 


w 
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Ces  deraières  équations  ont  leur  première  ligne  composée  des  mêmes 
termes  ;  mais  les  secondes  ne  sauraient  devenir  identiqnes ,  indépen- 
damment des  valeurs  de  A  et  de  ^,  à  moins-  que  les  exposans  de  h 
dans  les  tenues  correspondans ,  ne  soient  égaux;  il  faut  par  consé- 
quent que 

^  —  1=1,      >— 1  =  ^,      J— i=j,,      etc. 
En  égalant  ensuite  les  coefficiens  des  mêmes  termes ,  on  obtient 

On  tire  des  premières  équations 

jS  =  2,      y=-^y      J^  =  4»      etc., 
et  sulistituant  dans  les  secondes  ,  il  vient 

Il  suit  de  là  que  le  secottd  état  de  la  Jonction  u  peut,  vn  général,  se 
développer  dans  ime   série  de  la  forme 

u  +  Ph  +  Qh'  +  Rh*  +  Sh*  +  etc.; 

et<]ue  les  coe^iens  P,  Q,  R,  S,  etc.  se  déduisent  de  la/onction  pro^ 
posée,  par  des  différentialions  répétées  (*). 


(*)  Ce  qu'on  viest  de  lin  ne  suppose  p«  la  démonstration  de  la  Fonnule  du  bi- 
nôme de  Newton,  mais  seulement  que  l'on  Mche  que  le  second  terme  de  (A+A)" 
eit  de  la  forme  Mlhr^'k,  et  que  if  =  m,  lorsque  m  eit  un  nombre  entier  positif. 
M.  Poisson  vérifie  la  première  condition,  après  avoir  prouvé  que 

u'  =u  +  Ph+  etc. , 

a  obaerrant  qn'il  suit  de  là  qn« 

(a^  +  A)"=;a!■  +  Pft  +  etc., 

et  que  ti  l'on  divise  les  deux  membres  de  cette  .équation  par  x",  il  vient 

(■+î)"=='+^'  +  "°' 
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ig.  Pour  indiquer  l'utilité  de  ce  théorème,  dû  au  géomèlre  anglais 
Taylor,  et  dont  M.  Lagrange  a  fait  depuis  la  base  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  nous  allons  en  présenter  quelques  applications. 
Soit  d'abord  u  =  af,  on  aura  (6) 


etc. 
cl  par  conséquent 

«-  =  (x+A)"  =  X-  +  =  x-T'A  +  i(2=0^r-/,-4.2t2Z^&!=ïl  ar=V. 
_^m(m-0(m-.)(»-3)  ^^j,        ^,^ 

Ceci  forme  une  démonstration  du  binôme  qui  est  très-complète  ; 
car  ue  reposant  que  sur  la  dilTérentiation  de  ta  fonction  jc",  elle  n'exige 
que  la  connaissance  du  second  terme  du  développement  cberché, 
terme  qui  s'obtient  très-facilement  à  priori,  soit  comme  on  l'a  tu  dans, 
le  n°  i6  de  l'Introduction,  soit  par  des  considérations  analogues. 
-     Soit  encore  tt=is',  on  aura  (i4)>  o  disant  La=:^' 

^=  è  =  '^"^.     - 

"  """  uAx  '       a       *   . 
<.         id«  ^     ^ 


.  or  en  faùaat  -  =r  z ,  on  trouve    - 

Ci+*)-=i+^.î-f-etc., 

el  puisque  le  premier   membre  ne  coatient  plus  x ,  il  faut  que  le   second  en   aoit 
dùlifré,  ou  que  l'on  ait  P=x'^'j 
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série  qui  fouruïraît  elle-même  le  moyen  de  détermiaer^y  s'il  était  encore 
inconnu ,  puisqu'en  &i»nt x^oet  A=>2,on  retombe  sur  l'équation 

déjà  traitée  dans  le  n°  aa  de  Vlntrod.  On  doit  voir  par  là  que  le  théorème 
,  de  Ta^rlor  conduit  sans  peine  aux  développemens  des  fonctions  exponen- 
tielles et  logarithmiques.  U  en  serait  de  même  à  l'é^rd  des  fonctions 
circulaires  ;  ensorte  que  ce  théorème  ,  ne  supposant  que  la  détermina- 
tion du  second  terme  du  développement,  pourrait  remplacer  tout  ce 
qui  a  été  Ëiit  de  plus  dans  l'Introduction. 

ao.  La  notation  différentielle  offre  le  moyen  d'exprimer  immédiate- 
ment, par  la  fonction  u,  les  coeûlciens  P,  Qj  R,  S,  etc.  ;  car  P  étant 

~f  àP  sera  dT^^j,  et  comme  àx  est  une  quantité  constante,  il  suf- 
fira de  différentier  le  numérateur  du,  ce  qui  s'indiquera  en  écrivant  d(du), 
et  mieux  encore  d'u,  où  l'exposant  a  n'indique  pas  une  puissance 
de  la  lettre  d,  maïs  désigne  coiuhien  de  fois  on  a  dû  faire  suo- 
cessivement  l'opération  marquée  par  la  caractéristique  d.  D'après  cette 

convention,  dP  devient  5—,  et  r— =t — 3-,  ou  -j—,:   car  pour  mar- 

'  dr  '        d*        drXdx  '  dx'  '  ' 

quer  le  quarré,  le  cube,  ou  une  puissance   quelconque  de  l'accrois- 
fiement  dx,  on  écrit  do:*,  dx^wd^,  expression  équivalente   à  (dx)', 
(dx)*,..  .(dx)",   et   qu'il  ne    faut  par  conséquent  pas  confondre  avec 
.  d.x*,  d.x^. .  .d.x",  qui  représentent  d(x*),  d(x'). .  .d(x"). 

D'après  les  conventions  ci-dessus  et  la  valeur  de  Ç ,  il  vieut 

^        aàx       aHx'* 

U  suit  de  là  que  dÇ  =s-d(g^Jî  et  comme  on  ne  doit  encore  diffé- 

1  '     .  -1  f     j        '     •       à(à'u)  d'u         j.   ,      ., 

rentier  que  le  numérateur ,  u  raudra  écrire  -j^  »  *"*  dx*  ' 
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résultera 

,  „        1  d'u         rfO         i  d'u         »       »  dp  I    d% 

**v  =  âa^»    dT  — ad^'  ^—z-ù='^à^- 

On  trouvera  semblablement  que 

et  que  par  conséquent 

dfl  _      i      d*u  „ i^dH I d|u. 

dx       ïTâlEdx<»  — 4<ix       i.a.3.<(dj;** 

Avec  ces  expressions,  la  dernière  formule  du  n*  18  est  représentée  par 

,    àuk   ,    à*u    h'    ,   d%     h^       ,    d<u 


dx  1  ^d;c- 1  .a^dj^*  i.a.3^  dxt  I 


-  clc. 


d'où  l'on  conclut  que  la  différence  des  deux  états  de  la  fonction  pro- 
posée est 

au  ,    ,    d'u  *•    :  dV     ft*      ,   d'u . 
a'  —  u  ea  -3-  A  +  T~i  —  -^ 
dx  dx'i.a 


j  +  elc. 


ai.  On  voit  par  ce  qui  précède,  que  chacune  des  quantités  du, 
d'u,  d^Uf  d*Uf  etc.  est  la  différentielle  de  celle  qui  la  précède;  c'est 
pour  cela  que 

du  étant  la  différentielle  première  de  u, 

d'u,  diflérentielle  de  la  différentielle,  est  la  différentielle  seconde  , 

d'«,  différentielle  de  la  différentielle  seconde,  est  la  (//^V««ïi>//e/TOiViènjfi,' 

d*u,  différenr"«  deladifférenr"»  troisième,  est  la  différentielle /quatrième, 

etc.  ; 

ensorte  que  l'exposant  de  la  caractéristique  d,  marque  l'ordre  de  ladii- 
férentielle,  par  rapport  à  la  fonction  u. 

En  se  rappelant  le  procédé  de  la  différen dation,  on  voit  que  chaque 
différentielle  doit  avoir  pour  facteur  une  puissance  de  djc  du  même 
-degré  que  l'exposant  de  l'ordre  de  cette  différentielle.  En  effet, 
soit  duz=:;>dr,  p  ne  contiendra  pas  dr,  et  en  différentiant  on  oIh 
tiendra  d'u  ^  dpdx ,  puisque  dx  est  invariable  ;  mais  d^  aura  la 
forme  i^dx,  q  ne    contenant  pas  dx;  donc  d*u=(]Ajc*.  En  difiéren- 
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ilaat  de  nonveau  ,  il  Tiendra  d^u  =  dfdr*;  puis  feisant  d^  =rdjr,  on 
aura  à^u^ràx'f  et  ainsi  de  suite;  de  manière  qu'à  un  ordre  quel- 
conque on  trouvera  d'u  =  tàûc",  t  ne  contenant  pas  dr. 

Réciproquement  les  fonctions  p^  y,  r...t,&e  conclaent  des  diffé- 
renti«llefi  successÏTCs ,  puisque 

du   s:  pàx       dooile     p_  =:  ^— , 

d'«  =  ydr» ?  =  d^' 


d'u  =  rdr*  ■ r  = 


—  dP' 


d"«  =  tàxf    r  =K 


a^» 


«t  d'après  la  définition  de  la  première  do  ces  fonctions  (4)j  <Ki  Domm* 
aussi  toutes  les  autres  coefficiens  diffîheaiiels ,  en  les  distinguant  par 
l'ordre  de  la  diffe'realielle  à  laquelle  ils  appartiennmt;  r,  on  ^,  par 
exemple  ,  est  le  coeffeient  différentiel  au  troisième  ordre  de  la  fonc- 
tion u.  ' 

32.  U  n'est  pas  besoin  de  nouvelles  règles  pour  trouver  ces  coefE-? 
ciens  diSëreatiels  :  il  sufHt  de  l'application  répétée  des  procédés  eose^ 
gaés  daas  la  recherche  des  diSërealielles  premières. 

En  prenant  I3  fonction  ajf  pour  exemple,  on  troaTera 

d  .axf  =  nar^'djc  ,  'f^  ■  =  naoC~* , 

à'.aaf  =n(rt — I)ar■~^ir*,  ■  .'°—  =  n(n — i)ar'*^, 

d'.ax*  =  n(n— i)(n— a)(ix— ^da!»,  ^^  =  «(»— iX»— a^ar^*  , 

etc.  etc. 

On  voit  qn'au  Bout  d'un  nombre  m  de  différentiations,  l'exposant  u 
sera  diminué  de  m  unités ,  et  que  le  coefficient  numérique  Sera 
l^n — i)(n — a). . . .(;»— m-j-i),  ce  qui  moutre  que  la  fonction  oz",  lors- 
que n  est  UD  nombre  entier  positif, .  ne  saurait  avoir  qu'un  nCMubre  de 
différentielles  égal  à  son  exposant,  et  que  la  deroière  étant 

'■    •  «(n— i)(b— a)(n-»-3) i  .odiV, 
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est  constante   et  donne    pour  coeiTicient   dlGTérentiel    de    l'ordre  n  la 

qnantitë  invariable 

n(n —  i)  (ra  —  a)  (n  —  5) i.a. 

Si  on  prenait   u^C,  on  trouyerait  (i4)>  à' cause  de  lé^i, 

Ëï=e',        ~^e«,        S^^e-,       etc., 

i/est-à-dîre  que  la  '  fonction-  ef  jouit  de  la  propriété  remarquable  de 
se  reproduire  elle-même  dans  chacun  de  ses  coefficiens  difTérentiels, 
dont  le  nombre  est  inRni. 

o.'S.  Les  différentielles  peuvent  servir  seules  à  former  l'expression  du 
théorème  de  Taylor  ;  il  suffit  pour  cela  de  changer  l'accroissement  dé- 
terminé A,  dans  l'accroissement  indéterminé  dx,  dont  les  mêmes  puis- 
sauces  multiplieront  et  diviseront  en  même  temps  chaque  terme  de  U 
suite,  qui  deviendra 

«=«+-+  — +^-^+7X3:^+ etc., 
on  en  tirera 

,  du    .   li-u    ,     d'il      ,       d<B       ,      . 

«_„=-+— +^^  +  _j-^  H- elc, 

formule  trèa-«imple  par  laquelle  on  voit  comment  la  différence  de  u,' 
correspoudante  à  l'accroissement  quelconque  dj:,  se  compose  ayec 
les  différentielles  des  divers  ordres ,  relatives  au  même  accroissement. 

34.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  la  démonstration  du  théorème 
de  Taylor  (18),  qui  est  fondée  sur  lemême  principe  que  celle  du  bi- 
nome  {Introd,y  i5)  ,  il  faut  prouver  que  ce  ue  sont  pas  seulement 
les  deux  premières  lignes  de  l'équation  (a')  qui  deviennent  identiques 
avec  celles  de  l'équation  (£') ,  mais  qu'il  en  est  de  même  de  toutes  les 
autres  :  c'est  ce  que  je  vais  £iire. 
'  Par  le  premier  changement  de  x  en  x-^k,  on  a  d'abord 

,  ,    du  ,    ,    d'à   h*  .   d"u       A"         ,      .      ^     v 

«■  =  i<  +  ï:»  +  aîir:; +E=rxTs  +  "<^-(^)'- 

«t  pour  passer  de  là  au  déTêloppement  de  u*,  correspondant  à  l'équa-* 
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lioii  (b')j  en  cbangeaiit  x  en  x  +  k,  il  faut  observer  que  suivant  la 
loi  exprimée  par  le  théorème  de  Taylor, 


...  ,    Au  k   ,   A*u   k*     , 

devient    «  H-  t f-  t~; h  etc.  , 

'    di  I    '  ajf  1,3'  ' 


au  Au     ,    A'u  h   ,    d^u   k* 


de  "^  d^7~^3^i 


-  etc. , 


d-u                  d-u      d-^'uA  ^ 

de* d.r"  '    dx"^'  T dx" 


Substituant  le  terme  général  de  cette  demicre  série,  dans  celui  de  t/, 
on  trouvera  que  le  terme  génJral  de  t/  est 


dx"^'  i.3...mX  i.a...n' 

maïs  en  écrivant  simplement  A+A  au  lieu  de  A,  dans  u',    on  obtient   . 
pour  le  développement  de  u',  correspondant  à  l'équation  (a') ,  la  série 

'    d-c      I  dx*     i.a        '    «x^    i.a.3      '  ' 

dans  laquelle  le   terme  affecté  de  h^k'j  qui  fait  évidemment  partie  du 
développement  de 

d-H-u       (A  +  ft)"*' 
dx"-^'  i.a....(m-t-n)* 
est  exprimé  par 

d"-^-ii(>n  +  i.)(w+»— 0...(m  +  i)  h'k' 

dar*'  1.3 n  '  i.a....(m  +  M)» 

et  en  effaçant  les  facteurs  (m-^n)  (/n  +  n  — i).  ...(m-+-i),  communs 
au  numérateur  et  au  dénominateur,  il  vient,  de  même  que  ci-dessus, 

dx"^' '  i.a. .  ,mX  1-3. ..  a' 

a5.  Occupons-nons  maintenant  des  fonctions  qui  dépendent  de  deux     De  u  aiKè- 
varîables,    et  prenons  d'abord  un  exemple.  Soit  u  =  x^j''i  les  q"*nti~(."°°^"j  . 
tés  a;  et  j*  n'étant  assujéties  à  aucune  relation  entre  elles,  la  seconde  nciaUn. 
peut  rester  la  même,  quoique  la  première  ait  changé,  et. réciproque- 
ment. Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  la  fonction  proposée  peut  varier 
de  plusieurs  manières,  i*.  en  conséquence  d'un  changement  arrivé  à  x 
seul  ou  à  j'  seul;  3'.  par,  le  concours  de  ces  deux  circonstances.  ., 
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En  n'ayant  d'abord  égard  qu'au  changement  de  X ,  si  on  substitue 
x+  h  au  lieu  de  cette  variable,  dans  la  fonction  proposée,  OQ  trouvera 


1 ,  .  a  .  3 

Si  l'on  fait  varier  _r  seul,  en  écrivant  ^j' 4- i  «u  lieu  de  _^,  on  au- 
ra 

■     -(-"'l-H-^'xyr'f  +  etc. 

Eiifîn  si  on  suppose  qne  les  deux  cbangemens  précédens  aient  lieu 
à-la-fois,  la  fonction  proposée  deviendra  (or  +  A)"  (/"+ A)' ;  et  on  eu 
obtiendrait  le  développement  en  multipliant  celui  de  (x  +  A)"  par  ce- 
lui de  (  r  -f-  k)',  niais  on  peut  arriver  au  même  but  d'une  manière 
plus  simple,  en  substituant _;-4-A  pour  j*  dans  le  développwnent  de 
(jc4-A)'y  trouvé  ci-dessus,  ou  bien  x+/i  pour  x  dans  celui  de  x"(/H-*)'^ 
En  effectuant  la  première  ope'ralion ,  il  viendra 


ix-k-hnj+ky= 


'      i  .  a    1        -^ 

+  etc.  ~\-  etc. 

Ce  développemept  nous  présente  la  fonction  primitive  afj'f  plus 
une  suite  de  fonctions  de  x  et  de^  qui  multiplient  les  différentes  puis- 
sances des  accroissemens  h  e\.ky  ainsi  que-  les  produits  de  ces  puis- 
sances. On  trouverait  des  développemens  analogues  pour  toute  autre 
fonction,  et  quel  que  soit  le  nombre  de  variidiles  qui  entrent  dans  sa- 
composition  :  nous  allons  faire  voir  en  général  que  ces  développemens- 
donnent  lieu  à  de  nouvelles  fonctions ,  qu'on  peut  dériver  de  la  pro- 
pose'e  par  ies  différentiatîons  successive»,  comme  celles  qu'on  obtient 
dans  le  cas  d'une  seule  variable. 

36.  Représentons  par  f  (x,^)  une  fonction  quelconque  de  jc  et  de^; 
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sopposons d'î^ord  que  la  variable  x  change  seule  et  derienne  x~\~  h: 
il  &ujdra  ne^rder  j  comme  une  constante  et  traiter  la  Ibnction  pro- 
posée de  même  qu'une  ibnctîon  de  or  ;  on  aura  donc  par  le  théorème 
du  n*  aOj    en  faisant  pour  abréger  f(x,_/)  =«, 

Si  on  TOulaït  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée  lorsque  _j' 
seul  prend  un  accroissement,  on  regarderait  x  comme  Une  constante, 
«t  f(ic,  J-),  pu  /i,  comme  une  fonction  de  j^;  par  là  on  aunif 

Supposons  -maintenant  qne  les  quantités  x  et  /  varient  en  même 
■temps  ,  et  deviennent  x-^-h  etj'+A;  comme  on  n'a  assigné  aucune 
forme  parûculière  à  la  fonction  i{pc^y)f  3  n'est  pas  possible  d'y  £ùre 
à-Ia-fois  les  deux  substitutions  indiquées  ;  mais  il  est  ^sé  de  seiiilir  qu'on 
parviendxa  «a  même  Tje'sultat  en  changeant  d'abord  x  en  .x  +  A,  et  en 
mettant  ensuite  _;-+A  pourj',  daçs  le  développement  qu'on  ayra  ob- 
tenu par  la  première  opération. 

On  a  deja  f(x4.A,  j)  =a  +  ^-  +  ~_  +  _j__ _f_ «tc; ,  u re- 
présentant ((Xfjr).  Pour  développer  les  coefficîens  des  différens  termes 
de  cette  série,  en  ayant  égard  au  cbang^mçnt  arriva  ^  j,  j'observerai 
d'abord  que  dans  chacun  d'eux,  ap  doit  être  regardé  comme  une  quan-< 
tité  constante  ,  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent  c<>m.ine  des  î<>n.ç-. 
tions  de  la  seule  variable  y.  D'après  cela,  f  (x,  y)  ,  ou  u,  deviendra 

«4-  T \-  j-î-^  +  TT — -^4- etc. 

'    djr  1    '    d^"  1 .  a    '    dyM  .  a .  3 

Si  da|i8  ce  développement  on  écrit  -r-  au  lieu  de  »,  on  aura  pour  ré- 
sultat ce  que 
c'est-à-dire. 


sultat  ce  que  devient  la  fonction  ^,   lorsque_^  se  change  en  j-\-Ji', 


<£)uXr:)>.^<£) 


ày*      1 .  a  "•        d^'      1 .  a .  3 

.      ':  ,  .     d.(|)   . 

inaîs  il  est  aisé  de  voir  qi^e  l'expression  ■    .  —-  indique  deuxdH&wa- 
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tiations  faites  GuccessÎTement  sur  la  fonction  proposée^  la  première  en 
avant  égard  à  la  variabilité  de  x  seul ,  et  la  seconde  en  ne  coDsidérant 
que  celle  de  y  ;  nous  la  mettroBS  sons  une  forme  plus  simple  en  l'écrt- 

i-u  ,  .  ■'■(S 

vanl  comme  il  suit;  j-t--    Nous    représenterons    de     même    — TT~ 

par  "  :  en  général ,  il  feudra  entendre  par  .-;^_jj;  »  le  coefficient  dif- 
férentiel de  l'ordre  n  relalif  a  la  fonction  t-^  ,  en  n'y  supposant  quejK 
variable;  tandis  que  cette  fonction  est  elle-même  le  coefficient  diffé- 
rentiel de  l'ordre  m  de  la  fonction  proposée ,  en  n'y  supposant  que  «■ 
Tariable. 
Cela  posé,  b  substitution  de/4-A;  au  lieu  de^  changou 


j-  en 

àx 


a^®'^d^"*"d^TTÇ^^d^i-a"*^53d?TTïï:s  ■*"  ®**^*»' 

à'u        d%     .      d<n    k    ,       d'à      A*      ,       d'à        A^ 

3?**'°d^"+-^dP7-t-^;ïap— -f-dyd^,,3_3  -t-  etc.,, 
etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  f(x-|-A,  y)^  et 
en  ordonnant  de  manière  que  tous  les  termes  dans  lesquels  les  expo- 
sans  de  A  et  de  ^  font  une  même  somme,  soient  placés  dans  une  même 
colonne  y  â  viendra 

r/—  ri         17%  I  du  ft    ,    d'u   A'     ,    d'u     ft' 

fC^+A,7+A)  =  «  +  ^-  +^.  —  +  ^  7X5 

u.^'^t         d'u  ftA        à^u.     A»  A 

"^  S I  "•"  dydjc  I T  "^  dy'dx  i ,  a  i 

d'u    A'  dV    A  A' 

"^  dœ*  1 . a  "•  dydx*  i  i . a 

,   d'tt      A» 


37.  Nous  avons  obtenu  le  développement  précédent  en  mettant! 
d'abord  x-i^hau  lieu  de  j;^  et  ensoite  j'~^k  au  lieu  de^^*;  mais  on. 
aurait  pu  procéder  dans  un  ordre  inverse ,  et  commencer  par  la  substi^ 


+  eK: 

-+-  etc. 

+  etc. 

+  elc. 

+  etc.. 
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ttttion  rclalÎTe  kj'  :  alors  f  (x,  ^)  serait  devenue 

,,  ,    ,.  ,   duft    .    à*u  k'     ,    â?u     1^       ,      . 

f  (x,  ^+A)=  « +^- 4- ^.— +  ^  7:^  +  «te. 
La  subsUtutZbn  de  x-\-h  an  lien  de  j:^  dans  celte  série,  aurait  changé 

et  ensuite 

'^"  en—  _(     ■*•"   A         d'u    A' 

d'B        d'tt  d^u    A  d<u     A*     ,       ds«       ¥ 

Ay*  *"  d^  "f"  aicp  T  "^  a?^  t .  fl  "*"  diïdpï  r^  ■*"  ®**^*  * 

d'il        d'«    ,     d««    h    ,      d»ii     h'  d*«       A»      , 

^  «°  dp  +  aï^  T  +  a5^>  TTi -♦- 5:?^  TTÏ^  +  **'^' ' 

eic. 

«n  aurait  eu  par  conséquent 

g,      ,    j_  ,    ts  1    du  i    ,    d'u     S*     ,   d^u      A'        , 


H-  etc.  , 


n  est  évident  que  ce  second  deTelopperoent  doit  être  identicpie  avec 
le  premier  ;  car  U  est  indifférent  de  changer  d^abord  x  eu  x  -f-  A  et 
ensuite  ^  en  /  -|-  ^ ,  ou  de  faire  les  mêmes  substitutions  dans  un  ordre 
inverse,  puisque'  d'une  manière  ou    de  l'autre  on  obtient  également 

Si  on  compare  dans  ces  deux  développemens  les  termes  qui  sont 
affectés  des  mêmes  pui^saaces  de  A  et  de  ^^  on  trouvera  cette  suite' 
d'équations  t 


+ 

dul 

d^; 

!    ,     d'u  ** 
•+d^7T 

,     d'u    »■  S. 
+  dx-dy..aT 

.   d'u  k> 

d'u    4  s- 
"•"did).'!  i.a 
.d'u    e 
+  3P..>.S 

Digitizedby  VjOOQIC 


«74 


>.  I.  EXPOSITION  DES  PRINCIPES 

d'» 

d'à 

dydr    — 

didj.' 

d'il 

d'il 

d,d:^    = 

ix-iy' 

d'u 

dV 

iyiiii  ~ 

didy 

d"-u 

d-"u 

dy-it-  — 

iL'iy- 

etc. 

etc. 

La  première  nous  apprend  <{ue  le  coefllcient  difTérentiel  du  second 
ordre  d'une  -fenction  de  deux  Tarial)les,  |H'is  en  différentàant  par  rap- 
pQtt  à  l'une  d'elles  et  ensuite  par  rapport  à  l'autre,  reste  le  même, 
quel  que  «oit  l'ordre  qu'on  ait  «uivi  dans  les  différeattations.  Soit ,  par 
exemple,  ussx^;  si  on  diflërentie  d'abord  en  regardant  x  seul 
comme  variable,  on  a  3-  ==  mjf~'j'  ;  différentiant  ensuite  ce  résultat  , 
et  ne  faisant  varier  que  ^,  on  obtient  ^-^-^  mnjc^~'j''~*  i  en  opé- 
rant dans  un  ordre  inverse,  on  trouveT-=nx'y^'  etjTj-s^mwc""'/""'» 
et   on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les  deux  cas. 

aS.  Les  autres  équations  rapportées  cî-dessus  ne  sont  que  des 
conséquences  de  la  première:    en  effet,  d'après  la  notation  adoptée, 

d'.  ,  ■'■(c) 

T'   ,  ,  est  la  même  chose  que  -jr-j — »  et  à  cause  qu'on  peiil  interyertîr 
l'ordre  Ae  ces  différentiaUons  consécutives,   la    même  chose  encore 

géant  l'ordre  des  deux  premières  differentiatlons  indiquées ,  îl   vient 

'~dx — ^^drdvdx*  ™*'"*^'  conforme  au  précèdent. 
On  trouvera  semblablement 

àydx  t^  dy  dydxdy* 

_4^ — ^'  ^  ^  )  —  "^  V  4y  )  _    d% 

dxd_y»  da-dj-   '  d_ydx  d^ydcdy* 
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En  général  y  on  peut  déranger  comme  on  voudra  l'ordre  des  diff'éren-' 
liations  indiquées  ;  pourvu  qu'elles  restent  les  mêmes  et  en  même  nombre  j 
le  résultat  ne  changera  pas. 

Pour  le  prouver,  soît  .^  ,;  S  est  facile  de  voir,  d'après  les  con- 
ventions £ûtes  dans  les  n*"  io  et  a6,  qu'on  peut  décomposer  celte  ex- 

/ir 


pression  comme  il  sm't ; , >  .^^^ — —  ;    mais    en    intervertissant 

l'ordre  des   deux  différentiattons    isolées >  ce  qui  est  permis,   on  a 

^A^-, ;  et  en  rémussant  sous  un  même  signe  tontes  le» 

opérations  indiquées,  il  vient,  an  lieu  de  la  formule  proposée,  l'expres- 
sion équivalente  j^^.j  ..  ,_..  Si  on  décomposait  encore  celte  der- 
nière ,  on  y  pourrait  faire  de  nouvelles  permutations  dans  l' arrange- 
ment des  Ajeiàx;  nous  devonii  d<mc  regarder  la  pr(^>09ilion  ci-dessu» 
connrae  démontrée. 


ag.  Ea  relranehant  f(x,  /),  on  «,  de  f  (x+A,  ^+*)  y  on  trouve 
f(x+4,^+*)-fCx,7)  =  |5+É;^iL    +etc. 

*  ay  i    '   a.yax  i  i     ' 

+ft£i.     +etc. 
■^dy  i.a       ' 

+  etc. 

SI  on  étend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  définition  que  nous  avon» 
donnée  (4)  de  la  différentielle  des  fonctions  d'une  seide,  on  verra  que 
celle  de  f  (x,  /),  ou  de  u ,  est  comprise  dans  les  deux  termes  qui  forment 
la  première  colonne  dn  dével(^pement  précédent  ;  et  changeant  h  en  dr 

el  k  endj',  nous  aurons  df(x,^)==d«=;T^dx-(-3-d;"-  Il  suit  de  là 
que  la  différentielle  d'une  fonction  de  deux  variables  renferme  deux 
parties,  savoir  :  -^  dr,  ou  la  différentielle  prise  en  reguxLantx  comme' 
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ày  • 


seule  Tiriable,  et  t-  d;",  ou  la  différentielle  prise  en  regardant^y  comme 


seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  deux  varîaLles  les  règles 
données  (  6  et  suiv.  )  pour  la  difierentiation  de  celles  qui  dépendent 
d'une  seule,  et  pour  cela  on  differentiera  -ia  fonction  proposée ^  d'abord 
par  rapport  à  l'une  des  variables ,  et  ensuite  par  rapport  à  l'autre  :  la 
somme  des  deux  résultats  sera  la  différentielle  cherchée. 

On  voit  sur-le-champ,  d'après  cette  règle,  que  d(X'{-j')=  dx-f-d/ 


d.ï 
y 


■)=  dx+d/  j 
^sj^-dx+xd^l  . 


5o.  Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner  beaucoup 
d'exemples  relatifs  à  la  différentîatioh  des'  fonctions  de  deux  variables  , 
puisqu'elle  rentre  dans  celle  des  fonctions  qui  n'en  conliennent  qu'une  ; 
nous  nous  bornerons  donc  aux  snivans  ; 

I*,  usdJifj^;  on  a  T^dx  ^nw!"~^dj:  / 

ap  47'  =  rixy-'djr  ^ 
donc 

du  =  mx"~ydx  -f-  njfj-'-'d^  =  af~"j[,'-'  (mjâx  +  nxdy). 

a",  u  =:  — riX=  :    on  a  rdx  = 2! — f_ 

-  dr  =  — .S=  — -S^- • 
oonc 

^_-qy:tdr     ^         aày  qy^jr 

i'^+rr     t/^+y    i^'+yy 

onenrédui5ant,du=  ~.'^  .^.'t,'^^, 

3'.  m^l.tang-:  pour  différentier  cette  expression,  dans  Uqoell* 
la  quantité  -  est  enveloppée  successivement  sous  deux  fonctions  trans- 
cendantes, on  fera  -=?,  et  on  cherchera,  d'après  le  n*"  i3  et  i5,  W 
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difierântiel  de  l.teDgz.  II  viendra  pour  resuluit 

j         d.tangg  ds  de      ^ 

""   Ubigx   "~"  tangs  coia*  ""*  »in*  cosi* 

Ëa  mettant  au  lieu  de  z  et  de  dz  leurs  valeors,  on  trouTera 

yàx  —  xdy 


"Sî.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des  fonctions  «pu 
dépendent  de  plusieurs  variables  ,  donne  lieu  à  des  remarques  impOF' 
tantes.  H  ne  &ut  pas  confondre  alors -r^  dx  avec  du,  comme  on  pour- 
rait le  feîre  si  u  ne  renfermait  que  la  seule  variable  x.  En  effet,  dana 
ce  dernier  cas,  du  n'éUnt  que  le  premier  terme  du  développement 
de  la  différence  entre  les  deux  états  consécutife  de  la  fonction  pro- 
posée ,  si  on  divise  cette  quantité  par  l'accroissement  dx,  on  a  le  coef- 
ficient différentiel  ;  mais  lorsque  u  renferme  deux  variables ,  la  diffé- 
rentielle est  composée  de  deux  termes,  et  l'expression  -rz  ^  dans  ce  ca» 
nn  sens  particolierj  elle  désigne  le  coefficient  différentiel  pris  dans 
l'hypothèse  de  x  seul  variable ,  ou  le  premier  terme  du  développe- 
ment de  la  différence  prise  dans  cette  hypothèse  ,  divisé  par  l'accrois- 
sement dx  :  il  en  est  de  même  de  -j^,  par  rapport  à_/. 

Les  quantités^,  3-  sont  appelées  ordinairement  différences  partielles 

du  premier  ordre  de  la  fonction  u;  et  en  général  .  ."  représente  une 
de  celles  de  l'ordre  m-|-  n,  prise  en  différentiant  m  fois  par  rapport  k  x, 
et  n  fois  par  rapport  à  j". 

Je  crois  devoir  faire  observer  que  la  dénomination  de  différence  panielle 
n'est  pas  exacte  ;  car  les  formules  qu'on  désigne  ainsi  n'expriment  point 
la  différence  entre  deux  quantités.  Les  vraies  différences  pwtielles  de  u 
sont, 

la  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  changement  de  x,  et 
la  seconde  en  ne  supposant  que  celui  de  y.  Les  expressions 

I.  25  * 
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âu  I  au  7  au  t  du  1 

qui  sont  les  premiers  ternvés  desd^TeloppemeWide  ces  dlfierences,  doivent 
être  nomUiees  differemielles  partielles ,  tudis-que  ^dJt  +  j-^  est  la 
difféi-entielle  totale,  et  -5—,  -r-  restePont  toujoîirs  les  coefficiens  differcrt- 
tiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  proposée  ;  tnais  il  faut  remarquer 
qu'une  fonction  d'une  «eule  variable  n'a  dans  chaque  ordre  qu'un  coef- 
ficient différentiel ,  tandis  qu'une  fonction  de  deux  variables  a  deux 
coefEciens  différentiels  pour  le  premier  ordre  j  trois  pour  le  second , 
quatre  pour  le  troisième,  etc. 

32.  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coefHcienSj  en  partant 
des  deux  premiers. 
On  a  d'abord 

d«=^dj:+^dri 

prenant  ensuite  la  différentielle  des  fonctions  g-  et  3-,  qui  doîrent  étf* 
traitées  comme  des  fonctions  de  deux  variables,  il  vient 


-,  /àu\  d*u    ,      ,      d"it  j 


d'u  j       ,     d'u    j 


kç;  =  dî5r<"-^  a/' 

et  parce  que  la  diOerentielle  seconde  n'est  autre  chose  que  la  différen* 
tielle  de  la  différentielle  première,  on  aura 

en  regardant  dr  et  d;-  comme  des  coustantes  ,  et  en  observant  que 
les  Goefficiens  différentiels  dont  les  dénominateurs  ne  présentent  que  les 
différens  arrangemens  d'un  même  produit  en  dr  et  d^,  sont  identiques. 
Si  on  différentie  les  coe  fficiens  qui  se  trouvent  dan»  le  résnltat  pré* 
cèdent,  il  viendra 

,  /  d'u  \  d'u     J       ,      d*u.     , 

d  (—-"^  —    ^'"    j_    .       ^'"     J 

\didj  /         àx'ày  ''  àyAxdy   -^  * 

,  /d'u\  d'u     J        ,       d'u      , 
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«l  par  conséqaent. 

d'«  =  3^  d^  +  gpa^dx'dr + a^  a^ar  h-^  d^. 

On  contÎDiiera  fiicUement  cette  formation ,  et  on  remarquera  sans  doute 
l'analogie  qui  règne  entre  les  résultats  auxquels  nous  sommes  pâr\Knns, 
et  les  développeraens  des  puissances  du  binôme.  Pour  s'assurer  qu'elle  a 
lieu  à  quelqu'ordre  qu'on  pousse  la  diffërentiation ,  il  suffit  de  chercher 
la  loi  qui  règne  entre  deux  dlfierentieUes  consécutives. 
Supposons  donc  qu'on  ait. 

A  y  B,  Cy  etc.  étant  des  coefficiens  numériques  indépéndans  de  x  et 
de  jT'^  si  on  differentie  chacun  des  termes  du  second  membre  de  cette 
«quation  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à^  snccessÎTement,  qq'on 
réunisse  ensuite  les  résultats  semblables ,  on  trouvera 

+  etc. 
Soit  mujiteDaDt 

{jr+._y)- = X"  + -^x— y  +  a-jc— >■  +  CV-y  +  etc.  i 

«a  mon      ^ 

d'où  on  voit  que  dans  le  passage  de  n  à  n-f- 1 ,  I^  coefBciens  du  déve- 
loppement de  {xF^y  éprouvent  les  mêmes  cbangemens  que  .ceux  de 
d*u  î  et  comme  1^  premiers  sont  respectivement  égaux  aux  seconds  , 
lorsque  n  =  i ,  cette  égalité  doit  encore  avoir  lieu  pour  toute  antre 
valeur  entière  de  n  :  on  peut  donc  écrire  en  général 

<!■■,=£;  dxM-:j^da--.ay+îi==^  5î^^-dr+  etc. 

U  soit  de  U  qu'on  formera  la  différenûene  d'u  eu  dévèloppaQt  le  bi- 
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nome  (dx-^-d/y,  et  en  multipliant  les  différens  termes  du  résultat  par 
les  coefilcieas  diffe'reatîels  analogues ,  ensorte  que  celui  qui  est  affecté 
_de  dr^i^d^  ait  pour  multîpHcatenr  g-sz^j-;. 


ZZ.  Le  développement  de  f  (x-f-Aj  ^  +  ^)  pc°'  aussr  se  déduire  de 
celui  d,es  différentes  puissances  du  binôme  ;  eu-  en  réduisant  au  même 
dénominateur  les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  A  et  de  A  font 
une  même  somme,  il  prendra  la  forme  suivante: 


*t<etc.; 

et  ^ors  on  voit  évidemment  qu'il  se  déduit  de  la  suite 

-  +  î  (A-M)  +  7^  (M-*)-  +  rx3  (*+*)'  +  TTÎXÎ  (»+*)'  +  "'^-  ■'■ 

comme  les  différentielles  du,  d*u,  â?u,  etc.  se  déduisent  des  puissances 
(dx-f-d/),  (dx  +  dj)%  (dx  +  dr)',  etc. 

Nous  ne  nous  bornerons  pas  à  L'induction  qu'on  peut  tirer.de  la  com- 
paraison des  prefuiers. termes  des  formules  précédentes ,  et  il  ne  nonS' 
sera  pas  difficile  de  prouver  que  Tanalôgie  que  nous  avons  &it  remar- 
quer a  lieu  dans  toute  l'étendue  dé  ces  formules. 

Considérons  le  terme  général  de  f  (x  +  A  ,  7"+*)  ;  3  est  évident  quil 
doit  dériver  de  celui  de  f(x-(-Aj^)  eny  subslituant^+i  au  lieu  àejy. 
mais  à  cause  de 

-,       ,    ,         .  ,    au  h  . ,    d*u    A*      ,    d'K      A*       , 

%  +  A»  J')  =«-ï-3i  7  +  2^77^ +5^7X3+ «^^-^ 
cç  -dernier  sera  x^  — —  ;  disant  dans  la  fonction  ^p,  le  change»-- 


Digitizeclby  VjOOQIC 


DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  ï8  i 

aent indique  puTapportÀ^,  on  anrd  pour  résultat  uM  smte  de  termes 

3x*  "•"dr-dy  T  "*"dx"dy  i.a  ••■••••*••  *  •"T"dt-dy  i.a....»' 
et  par  conséquent  le  terme  général  demandé  sera  exprbné  par 

Ax^ày  ^  i.a....^.i.9....B* 
Mais  le  produit  A")t"  est  homogène  à  h"*"'  et  A""*"',  qui  auront  fun  el 

l'autre  pour  coefficient  numérique ?~X~Tî  multipliant  donc  par 

1.2 (tt-hn).  les  deux  termes  de  la  fraction ,   on 

trouvera  -. — r-^  x  --'"^■'■'■'■^^-— ,  el  en   prenant  \ — p-r 

i.a...(.m+n)  i  .a. .  .m.  i  .a. .  .n  '  «^  i.a...(n>+n) 

pour  facteur  commun  de  tous  les  termes  homogènes  jt  A"jt* ,  il 
restera  pour  le  coefficient  propre  de  ce  terme     '.-,"■■('"+">   .  c'çst_ 

à-dire  le  même  que  celai,  dont  il  serait  affecté  dans  le  déreloppenent 

de  (h-^k)'^\ 

S4-  Si  on  change  A  eu  dx  et  £  en  dj^^  <&n»'le  développement  de 
((x-^-k,  j-^fc)  que  nous  venons  de  cotuidérer  ,  on  y  retrouvera  alors, 
en  faisant  ahstraction  du  dénominateur,  les  différeatidles  de  tous  les 
ordres  de  la  fonction  u,  savoir  :  la  différentielle  première  dans  les  terme» 
oà  les  accroissemens  ne  montent  qu'an  premier"  degré-,  la  différentielle 
seconde,  .dans  ceux  où  3s  ne  montent  qu'an  second,  la  différentieHe 
troisième,  dans  ceux  oà  ilsjoemontent  qu'au  troisième,  etc.  :  on  au» 
donc  ainsi 

f  (x+<ix,  _;r4.dj)  =  a  +  -  H-  —  -f-  ^-^  +  ^-^^-^  -H  etc. , 

résultat  semblable  à  celui  que  l'on  a  obtenu  dans  le  n"  aS.  La  série  pré- 
eédente  convient  donc  également  aux  fonctions  d'une  et  deux  variables, 
pourvu  qu'on  prenne  les  différentielles  d'une  manière  convenable  dans 
chacun  de  ces  cas  :  nous  montrerons  bientôt  qu'elle  a  Ken  quel  que  soît 
le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans  ht  fonctîoD  proposée  ;  et  elle- 
réunit  à  cette  généralité ,  l'avantage  d*étre  facile  à  retenir. 

55.  Le&  différentieUes  successives  ^ous  ont  fourni  les  moyens  d'ex— 


yGoot^lc 


t«3  CHAP.  ï.  EXPOSITION  DES  PRINCIPES 

l>fiiner  le  d^velopperMbt  d'ada  fenctîon  par  rapport  aax  aecroUsemntt 
des  variables  dont  elle  dépend.  On  peut  aas&i  déduire  de  ce  développe- 
mentj  s'il  est  connu  d'ailleurs,  le?  difTérentielIes elles-mêmes.  Il  suffit, 
pour  cela,  de  rassembler  tous  les'  termes  homogènes  par  rapport  aux  ac- 
croissemens  :  ceux  du  premier  degré  dooneroot  la  différentielle  première 
divisée  par  i  ;  ceux  du  second,  la  différentielle  seconde  divisée  par  i  -s; 
ceux  du  troisième,  la  différentielle  troistème  divisée  par  i  .a.5,  et  ainsi 
de  suite  :  ensorte  que  si  on  avait 

u  H-  Pàx  +  Q^j 

H-  mj^  +  5dxdy  4-  Tàj*  j 
4-  etc. 


\ 


an  eu  tirerait 


^  =  Pic  +  Çdr, 


On  voit  que  cela  revient  à  comparer  le-  développement  donné ,  avec 
la  série  o  +  —  +  —  H -s  H-  etc. ,  en  regardant  les  termes  du  pre- 
mier, dans  lesqueb  U  s4mme  des  exposans  des  accroissonens  d^:  et 
4^  est  la  même,  comme  homogènes  au  terme  de  la  seconde,  dans 
lequel  l'exposant  de  la  caractéristique  d  est  égal  «  cette  somme. 

36.  Pour  ne  pas  tomber  dans  des  calculs  trop  compliqués,  nous 
n'appliquerons  te  procédé  qn'i  la  fonction  a  =5(0+^x4- cjc*)'.  En  y 
-8ubstimantx-f~dxaa  lieu  de  x,  elle  deviendra 

feisant  pour  abréger, 

a-\-h3ç-^cx*  =^,  i4-3cx=sy, 

on  aura  (/>+7^+ <^da:*)'î 

développant   cette  expression  comme  un  binôme  dont  p  +  fdx  iait^ 
merail  le  premier  terme,  on  trouvera 


{p  +  qàxy  +  ^  OH-  ydx)'-' cdj:'- 


^^TT^??^C;»4-f«lr)'-»c»dx*+«lc; 
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H  ne  8*agit  plttC  maiateiuDt  que  dé  dévelof^r  les  direrses'  puis- 
sances de  p-\-çdx;  mais  pour  obtenir  la  différentiellt  de  l'ordre  n  de 
la  fonction  proposée,  il  suffit  de  rassenxbler  les  termes  qar  seraient 
affectés  de  dx*  dans  le  résultat  final,  savoir: 

■I  '.  Celui  <pii  est  multiplié  par  dx*  dans  le  dcveloppement  de  (p  -\-  qda;)'. 

a'.  Celui  qui  l'est  p»r  dx'-*  dans (p-^qdx)'-'. 

3'.  Gelai  qui  l'est  par  dr*"*  dans. {p-^tfàx'y', 

4'-  Celui  qui  l'est  par  dj:"r'  dans (/>+ydr)'~*. 

etc. 

En  nommant  ji  ^  B  ^   Cj  j>,  etc.  les  coefilciens  respectifs  de  ces  puis- 
sances de  dr,  il  viendra 

on  Terra  aisément  que 

A= 

■  •a C»-"/  '  rC'— »+')i(" 

^      (■■— a)0— 3)...(r— 1.+3) i..^„._  ^     ^C,.-OC«— a)(n-3)      p- 

•^-..^ .....C»-4/^    '^^=^K'-OC'-"+.iCr-»+.)?' 

„     (r-!i)(r-^...  (r-..+4) ,., ...^  j        „(„_iX/.-a)(n-3)(n-^(»-5)        p» 

■"^i.a 0—6/         '      "'iC'— 'X'^)C'--»+0('-»+aX'--»+3)?' 

etc. 

substituant  donc  an  lien  de  ^,  B,  C,  i>,  etc.  leur  valeur,  on   trou- 
Tera,  après  les  rédactions. 


^  1  .a.3Ci— «+i)(r-n+a)C'— »-f3j  7^  °"-; 


n  ne  reste  plus  maintenant  qn'à  remettre  à  la  place  de  p  et  de  ^ 
les  quantités  qu'ils  exprimenL 

*  57.  La  forine  du  résultat  précédent  n'est  pas  la  plus  simple  soùs  la* 
quelle  puisse  se  présenter  d"!*;  car  oa  pent  obtenir  pour  cette  diffié- 


asur     ■ 
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rentielle ,  une  expression  qui  ne  contiendrait  p  qae  c<Hmne  nn  fitcienr 

commun  à  tons  ses  termes. 

On  transformera  (^+ydar-)-cAr*)' en/j'f  i-j-^dx+T^  dxM  j  eten 
^valnant  le  produit  ^pc  ,  on  tronvera  ^ac-^/^cx-^-^c*!^  :  si  on  retranche 
de  cette  quantité  t^,  ou  (i  +  aex)',  il  viendra  é^pc  —  y'=4<»c — i*, 
résultat  indépendant  de  ^.  Faisant  donc  pour  abréger,  ^ae  —  b'-=sief 
on  aura  4^=^^+?*)   ce  qui  changera  la  fonction  proposée  en 

et  en  mettant  o*.  e'  pour  -^ ,    ^,  elle  deviendra 

^  ;>'{(i+/dr)'H-e'dx'}', 

expression  qui  donne  d'abord,  par  un  premier  déreloppemeati' 

+'^i'~9^T?V'^'<^)'^g"<ir'+etc.y 

prenant  ensuite  dans  chacune  des  puissances  de  i-f-/dr,  le    terme 
qui  serait  multiplié  par  dx"  dans  le  développement  final ,  on  trouvera 

f  arCaT»— i)...(flr— n+O y.  .  r  (ar— aXar— g) .. .(ar— n+ 1 )y—  /  -j 

-r)     ••» -■^"9^7     1     .     a C— a)     y-*^  / 

Mais 

—  X- 


9" 

?  -  B— p— '  ^  ây  '^  aV    ^^  Svi"'^ 


9" 


V  a— i/)'-*'^aV —   a'p»   — ay^^> 


«Instituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente ,  et  disant  dans  b 
forme  des  £oefficiens  des  changemens  analogues  à  ceux  qn'on  a  déve- 
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lofipés  cî-dessas  (page  i65),  ou  trouvera 

"^    I  .  a    aKar— i)(a^a)Car_3)?  f* 

^    1   .  a  .  3    artar— i)...(ar— S)?"***^  J. 

Prenons  poar  cas  particulier  la  fonction  u  ss  -^-     ■    .  dont  Euler  s'est  ■ 

occupé,  et  sur  laquelle  nous  aurons  occasion  de  revenir  dans  la  suite; 
nous  ferons  alors 

d'où 

et  il  viendra 

j,         1         i.3...wj'dr'f     ■   ift(n— i)    ■    i.3w(»— iX«— «)(«-;3) 

1 .5.5  «(»-. Xn-^JCn-SHn-^Xx-S) 


Tel  est  le  résultat  auquel  Euler  est  parvenu  par  la  voie  de  l'induction, 
dans  son  Traité  du  Calcul  différentiel,  et  que  M.  Lagrange  a  trouvé 
directânent  par  le  procédé  que  nous  venons  d'exposer. 


38.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  oiffirentUiiMi 
de  variables  né  nous  occuperont  pas  long-temps ,  parce  qu'il  est  &cile  d«ïon«d«"t«- 
de  généraliser  ce  qui  a  été  dit  dans  les  numéros  précédons  ,  relative*  bn  ^adoomiiM 
ment  aux  fonctions  de  deux  variables.  On  voit,  en  efièt,  que  dans  le  cas  ^ 
où  u  représenterait  une  fonction  des  trois  variables  or ,  ^  et  z ,  on 
tomberait  d'abord  sur  le  développement  donné  n"  ^6,  en  n'ayant  égard 
qu'aux  chaUgemens  de  Jc  et  de  j  }  pour  trouver  ensuite  ce  qu'il  de-  - 
vient  lorsque  s  reçoit  un  accroissement  représenté  par  /,  il  ne  s'agit 
plus  que  de  traiter  les  quantités  u ,  ^ ,  3—  >  3-7*  9tc.  cwnme  des  fone^  ' 
tionsde  z  seul,  et  de  les  remplacer  par  les  séries  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant usage  du  théorème  de  Tajrlor  (n'  ao).   Celle  qu'il  £iudrait  substi- 
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d- 


luep  au  coefficient  diflërentiel  ^j-;j^,  aura  pour  terme  gëniéral 


et  à  cause  que  g  ,g^  est  affecte  du  produit  ^ — «x  i.fl-.n»***"*'"*"^' 
ver»  que  le  terme  général  du  développement  de  la' fonction  o,  dans 
le  cas  où  les  trois  Tapables  dont  elle  dépend ,  changent  à-la-fois ,  est 
exprimé  par 

H'h' 


d&'dy'dx"  i.s...pXi.3...nX  i.a...m'  ■ 

En  multipliant  et  en  divisant  ce  résultat  par  le  produit  i  »3>>'(/H^n-H")]> 
On  pourra  lui  donner  la  forme  suivante  : 

t di^-**ii  i.a...(p+«  +  m)WJi*       ^ 

1.3...  (;)-(-/»+»}  da'dy'dr"  i.a.../>x  i.a...n  X  i-a-.  ■»»' 

«r  la  dernière  partie  de  cette  expression  est  le  terme  général  du  dé- 
-reloppement  de  (t-^-k-^hy*'"*-'  (^IrUrod. ,  »4)  :  on  formera  donc  le 
développement  du  nouvel  état  de  u ,  en  multipliant  chaque  terme  d» 
celifi  de  \,       . 

par  le  coeflScient  différeirtiel  anal^ae  anx  puissaneea  ik»  «r 
dont  ce  terme  est  affecté.. 


S9.  On  doit  voir  maintenant  que  si  «  représente  nne  fonction  d'n» 
H«ml)re  quelconque  de  variables  r^jy  »»  ï, etc.,  et  qu'qn  y  substitn^ir 
^~K*» T"f"*>  3  +  /,  '+^,  etc.  à  la  place  de  ces  Tariables^  eU«. 
pourra  ètn  dé'cdoppéc  dans  une  suite  de  termes  reppésentéft  eu  géno- , 
rai  p«r 


dr-dy-da^dl»  etc.  l.a...mX  >.a.  .-aXi.a. .  .pX  l.ft..  .9  X  «te..* 


<»,  ce  fiù  mieot  a^  mémtff  par- 


w — -rir-  .^^ — B Kth^l^^ff  etc. 
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M  désignant  le  coefficient  de  h'k'lfg'  dans  lepolyaorae  h-^k-{4^g+etc. 
^ievé  à  lapoissance  mH-«+^+^+etc.  (Intz-od.f  34). 

On  pass«n  encore  du  développement  de  la  séris 

u   j   (*  +  ft+?+ff+etc)  ^  jh  +  k  +  l+g  +  tK.Y  ^  ^^_ 

à  celui  du  nouvel  état  de  la  fonction  jH-oposée,  en  multipliant  les 
termes  du  premier,  par  les  coeffîciens  différentiels  qui  leur  sont  respec- 
tivement analogues. 

II  e*t & pnnKtf  de  remarquer  ooe U  valenr  da coefficient  y-av  u'ij — — 
^     ^  T         ^  àjf<ày''asc?ai'  axc. 

ne  change  point,  dans  (]neI<{u*ordre  que  se  succèdent  les  différeatia' 
tions  indiquées  ;  l'expression  t-;?!^.' ■■^- ,  par  exemple ,  rerisnt  m 
ménie  que  la. précédente.  Pom-  s'en  convaincre^  il  suffit  d'observer  qu'où 
peut  passer  de  f(x,  ^,  »,  I,  etc.)  à  f(a>4-A,^+A,  z-|-/,  H-g,  etc.), 
en  laisant  varier  successivement  les  quantités  Xffj  s,  dans  tel  ordre 
qu'on  voudra ,  pourvu  qu'on  ait  égard  au  changement  que  chacune  d'elles 
a  éprouvé  en  particulier:  ceci  est  assez  évident,  d'après  l'exemple  donné 
sur  les  fonctions  de  deux  variaUes,  n*  37. 

La  même  chose  peut  encore  se  démontrer  en  partant  de  Véqostion 
^  =  ^'  carendévetoppiit  kfai— le  jflj^ Jjj*- ,  comme 
dans  le  n*  38,  de  manière  k  isoler  deux  differentiations  consécutives, 
parmi  celles  qui  sont  indiquées,  on  pourra  les  permuter  entre  elles  ; 
et  en  répelant  Cette  opération,  <m  ferachangeFeoimiieoDWiaâra,  l'ordre' 
des  diffétentittiaaa  du»  le  coefficient  pn^osé. 

40.  En  donnant  àm,  n,/),  9,  etc.  toutes  les  valenrft  possîMes,  «■ 
nombres  entiers,  on  formera  les  différens  termes  du  développement 
<le  la  fonction  proposée;  et  en  se  bornant  à  ceux  oii  les.  acoroissenieas 
ne  passent  pas  le  premier  degré ,  on  aura 

duageant  hj,  i,  /,  g^  etc.  &i  àxj  à/,  dx,  dt,  etc.,  et  vetranchant     - 
U  fonctioa  prinutive  k,  le  résuttat  sera  la  difiereatielle  ivemièn  ds 
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cette  fonction  :   on  aura  donc 

d'où  îl  suit  tjae  la  différentielle  ^une  Jonction  £un  nombre  (pielcontpié 
de  variables ,  est  égale  à.  la  somme  des  différentielles  partielles  relatives 
à  chacune  de  ces  variables. 

Quant  aux  différentielles  des  ordres  supérieurs,  on  les  déduira  suc- 
cessivement les  unes  des  autres  et  de  la  première,  et  on  trouvera  entre 
elles  et  les  puissances  du  polynôme  dr-{-d;'H-d2+<^+6tc.,  la  même 
analogie  qu'on  a  remarquée  (Sa)  entre  les  d^rentielles  des  fonc- 
tions de  deux  varialiles  et  les  puissances  du  binôme  àx-^àf.  11  suit  de 
cette  analogie ,  que  tous  les  termes  seront  homogènes  en  dx,  i^,  ds,  ., 
Atf  etc.  ,  et  du  degré  marqué  par  l'exposant  de  leur  ordre,  et  que 
si  on  substitue  dx,.  d;',  dz,  dt,  etc.  à  A,  A,  /,  ^,  etc.,  on  aura  Mfc- 
core  pour  le  développement  de  u,  dans  cette  hypothèse, 

,    du    ,    d*u    ,      i?u      , 

U  H —  H H 3  +  etc. , 

'     1     '    i.a   '    1.3.3    '  ' 

re'  qui  £iit  voir  que  les  remarques  du  n*  35  doiTent  être  étendnet  anr 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Nous  terminerons  ici  ce  qui  regarde  les  fonctions  explicites,  pour 
{Msser  à  la  recherche  des  différentielles  des  fonctioiu  inylicites  ^  ou 
données  seulement  par  des  équationsv 

Di»>«mi>rioB     4i-  Si  ^°  ^  entre  les  deux  ûicoimaes  x  et/,  l'équation  f  (x,  y^sso, 
a^'mwq"*^  ^  est  évident  que  la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  ou  prise 
foncûoDi  d'one  arbitrairement,  celle  de  l'autre  sera  déterminée  :  la  seconde   est  donc 
*"  une  fonction  de  la  première ,  et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  si 

-X ,  par  exemple ,  reçoit  un  accroissement  représenté  par  A ,  /  doit 
aussi  éprouver  un  changement  subordonné  à  celui  de  x.  En  désignant 
par  k  ce  changement ,  qui  ne  peut  éb«  qu'une  augmentation  ou  une 
diminution,  il  viendra  j^^k  au  lieu  de/;  mais  comme  le'calcuï  re- 
dresse toujours  les  fausses  suppositions  Êiites  dans  les  signes ,  nons- 
écrirons  seulement /-l-ft,  parce  que' dans  te  cas  où- la  valeur  de/  dî- 
minuerait  lorsque  celle  de  x  augmente  ,  on  trouverait  alors  k  négatif. 
■  Cela  posé,  les  quantités  x-f-A  et/-f-^  étant  de  nouvelles  valeurs 
^rtespondivites  de  x  et  de/,  elles  doivent  satîs&ire  ansn  & réquatioa 
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-  proposée,  c'ést-à-dire  qu'on  doit  avoir  encore  f(a:+Af  y^k)sso;Taais 
par  l'hypothèse,  x  et  ^  satisfont  à  l'équation  primitiTe  f(x,jr)=oi 
la  précédente  ne  renferme  donc  réellement  que  deux  inconnues^  h 
et  k,  dont  l'une  aéra  déterminée  lorsqu'on  aura  assigné  une  Taleor 
à  l'autre. 

La  formule  du  n"  35  offi%  le  moyen  de  dérelopper  oette  équation  soi- 
Tant  les  puissances  de  h  et  de  A  j  et  disant,  pour  aljréger  f(x, /)=:  u, 
on  obtient  l'équation 

+  etc. 

mais  y  étant  fonction  de  x,  son  accroissement  k  sera  représenté  par  ime 
série  de  la  forme 

1      '    i.a   '    i.a.3    *  ' 

p,  Çf  r  désignant  les  coefficiens  différentiels  de^  (aoetai).  En  substi- 
toaiU'cétte  valôor  dans  l'équation  précédente,  et  ordonnant  par' rapport 
k  hf  on  obtiendra  un  résnltat  de  la  fovme 

"  + (c  +  ^Z")  *  +  <?*"  +  **'+<*'•  =  •• 

dans  lequel  h  pourra  être  pris  arbîtrairemeBt;  il  fitodradoiic  que  l'os 
ait  séparément 

Bsao, 

du    ,  du 
,  ^•^^P  =  ^> 

^  =  0, 

■S  =  o, 

etc. 

La  première. de  ces  équations  n'est  que  la  proposée. elle-même;  la  se- 
conde fait  connaître  p,  et  les  autres  détermineraient  successivement  leS' 
coefficiens  différentiels  des'  ordres  supérieurs;  car  il  est  aisé  de  voir  que 
celui  du  second  ordre ,  9 ,  ne  commence  à  paraître ,  et  «u  premier  degré 
seulement,  que  dans  l' équation  Q  =  o;  qu'il  en  est  de  même  de  r> 
dans  réquation  iï  ss  0,  et  ainsi  de  soite  ;  mab  ayant  de  noms  occùpâ^ 
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.4e  ce»  dernièrw,  souf  aUoos  £ure  renuu'quer  U  fonuatiÔQ  de  l'éqaapi 

Si  l'on  y  écrit  ^  «u  lieu  de  p,  elle  devient  d'abord 


du        du  d^  _ 
Si'   iy  à»  ' 


'puis  en  multipliant  par  d^ 

^dr+^dr  =  Oj 

et  sous  cette  forme  elle  s«  confond  avec  la  différentielle  première  de 
la  fonction  u  (39). 

Il  suit  de  là  (piepour  trouver  le  coefficient  differeiitî^Âft  premier  ordre 
^ une  fonction  implicite  y,  donnée  par  une  étfuation  ^ntre  deux  variables 
y.  et  y,  il  faut  dtffeivntier  cette  équation  comme  si  les  variables  étaient 
indépendantes  tune  de  l'autre,  égaler  ensuite  à  géro  le  résultat  qi/on  oS' 
tiendra  et  prendre  la  valeur  de  ^ 

4a.  Att  litu  de  ealcd^r  îmmtfdirtemeat  l'acjnaitiàn  Qsa  o,  j^obtem 
que  la  valeur  de  p  ne  contenMit  qua^  «t  ac,  sem ,  an  Tcrtn  'ds-l'aipiatioai 
i{Xfj)  =  o ,  une  fonction  implicite  de  x;  et  çn  la  représentant  tODJonr* 
par;>,  le  ch^vgtmeMVd^  Ar«a  s^h  lui  fera  pte«<b«  k  fonlae  p-f-f  A+etc., 
y  étant  son  coefficient  différentiel  (ai);  le  même  changement  transfor- 
■Mh«jrcn./*t«^*4*-ei(:i  Ge^pasé,  L'e'qaaitiaB 
du    ,    du  ,  . 

qui  n'est  autre  chose  qu'une  fonction  de  x,j^  et />,  égalée  à  zéro,  que 
je  représenterai  par  1/^=0,  deviendra,  d'après  la  formule  du  tt'40j 
.   ,    du'  I     ,    du'  >     .    di/  ,  ) 

'    da:         '    dy         '    d/i      >  s=3  0, 

H-  etc.  ) 

lQr8(^è  les  variables  x ^y,  p  prendront  respectivement  les  accrirfsKo 
mena  A,  A  et  /;  en  substituant  aux  lettres  i  qt  £  les  sérwt 

/»A-f^etc.,       fA-f-ete., 
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.  .,    /au    ,  au.'       ,   d»*'    \i  } 
■+i  etc.  J 

^,  cbrant  «voir  lien  mdépcvdunmeiit  de  Aj  dAane  tu  éqaalîoiis 

1/=  o, 

du'  ,   du'      .  du" ,  ; 

S+éyP  +  l^l^"'  W 

elc. 

La  première  est  l'éqnatioti  (i),  de  laquelle  An  est  parti,  et  la  secondé 
conduit  à  la  valeur  de  g  ea  x,  par  le  moyen  de  celles  de  j  dtèep. 

En  y  e'crÎTaiit  ^  an  lieu  de  ;? ,  et  ^  an  lie*  de  f ,  elle  devient 

duT       di/^-di/dp 

aj  **"  dy  dx  "^  d/ï  3x  **     » 

puis 

gi.:+^dr+|dp  =  o, 

et  se  confônd  alors  avec  la  Aflerentidle  to^e  de  la  ibnction  1/  qnî 
ferme  l'éqnadon  (t). 

AiiMÎ  povr  former  Vétjuatian  tfox  èxprànf  la  relation  mlm  ta  eseffi-- 
tient  différentiel  du  premier  ordre  et  celui  du  second ,  Hfaut  différenlier 
telle- qui  déteimine  le  premier  coejficient,  en  regardant  ce  coefficient  lui^ 
même  comme  une  nouvelle  variable,  puis  diviser  par  dx. 

L'équation  (2)  e'ianl  censidér^e  comme  une'  fonction  i/'AeXfjr^p^ 
f  »  ég^ée  à  zéro,  conduira  k  une  éqiiatk>n  é<]uivalente  à.  da'=:o,  qui 
&ra  connaître  le  coefficient  di0'érentiel  r  de  la  fonction  y  ,  c^iest-^-dSre 
le  coeffierent  diff(?rentiri  du  tnoistème  ordre  de  la  lônetrâa  ft<fpô»év  u. 

-ÛOiTut  par  là  «pie  l»e  é^uatioos  gui  ^priment  les  relouons  dts.eo^^ 
cieua  dij^rantieù  «Tiwf  ^^fieail»!»  iti^ticite-  donnée  par  une  éqt^tiaB  entrer 
deu^ovarialilest  se  déduisent  les  unes  des  autres  ,  pai' des  di0arentiati«as  sufi^ 
eessives,.  en  traitant  chacun  de  ces  coefficiens  comme  une  nauveUè  varieAte.- 

'iJS.  Cette  profMmtlon,  suffisammenl  prowrtîe  pa:  l)».tnarcb«>  dtocal— 
càl,  dans  le»  cas  pwticulrèrs  que-  nous  venons  d'éxaAtnier,  tfest  q«« 
L'mdicàtïon  du  résnttat  qne  Ttm  obtient  en  fifférenljairt  tonte-  ft>n«l4«a- 
composée  cf  nn  nombre-  qoelconqae  d'autres  fonctions  dépendantes  it»  ^  - 
nf^e  Tanable.  En  eSèt^  si,  dans  te  n*  Sg  ,  on  suppose  que  l'es  quai>* 
tités^,  z,  ty  etc.  dépendent  de  la  TarnJ^le  «,  at  qae^  l'on  suftstiltiv- 
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aux  accroissemens  kj  ft,  l,  g,  etc.  des  expressions  de  la  formt 

dx,'  pàz  +  etc.,    ^dx  +  etc.,    rdj:  H-  etc., 

l'ensemble . des  termes  qni  ne-  contiendront  dr  qn'à  la  première  pois* 
sance>  se  composera  des  termes  où  les  accroissemens  h,  k,  l,  gy  etc. 
ne  passeront  pas  le  premier  degré  et  ne  se  multiplieront  pas  entre  eux; 
on  aura  donc  encore 

da=^dx+aJ/'d*  +  a^9AF+5^rdx  +  etc.; 
ou  bien 

en  remplaçant  pàx^  ydr,  Mr,  etc.  par  les  différentielles  Ajr,  As,  d/,  etc, 
que  ces  quantités  représentent. 

U  suit  de  là  que  la  différentielle  de  la  fonction  proposée  est  la  somme 
des  différentielUs  partielles  relatives  à  chacune  des  fonctions  particidièret 
dont  elle  estformèet  de  même  <juesi  ces  fonctions  étaient  des  variables , 
indépendantes. 

La  règle  du  n*  9  n'est  qu'qn  cas  particulier  de  cet  énoncé;  car  si  on  &it 

u  =  xyzt  etc. , 
il'  viendra 

du  ss  jstdr  +  xstS^  -f-  xf /ds  -f-  xjriAi-{*e,\c: 

44*  Le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  étant  refTésenté  S 
l'ordinaire  pv  ^  >  s>  différentieUe  sera  -^,  puisque  do:,  tenant  ici  U . 
place  de  l'accroissement  arbitrure  A,  doit  être  regardé  comme  iar»- 
riable.  Par  la  même  raison,  la  différentielle  du  coefficient  du  secoitd 
ordre  3^  sera  ^,  et  ainsi  des  autres.  Il  faudra  donc  considérer  les 

quantités  x,  y,  àj ,  dy ,  à?jr  ,  etc.  comme  autant  de  variables  parti- 
cutîèree,  différentier  l'équation  qui  les  contient  par  rapport  à' chacune 
d'elles,  et  prendre  la  somme  des  résultats  partiels  (4^).  Les  exemples 
fii;ivans  achèveront  d'éclaircîr  ces  règles ,  et  feront  connaître  la  nature 
des  équations  différentielles >  On  appelle  ainsi  toute  éqnation  qui  renferme  , 
des  différentieUes  ou  des  coeffîcîens  différentiels;  et  je  nommerai  éaiM" 
tiio/fs  prftmtiyes  ceUcB  ^  n'en  coutieanent  point. 
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■  4^.  Sôîtl'^qttation^— a/arj'-f-a!» — a*=:oi  en  di^'rentiant  le  pre-* 
toier  membre  par  rapport  k^  et  par  rapport  à  x,  ou  trouve 

aydy  —  2mxê^  —  ^myàx  +  oxdr  s=  o  j 
on 

(jt^mx)itjr^~(m}r~-x)àx  =o, 

en  supprimant  le  facteur  commun  a.  Si  on  regarde^  comme  une  fonc- 
tion de  Xf  ou  anra,  ponr  rcxpresnon  de  sa  différentieUe , 

-*  y—nuB     ' 

«t  le  eoeffident  diAerentiel  sera 

;  On  peut  ebasser  y  de  l'ui^  et  de  l'autre  de  ces  résultats,  k  l'aide  do- 
l'équation  proposée;  car  en  la  résolvant  on  a  j-îsanjcis  Va*— jr^-J-m'a:* j 
snlistîtuant  ces  valeurs  dans  l'eipression  de  if,  il  viendra 

4r=f""-^'"'f='"^  ''"-^+'"'"'}dx=^,d«fcf ,  -^+"'^    )dr. 

'  On  voit  ûsément  que  les  deux  valeurs  de  d^  qu'on  tirerait  de  U>  Sont 
les  dîfiérentielles  respectives  des  valeurs  de^  contenues  dans 

fssTnxdzy/i-*  —  J^-^m*j*. 

.  Sif  auUeti  de  résoudre  l'équatioB  proposée  pour  en  tirer  la  valeur: 
de  ^ ,  on  avait  éliminé  cette  variable  entre  les  deux  équations 

jr*  —  imxjr  4-  a:*  —  A*  =  o  j 
(jr  —  mx)  c^  —  (my  — x)  dx  =  o  , 

On  «orait  en  d'abord,  en  vertu  de  U  seconde , 

"~    dy—nida:    * 
«obsUtoant  dans  la  première,  il  serait  venu,  après  les  réductions, 
(«■•4t^n^x*)d^— {anix*--armi^--j/R'x*)dxdr4^x*— /*^];^--^in*J.dx^^ 

1*  35 
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Ëette  denière  équation  éUot  résolue  par  rtpport  à  d;',  dODOdrail  le» 
valeurs  trouTces  ci-deHo».  Oa  ea  pourrait  tirw  ausû  immédî«(«n(kenl 
le  coefficient  différenUel,  il  suffirait  pour  cela  de  la  diviser  par  dx'j  oa 
aurait  alors 

(x'— a»— 9)'^:')  H^^  — (am**— anw»— amV)  ^+  jc»— m***— ««m*  =:  o  ; 

en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dîfi^eotîel>  exprimée 
par  3^j  il  viendra 

46.  n  est  &cile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  des  exemples  plus 
compliqués,  on  dans  lesquels  les  variables  monteraient  iinn  degré  [Jus 
élevé.  Soppoaons  qu'on  ait  ^  —  Saxjr  •^x'as^f  k  dîfférviktiation 
donoers 

et  par  conséquent  £  =^^£^- 

La  fonction^,  dans  cet  exemple,  étant  donnée  far  nne  équation 
dn  irotsiime  degré,  doit  «voir  (vus  dateurs;  et  «a  la*  sobatitwat  soc- 
cessivement  dans  rexpression  de  ^,  on-  obtiendra  nn  pareH  -nombre, 
de  valeurs  pour  le  coefficient  différentieL  On  Toit  en  général  que  ce 
coefficient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  égal  à  celui  ^nt  la 
Aoction^  est  snKepiible  dans  TéquiioB  proposée  :  À  en  sera  ds-mème 
ï  l'égard  d«  la  ^ia;^>c«tictte. 

Si  on  éliminait  j  entre  les  deux  équations 

/»— S«wty  +  x»=so, 
T'dr  —  «rdr  —  «r^  +  *'dj:  =  o  , 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  l 
d;^ ,  qui  renfermerait  les  trois  valeurs  dont  cette  dîiTéreutielle  est  sus- 
t:eptible. 

49'  j^pûA  b««Té  r«xpi«sswn  de  ^  «n  celle  de^,oopwvi«i^ 
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eta  différentiattt  cle  BoaTeAn ,  à  lieÙes  de  dy  et  de  ^.  Nous  nous  ser- 
virons encote  de  l'équation^'— 5arj'+*'=o...(u)  pour  feire  en- 
teadre  ce  que  nous  avons  ht  dire  sur  ce  sujet. 

La  differentiefte  première  de  cette  ëqaation  étant ,  comiiM  oA  l'a  va  , 
plus   haut ,  ' 

J'^  —  axàj  ~~tt)rAa:-\'a^àx  =o....(du), 

pour  passer  à  la  diffëréntielle  seconde,  il  &at,  d'après  la  r^gle  établie 
n*  4a,  difiërentier  par  rapport  k  à^,  à  ^  et  à  x.  En  opérant  ainsi , 
on  aura 

J'ày  H-  V^àj^  —  axày  —  od^-dr  -«■«dicd/'  +'axdar*  sa  o, 

et  en  réduisant  U  viendra 

■(^'— a;x)d^+  ^df'  —  aodxt^  +  axdx»  =  o...*(d*«).- 

Telle  est  la  différentieUs  secOode'  de  réqaatioa  proposée  :   si  on  Ja 
combioe  avec  la  différentielle  première,  on  pourra  éUmtner  d^,  et  le 
résultat  donnera  l'exprcësion  de  d^  en  Xyàx  et^.  On  chassera,  si  on 
vent,  la  fonction  ^,aa  moyen  de  l'équation  proposée. 
En  divisant  l'équation  (d*u)  par  dx',  elle  prend  la  forme. 

et  n*  Kàewfiie  pliM  qiié  ist  «stitcMfts  diffîreniûli'  3^  et  ^.  HaUint' 
an  liea  de  h^  «a  ^eur  %~ — >  tirée  de  (du),  il  viendra 

et  £n  réduisant  au  même  dénominateur , 

mais  la  quantité  ^xjr*  ^  6(tx^*  -f-  ni^fy ,  n'est  autre  chose  vqoé 
^^^  (y  **^  ^**^  4*  ^  )  :  «11*  «•*  àoaa  '  Anlle  en  vertu  de  Véqnb- 
rïonpfoposée,  et  par  conséquent  on  a  {y'.~r-ax^  ^-^^^^^^^j^^k' 

^^— ,.e°'^.., . 

a?  (y  —  axy 
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El»  dîfiKrenliant  (d*u)  par  rapport  à  ày^^jj^  et  x,  oq  formenl»^ 
différentielle  troisième  (d'u),  et  on  en  tirera  la  valeur  de  d^,  lors» 
qu'on  aura  éliminé  dy  et  d;'»  à  l'aide  des  équations  (du)  et  (d'à)  ;  di- 

visant  le  résultat  par  d^:*,  on  aura  l'expression  du  coefficient  ^^    £a 
contiQuant  ainsi  on  parviendra  aux  différentielles  nltérienres. 

.  48*  Quelle  que  soit-  l'équation  n^  0,  sa  différentielle  première  sera 

du  1      ,  du  * 
et  par  conséquent  de  la  forme 

la  diffét^ntleltc'  seconde,  prise  par  rapport  kx,jr  et  d^,  et  en  obser* 
vaut  que  jt^t  j-  ne  contiennent  point  d^i  'Wn 

on  de  la  forme 

Pâx'-h  çd*dr+iïdr^+  ivatr— oî 

la  diflërentidie  troisième,  prise  en'  différentûnt  par  ivpport'fc  ^f'X'g-' 
Ajr  et  d^,  sera 

on  de  la  forme 

,  .sdx»+rdjc»d;'-f^irdj^+^dr'JJ^jdy  +  iird>-=so> 

et  MoM  de  snite. 

Toutes  ces^  équations  sont  homogènes  à  l'égard  des  différentielles  de  jr 
et  des  puissances  de  dx,  en  comparant  d^-à  dx,''d^àdr*,  d^à  dr",  etc.j 
par  conséquent  si  on  les  divise  respectivement  par  dx,  dr",  dr*,  etc., 
on  anra  les  reUtions  qui  existent  entre  les  coefficîeAS  différentiels ,  «( 
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U  viendra  alors 


4g>  La  remarqae  qne  noas  STOns  iâîte  (8)  nir  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  dîfférentiadon  des  fonctioDS  ,  s'applique  égale* 
ment  aux  équations.  Si  on  avait,  par  exemple ^  j':=ax -{-b^  la  dif- 
ierentielle  ^}r^gr=s  odx  étant  indépendante  de  .&,  appartiendrait  à  cha- 
cune des  équations  particulières  qui  résMltent  de  la  proposée ,  en  don-- 
nant  à  b  toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir,  dans  le  cas  actuel,  !i  tme  éqnation  îq' 
dépendante  de  a,  quoique  la  di£fe'rentiatioQ  n'ait  pas  &it  disparaître  cette, 
<;onstante;  il  suffit  pour  cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

7'=ar  +  J,        37d7  =  «it, 
et  on  trouvera 

'y^&x  :=  ^orjréj  -f-  ^àx. 

Quoique  cette  d^nière'  éqnafi<»i  ne  soit  pas  la  difierentielle  immédirii*- 
de  la  proposée  ,  elle  en  dérive  cependant  -de  manière  qu'étant  divisé^ 
par  dr,  elle  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  jr,Iii' 

fonction^  et  le  coefficient^,  qpel  qne  soit  tf .      .; 

Si  U  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  an  prenûer  dpgré  dim»  l'équi^* 
tion  proposée,  le  résultat  qu'on  obtiendra  renfermera  des  puissances' 
de  d;'  et  de  dx  supérieures  &  la  première.  Prenons  pour  exemplf 
jr*  _  sajf  *f-  ;c*  :=:  a*;  en  différentiant  on  trouvera 


•  ^d^— adj''+-xdr  :=:o,       d^où       /i="^^ j, 

ians  la  proposée,  il  viendra,  après  avoir 
I  divisé  par  dx* , 


et  substituant  dians  la  proposée,  il  viendra,  après  avoir  ordonné   par' 
rapport  à  d^   et  divisé  par  dx* , 
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telle  e$t  U  relation  qai  doit  exister  entre  la  variable  jr,  U  ftWCtîottj^' 
et  son  coeflïcient  différentiel  ^^  indépendamment  d'aucune  valeur  par- 
ticulière de  la  constante  a. 

En  résolvant  l'équation _7-»—3«y  +  x^ss<i',  par  rapport  k  a,  on 
en  aurait  lire  _ 

aes-^j'ïkVy  +  a:', 

et  a  étant  alors  dégagé  des  variables  x  et  / ,  I*  différéntiation  seule 
l'aurait  £ait  disparaître  ;  on  aurait  eu 

•^  t/ay'  +  x- 

En  fidsatit  ^vattouir  le  radiiïal,  *m  ê'aaitttetà  qtie  cette  équatioii  est  la' 
métaé  que  celle  ([ati  nmis  arofis  obtenue  par  l'éliminalion. 

So.  On  peut  fkire  disparaître  autant  de  consumes  qu'an  voudra  ^  en 
diffïrehtiant  un  nombre  de  fois  égal  à  celui  de  cas  constantes.  Soit 
,^-*5=;m(«*— -x');   <Jn  âuTâ  d'abord /df  =;-»- rttrdjc ;  diflërentiant  de 
aoQTeau>  on  trouvera 

jdy  -^  4(^  -f-  màx*  sae  o  î 

stibstitunt  p*ar  m  ta  valeur  'Tjv^  tiré*  âa  la  différoBtleUe  prantire  , 
et. divisant  par  dx",  il  viendra 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

Dans  les  differentiations  successives,  il  arrive  quelquefois  qde  la  va- 
riable qu'on  regarde  comme  indépendante,  disparaît  entièrement  de 
l'équation  proposée.  En  effet,  sî  cette  équation  était  de 'la  forme 
y^uix-^è,  Kdéèigtiant  une  fonction  dej*  seul,  on  aurait  dK^radr, 
et  à  cause  que  cLt  est  invariable,  la  différentielle  seconde  se  rédui- 
rait à  d*l^=o.  L'équation  Jrs=  oz*  +  ^^  H~  ^  étant  différentiée  trois^ 
fois  de  suite,  donnera 

dK  =  saxdx  +  bdx , 

d*r  =  o. 
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^  pottMfrikH  ces  çoiuùlérations  aussi  loia  qu'on  Toukut,  s«r  ^g 
ëqaatioas  de  la  forme  pre'ce'dente. 

5i.  Oq  peotans«i,  par  des diûëreptûUons  répétées ,  Êùjpe  disparaîtra 
les  fonctions  irralionnelles  et  les  fimclions  traoscendautes  qui  seraient 
Contenues  dans  une  ^qoatîon. 

Soit  d'abord Fe'qualion  /=  (a'+x*)';  si  on  en  prend  U  diffiïren- 
tielle ,  on  trouvera 

et  en  mettant  pour  («»  +  *•_}"  sa  TaUnr^,  il  viendra 

résultat  dans  lequel  Tirrationnelle  (a*+x*)^  ne  se  trouTe  plus. 

fil  rëqaatiôtt  propow^e  venfennait  ua  plus  grand  wmdtra  de  foae- 
tions  irrationnelles,  on  les  ferait  dî^Mnrfta»  égal«sient  «n diférenti^iC 
plusieors  fois  de  suite.  Ce  procédé  est  fonde'  sur  ce  qtie  les  irration- 
mette*  controws  dws  un»  tffwtipn  se  retnmrwt  4ins  »ef  itf ITémn- 
IH&»,  mw  à  dwpM>Ntac««  snoinAvv  d'«ne,  da  dew  9«  4e  troi* 
uwtM ,  etc. ,  «t  q»e  ftir  «(tnséqnent  on  {mma  les  trvtçr  eomne  des  in-* 
coBtt»»  parUeulièn»  et  l»  «tûôîQer,  Jpn»ju*on  a  obtenu  wa  nonbre 
d'MpiaitiM» snfisaBL  S«oaefWt,  piH-«wnapl«,  P--^aQ-ss:i,  Pet  <^ 
élHBt  des  ibndiasi»  îmfMmeUes  de  x  tt  4e  ^^  on  ^msTHrait,  CQ  diffé- 
«■tient  êâmx  •  fcig  , 

mp— dP+naÇ— dÇ^P, 

m(m— i;i*^'di''4-mP^'d'PH-n(«--i)oÇ^dÇ*4.n(iÇ^'d'Ç=û(*); 

«n  mettant  ces  éqoations  sons  la  forme  suivante  : 

(*)  n  ut  Mdflnt  qu'en  ^jhÀTal  dP  «t  dÇ  doivent  contenir  x,'y,  dx  et  ây}  tt 
fant  donc  le>  traiter  comme  de  aonvelles  fonctions  de  ce*  quantités,  cl  par  eoué' 
qiwt  UftdifiïieDtier  k  lem  toor. 
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et  en  les  eombinaiit  avec  la  proposée;  fl  sera  ÊicUe  d'éliminer  P^  et  (^, 

53.  A  l'égard  des  fsnctioDS  transcendantes ,  il  y  en  a  que  la  diffé- 
rentiatioQ  fait  disparaître  immédiatement;  l'éqnation  1  P  — lQ-f-A=so, 

par  exemple,  étant  différentîée ,  donne  sur-le-champ,  -p— — -^-t-dHss» 

(i5),  et  se  trouve  par  consé<pient  délivrée  de  transcendantes. 

En  général  cliaque  différentiation  fera  disparaître  une  transcendante, 
soit  immédiatement,  soit  en  ayant  recours  à  l'élimination. 

Supposons  qu'on  ait  iï  sln  P  +  e  cos  P  =  a*  ;  en  difierentiant  il 
vien(L«  (i4»  i5) 

iidP  cosP  +  diïsinP+e^dÇcosi'  —  ff^dPsinPs  o  ; 


mais  on  ponrra  chasser  cosP  annif^en  de  sa  valeur  Vi— sinP*,  et 
on  éliminera  ensuite  sin  P.  Le  résultat  qu'on  obtiendra  ne  renfermera 
plus  que  la  transcendante  e  ;  «t  «D  diffifrentiant  de  nouveau,  on  ftni 
dispanltre  celle-ci  comme  l'autre. 

5S.  On  a  tu  par  ce  qui  précède,  comment  nne  équation  différen-* 
tielle  pouvait  répondre  ii  une  infinité  d'équations  [wimitives;  l'inverae 
a  lieu  également,  et  il  existe  aussi  une  infinité  d'équations  différent 
tîeUes  à  chacune  desquelles  la  même  équation  primitive  peut  satis£ùre* 
^  effet,  si  On  conçoit  que  l'équation  quelconque  w=o  soit  résolue  par 
rapport  ii  ^ ,  et  que  la  valeur  de  ^  et  la  différentîeUe  de  cette  valenr 
soient  substituées  dans  du;=o,  cette  dernière  équation  deviendra  iden» 
tique;  le  produit  Jlfdu  sera  donc  égal  à  zéro,  quel  que  soit  le  &ctenr 
M,  et  on  aura  la  nouvelle  équation  MAu  =  o.  On  voit  encore  par  là  que 
l'équation  JUdu-^'APu^o  ne  serait  qu'une  conséquence  de  la  proposée; 
qu'on  aurait  de  même;  Mà'u-\'M'^-^Jii'u's=o,  et  ainsi  de  suite» 
quels  que  fussent  les  &cteurs  Jf ,  ilT,  jlf ,  etc.  J'observerai  cependant 
que  dans  le  Calcul  différentiel  on  ne  rencontre  jamais  que  des  expres- 
sions homogènes  par  rapporta  dx,  ^,  d*x,  dy,  etc.  (4^),  d'où  il 
suit  que  sî  le  facteur  M  ne  contient  point  de  différentielles,  le.  Imc- 
teur  M'  sera  nécessairement  du  premier  ordre,  le  &cteur  JT  du  m« 
«ond^  etc* 

54.  Lorsque  l'on  a  tm  nombre  d'équations  moindre  d'une  tmSté  que 
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-celui  des  variables  qu'elles  contiennent  «  il  y  a  toujonrs  une  de  ces 
'Variables  que  l'on  peut  regarder  comme  indépendante  et  dont  toutes  les 
autres  sont  des  fonctions  implicites.  Soient 


dieux  équations  quelconques  entre  trois  variables  /,  x^Xi  on  pourra; 
par  leur  moyen,  déterminer  la  valeur  de  deux  quelconques  de  ces  va- 
riables, en  prenant  arbitrairement  celle  de  la  troisième.  Si  on  suppose' 
donc  que  la  variable  inde'pendante  t  devienne  'H~^>  ^s  deux:  autres 
x,j'  éprouveront  des  cbangemens  tels  qu'en  les  désignant  par  k  et  par  k, 
il  y  aura  entre  les  trois  quantités  t-i-g^  ic+A,  J'-^/c,  les  mêmes  re-. 
latioQS  qu'entre  ï,  ^yX-  Substituant  ï-f-g',  j:+A,^H-A  dans  les  fonc- 
tions u  et  f,  et  développant,  on  aura  les  équations 

4-  etc.  3  +  etc.  5 

dans  lesquelles  on  pourra  supprimer  les  quantités  u  et  c,  déjà  nulles  en 
vertu  des  valeurs  primitives  t,  x,  jr  ;  mais  lorsqu'on  regarde  x  et  j* 
comme  des  ibnctions  de  <,  on  a 


Mettant  donc  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus  ,  puis  ordonnant 
le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  l'accroissement  arbitraire  g-, 
et  raisonnant  comme  dans  le  n*  43>  ou  formera  les  équations  qui 
doivent  déterminer  les  fonctions 

^     *£      etc         ^     ^       etc. 
37  >    de»    etc..      ^,    j^. ,     eu:. 

-  Si  l'on.  se. borne  aux  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  g^ 
il  viendra  seulement 

'du  V  du  dfl:j_d«^^ "  iv  ,  dv  dj  ■  df  dy 

équations  qui  ne  sont  autre  cbgse  que  les  différentielles  des  fonctions 
ti  et  Vf  égalées  à  zéro  '  et  diviséespar  dt. 

Pour  parvenir  aux  équations  d'où  dépendent  les  coefiiciens  différen- 
I.  a6 
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tieb  âea  ordres  supérieurs  au  premier,  il  suffira,  d'aj^ès  des  Considé- 

rations  analogues  à  celles  des  0°*  4^  et  44>  de  différentiel  d'abord  les 

ëqnations  précédentes,  en  y  regardant  ^>  ^  comme  de  nouvelles 
fonctions  implicites  de  t,  ce  qui  introduira  les  coefficiens  -y^  >-  ^f 
pois  de  différentier  les  nouvelles  e'qnatioos,  en' j  âdsant  varier  simni- 
tanément  les  coeffîciens  différentiels  du  premier  et  du,  second  ordre, 
et  ainsi    de  suite. 

U  est  aise   de  gniéraliser  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  d'en  cmidore 
pour  un  nombre  quelconque  m  d'équations, 

u  ^  Oj      c=:^o,      tv  =  o,  etc.  , 

renfermant  m-\-i  variables  £,  x,^,  z,  etc.,  que  les  coefficiens  difle* 
rentiels  du  premier  ordre  des  variables  x,  ^  ,  z ,  etc. ,  seront  déter- 
minés par  les  différentielles  premières  des  fonctions  u,  f ,  ff,  etc., 
égalées  à  zéro  et  divisées  par  dt;  que  les  coefficiens  différentiels-  du 
second  ordre  le  seront  par  les  différentielles  secondes  des  mêmes  iÎHic- 
tions,  prises  en  faisant  varier  dans  la  différentielle  première,  les  quan- 
tités 7^,  ^ ,  37}  etc.,  et  ainsi  de  suite. 

55.  Donnons  maintenuit  an  exemple  :  soient  les  équations 

y  +  Satx  =  4c*  , 
«*  4-  5c{r  =<!'*; 
eu  les  différentiant  on  obtiendra 


J^à^  +  «ïdx  +  axdt  = 
j^4r+  ctdf  -f-  çj'dt 


=  '')         ^^^+«|  +  er  =  o, 


ces  dernières  donneront  les  valeurs  de  ^  et  ^,   en    r,  x  et  ^  ;  ou 
pourra  ensuite  chasser  x  etj-  an  moyen  des  proposées. 

Différentiant  de  nouveau  ,  pour  obtenir  les  relations  entre  les  coeffi- 
-ciens  du  second  ordre ,  il  viendra ,  en  regardant  dt  comme  constant , 
puisque  t  est  la  variable  indépendante, 

j*dy  -f-  a^d^  +  ald*x  -f-  aad'dx  =  0, 
«•d*jr4-  3xdK*4-  ctày  +  acâtdj  =0, 
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.et  en  dmsant  par  df*,  on  atm 

é<{aatioas  qui  servironl  à  déterminer  -g^  et  ^ 

56.  Le  genre  d'équations  difierentielles  qui  nous  occupa  nuinterutftt 
est  susceptible  de  remarques  analogues  à  celles  des  n*^  49 — ^*  ^^ 
yoit  d'abord  qn'en  combinant  les  équations  u:^o,  »'^o,  avec  leurs 
difiëreotielles  du==:o,  di'  =  o,  on  pourra  éliminer  troisdes  quantités 
qu'elles  renferment,  soit  constantes,  soit  rariables.  Ainsi,  dans  l'exemple 
ci-dessus,  on  aurait  pu  chasser  les  coûtantes  «,  £,  c,  «t  obtenir  nue 
relation  unique  entre  t,  A,  ^  et  les  coeffidens  différentiels  -n- ,  ^^  io* 
dépendamment  des  quantités  éliminées. 

En  joignant  aux  équations  précédentes  les  deux  différentielles  secondes 
des  proposées,  on  aura  six  équations  entre  lesquelles  on  pourra  par 
conséquent  éliminer  cinq  des  quantités  qu'elles  renferment,  et  ainsi 
de  suite. 

£7.  Dans  une  équation  à  deux  yariables  x  et  y,  on  peut  prendre  dd' 
celle  qu'on  voudra  pour  fonction  de  l'autre.  Jusqu'ici  nous  avons  coa-^^^ 
sidéré^  comme  une  fonction  de  x;  renversons  maintenant  la  question  in  àpui 
et  regardons  x  comiDe  une  fonction  de  j^.  La  difTérenUeU*  de  l'équation 
u=:o  étant  représentée  de  même  que  dans  le  n'  48 ,  par  Afdr+iV<^c=«, 
on  eil  tirera  toujours,  en  divisant  par  <^,  AT 3-  -l-iV=:0î  mais  alors 
^  exprimera  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  «,  et  sa  valeur 
sera  l'inverse  de  celle  du  coefficient  ^,  relatif  à  l'hypothèse  de^  fonc- 
tion de  X.  Il  suit  de  là  que  l'on  peut  prendre  indifféremment  la  première 
ou  la  seconde  des  deux  quantités  dj;  et  d^,  pour  un  accroissement  ind^ 
pendant,  et  l'autre  pour  une  différentielle  :  par  la  première  hypothèse  on 
'  considère^  comme  fonction  de  x,  et  par  la  seconde,  x  comme  fonction 
dej. 

58.  Ced  nous  offre  le  moyen  de   tirer  dc$  équations  différentielles 
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obtenues  dans  le  n°  ï5,  entre  l'arc  de  cercle  elles  diverses lî^es  tii^ 
gonométriques ,  l'expression  de  la  difierentielle  de  cet  arc,  en  fonctioo 
de  chaque  ligne  trigonomëtrique  et  de  son  accroissemeat. 
L'équatioD 

d.stnx=  dxcosx 
donne  d'abord 

,      __  d.sinj:__2^      â.sinx 

et  si  l'on  yjfait  sina;=:/,  il  en  résultera 

L  équation 

d  .cosx  =:  —  dr  ûxix 

conduirait  de  même  à 

^_  dy 

en  faisant  cosx  =^X'>  ^^  *^^  '^  transformerait  par  le  sinus  verse  >  en  jr 
posant _^  =  I  —  a  ,  puisque  sin.  ver.  x^  i  ^cosx;*  il  Tiendraifalor» 


dx  = 


V/ai  —  ï. 


Farréqoation  d.taagx  =  — —^  on  a 

dr  =  cosx*d.tangx; 
et  en  observant  que 

cos  X  =  -7 —  s=  — .■    ■        —  ; 

•éca:         j/i+tangx'' 

.on  en  déduit 

j^  _    d.tangj     _da_ 

""  i+tangj;»—  i+ï'» 

■  si,  pour  abréger,  on  fait  tangx=:2. 

Avec  ces  formules  on  peut  diflférentier  une  fonction  quelconque  d'an 
'arc  de  cercle  et  de  ses  lignes  trigonométriqnês. 
Soit,  pour  exemple, 

X  i^  arc(sin  =  3av/7^^), 
expression  par  laquelle  on  indique   l'arc  de  cercle    dont  le  sinus   esl 
au  v'i— u*,  u  étant  la  variable  indépendante.  On  fera  d'abord 


dr  = 


adu(i  — au*)  _ 


V^TI^ 
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et  comme  dx s=  —:^'.. ,  il  viendra 


5g.*  Si  réqoation  ilfdx-4-i^^=s=o  est  également  la  difierentlelle  de 
la  proposée,  soit  qu'on  regarde^  comme  fonction  de  a:,  ou  x  comme 
fonctîoa  de  j',  parce  que  pour  y  arriver  on  a  opéré"  de  la  même 
manière  par  rapport  à  chacune  de  ces  quantités  ,  il  n'en  est  pas  de  même 
à  l'égard  de  la  dififérentielle  seconde.  Lorsqu'on  regarde  x  comme  dé- 
pendant de^,  alors  il  feut  différentier  Mdx-}-  ^djr  =  o  par  rapport  i 
j-f  X  et  dx,  et  on  peut  traiter  ^  comme. un  accroissement  arbitraire 
et  constant,  puisqu'il  appartient  k  une  varial>le  indépendante.  £n  opé- 
rant ainsi,  on  trouve  on  résultat  de  la  forme  ''      . 

Afd'x  H- Pdc' 4- Çdrd;- +  iîdr»  =  o , 

ou,  en  divisant  par  d^*, 

iéqaation  qui  exprimé  la  relation  des.  coeffietens  lUfférentiels  t^  et 
^  de  la  fonction  x.  Si  on  la  compare  avec  sa  correspondante  dans  le 

n*  4^ ,  on  verra  que  les  trois  derniers  termes  de  l'une  sont  les  mêmes 
que  les  trois  premiers  de  l'autre,  et  que  la  différence  ne  consiste  que 
dans  les  termes  jlfd'.r  et  Ndy,  dont  le  premier  est  particulier  à  l'by- 
pothèse  de  x  fonction  de^,  et  le  second  à  celle  dej*  fonction  de  x.' 
Les  quantités  M  et  iV  ne  se  trouvent  à-la-&is  que  dans  la  différentielle 
première;  et  par  conséquent  si  on  ne  connaissait  pas  cette  différen- 
tielle, et'  qu'on  n'eût  sous  les  yeux  qu'une  des  différentielles  secondes , 
celle  qui  est  relative  à^,  par  exemple,  il  semble  qu'on  ne  poiu'raitpas 
en  déduire  l'autre,  puisque  rien  n'indiquerait  le  terme  qui  devrait  rem- 
placer Ndy  ;  mais  on  lèvera  cette  difficulté  en  faisant  usage  de  la  re- 
lation qui  existe  entre  les  coefficiens  différentiels  pris  dans  l'une  des 
hypothèses ,  et  leurs  correspondans  dans  l'autre. 

Nommant  /?,  y,  r,  etc.  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  j-. 
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et  p',  tfy  t'i  etc.  ceux  de  la  fbnctioa  x,  notis  aurons  (4  et  ai) 
ijr  =  pix  )        f  dJir  s=  yd;- 


etc.  )       (  etc. 

Séjii  pou/  le  piemier  ordre  lUms  aTOns  trouT^ 

M- 

M|  +  iV=o< 
II  suit  de  U  qae 


Mau  puisqae  p  est  implicitement  mie  fixictioa  'Aa  x,  p'  ten.  team. 

une  fonction  de  Xj  on  aura  donc  t^'=d.-  =  — ^;    mettant    pour 

^'  et  d^  leurs  valeurs,  prises  dans  les  équations  précédentes  ,  il  riendra 

y Çdx 

Y  -/-  —  — 

d'oit  on  tirera 


?'*■=- V' 


1—       p'i}—       ?» 

a  cause  de  ^  ==  -  ;  on  aura  donc  l'expression  de  />  lorsque  celles 

de  />  et  de  9  seront  connues  ;  et  il  en  résultera  aussi  ç=  —  q'f^.  Sul)st»i 
tuant  cette  valeur  dans  la  3*  équation  de  la  pag.  197,  qui  relent  à 

P  +  Qp  +  Kp'+'yi  =  o, 
on  en  déduira 

■P  +  *3p  +  Bp'—Nqy^o, 

remettant  -^  au  lien  de  p,  j^  an  lieu  de  ^ ' ,  on  trourera 

et  en  multipliaat  par  dx%  on  obtiendra 

Pâx*  H-  Çdrd^  +  iîd^'  — JV^d'x  =  o:' 
cette  équation  est  équivalente  à 
'■  Md'x  +  Pdx'  4.  Çdxd^T-  +  Rdj*  =  • ,     . 
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comme  on  peut  s'.enawnrer  en  chassant  Ifdj^  à  l'aide  de  Màx-^-N^i^o. 

L'équation  y'=  — ^,  nous  donnera  d/=—d.^,  puisque  p,  q 

et  par  conséquent  p',  sont  des  fonctions  in^licites  de  x.  En  effectuant  la 
dîffëieutialion  indiquée  dans  le  second  membre ,  et  mettant  an  lieu  d^ 
d/j  dpf  Aq,  leurs  valeurs  rAj,  tjàxy  rdr,  on  trouvera 

''— ^- 

Cette  marche  est  fecile  à  continuer  pour  les  ordres  supérieurs,  .et  on 
verra  peut-être  avec  plaisir  comment  on  peut  arriver  aux  mêmes  ré- 
sultats, en  partant  des  développemens  dont  les  coefficiens  p  y  q ,  etc.  , 
p\  q'y  etc.  tirent  leur  origine. 

60.  n  suit  de  la  liaison  qui  existe  entre  les  valeurs  de;r  et  de^,  que 
lorsque  x  prend  un  accroissement  h^y  éprouve  un  changement  k  re- 
présenté par  la  série  ^  +  f-^  -h  -^^  g  -h  etc.;  par  la  même  raison  j 
àvHeaanXy-^kf  x  éprouvera  un  changement  représenté  par 


?+?^+^+-; 

on  anm  donc 

t=é  +  3»l  +  ^  +  «c. 

'*-^  +  ft-*-T^  +  ''- 

félon  qu'on  voudra  développer  par  rapport  à  A:  ou  par  rapport  It  &  ; 
mais  en  faisant  usage  de  la  méthode  du  retour  des  suites  (Itarod.  ^)f 
on  déduira  de  la  première  série  une  valeur  de  h  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  £,  et  il  viendra 

*  =  1  *  _  2±.  +  ËSlriff-iL  +  etc. 

Comparant  ce  résultat  avec  la  seconde  série ,  on  aura 
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.  Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouTera  tons  les  coeflScîens  différen- 
tiels relatifs  à  x,  lorsque  l'on  connaîtra  ceux  àejr;  el  on  pourra  trans- 
former une  équation  différentielle  formée  en  regardant  y  comme  une 
fonction  de  x ,  en  une  autre  où  x  soit  regardé  comme  une  foncliolli 
dey,  et  réciproquement. 

6i.  Les  calculs  précédens  peuvent  aussi  s'effectuer  immédiatement 
avec  la  notation  différentielle ,  en  partant  de  l'équation 


et  en  la  différentiant  avec  l'attention    de  regarder  dans   le  premier 
membre  d^  comme  constant,  et  dx  dans -le  second.  Ou  trouve  ainsi 

^=-^d(^)=^^y--^^>n, 

etc.  ■   .■   .        i 

et  si  on  tire  de  là  les  valeurs. dé  dy,  d^,-  etc.,  on  aura  les  exprès* 
sions  qu'il  Ëiut  substituer  à  la  place  de  ces  différçntielles,  dans  une 
équation,  ou  dans  une  quantité  oùjr  est  regardé  comme  une  fonction 
de  X ,  pour  la  changer  en  une  autre  oii  a:  soit  regardé  comme  une  ibiu}< 
tion  dey. 
11  viendra 

ày  =  -'^. 

■    AS     — -         àyd^x—5dxàY Sdyd'j:* — drdyd'j: 

■^   "~  dxdy  ""  dx"    ■  • 


6a.  Les  deux  variables  Xjj',  rendues  dépendantes  de  t  par  les  équations 


(*)  Si  on-  a  suÏTi  l'esprit  de  la  aotation  cooTeaue  dans  le  n"  ao ,  on  n'aura  pas 
de  peine  à  comprendre  que  d^*  est  la  même  cbose'que  (d^)%  et  qu'en  général 
ty^  indique  (à'y)"- 
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If = o,  vssso  (54)  ,  sont  liées  implicitement  entre  elles ,  puis^^e  si  l'on 
éliminait  t  entre  ces  équations ,  il  en  résulterait  une  relatiop  entre  x  et 
^seulement;  on  peut  donc  regarder  l'une  de  ces  dernières  comme 
fonction  de  l'autre^ .  et  chercher  en  conséquence  ses  coelliciens  diffé- 
rentiels. Je  vais  montrer  comment,  sans  f^ire  l'élimination  indiquée  , 
on  les  obtient  en  les  exprimant  par  les  coeffictens  -^j  ^,  'SF  *'^>  ^^' 
dans  lesquels  t  est  la  varialile  indépendante.  '' 

Concevons  d'abord  que  cette  élimidation  soit  eSectnée ,  et  qu'au  lieu 
des  équations  proposées  on  en  ait  une  entre  x  et  / ,  et  une  '  autre  entre 
;r  et  t.  Par  ce  méyen,  on  pourra  regarder^  comme  fonction  de  :r ,' 
X  comme  fonction  de  f  ;  et  si  on  désig^ne  par  p,  y,  etc.  les  coeffi-' 
ciens  diflëreutiels  ^ ,  ^ ,  etc.  (ai),  pris  en  regardant  j^  comme  fonc- 
tion de  X,  il  viendra,  d'après  le  n*  11, 

^y  ___  dy  dx  __     dr  dp  __  dp  dr  _ 

w       3*3F'~"'*dr'       dr*~'daî3r" 


ar  ar     _ 

or^et^   étant   considérés    comme  des   fonctions  de  f,  on  aura;^ 
en  diâerentiant  la  fonction  qui  exprime  ;>,  et  divisant  par  Aty 

dp        dt    dt*       5"  d(*  -         ,,   ,  d(  Si*       3t  df 

3F  d? 

Je  ferai  remarquer  d'abord  que  l'on  peut  supprimer  d/  dans  les  ex- 
pressions de  p  et  de  gy  pourvu  que  l'on  se  souvienne  que  les  difleren- 
tialioDs  indiquées  sur  les  lettres  x  et^  se  rapportent  à  la  variable 
indépendante  f;  et  de  cette  manière  on  trouvera  seulement 


dp  >   Af^y\        dxd'y— d_yd'a: 
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Il  est  facile  de  voir  qu'en  opérant  comme  ci-dessus  y  on  obtiendra 

de  même 

éq ,  »    ,r  t    , /dy\-n dj^^— Sdrf'xd'y +  5dyd'j:*  — djdyd'x 

^  =  C=ÊM£.<'Ci^(È)]}' 

et  en  suivant  celte  loi ,  on  exprimera  pour  tel  ordre  qu'on  Voudra ,  par 
les  coetficiens  difierentiek  de  :r  et  de^ ,  pris  rektivepient  à  U  variable  t, 
ceux  de^,  pris  relativement  à  jt,  en  ayant  l'attention  de  fiùre  varier 
simultanément  d;',  dx  et  toutes  leurs  différentielles. 

65.  Les  coefiiciens  dîfiërentiels  -r-,  ^,  -js-j  etc.,  seront  exprimés 
immédiatement  en  x  et^,  toutes  les  fois  que  les  éqoations  proposées  se- 
ront de  la  forme 

Jî'(x,j)  =  r,       J'(x,/)  =  i, 
puisque  leurs  différentielles  premières  étant  de  la  forme 
Max  +  iV^dr  =  àt ,      M'àx  +  If'Ay  =  ai, 

où  Mf  Nj  M'j  N'  ne  contiennent  que  j:  et^,  donneront  gr,  ?^. 
indépendamment  de  (. 

Si  on  différeutie  les  dernières  équations  ci-dessus,  ^vec  l'attention 
d'y  faire  varier  en  même  temps  dx  et  d;*,  et  de  regarder  Ai  comme 
constant,  les  résultats  seront  de  la  forme 

i»dx»  +  Çdxdr  -H  Rà^  H-  Afd\r  +  NAy  =  o, 
i^dx'+  Ç'dxd^H-  B!Aj*+  M'à-x+  JV'd'j:^  o, 

et  se  changeront  en 

^w  +  Q^t+^'é  +  ^w  +  ^S-^^O' 

lorsqu'on  les  divisera  par  At*;  il  est  visible  qu'alors  on  en  tirera 
d^r  j    j^ï  «^  fonction  de  Xjj,  -^^   ^>  s*  P*r  conséquent  enionc- 


Digitizedby  VjOOQIC 


DU  CALCUL  DIFFÉRE?îTIEL.  an 

tion  de  x  etde^  seuls,  ce  qui  (kHiaera  pareUlement des  fonctions  de  x 
et  de  y  pour  les  cpefficieas  différentiels  p^  f  j  r,  etc.  relatif  k  x  coa- 
sïdéré  comme  Tariable  indépendaete. 

Il  est  boa  de  remarquer  que  puisqu'on  peut  toujours  chasser  t  de 
l'une  âa&  équations  proposées,  en  la  retranchant  de  l'autre,  la  forme  que  je 
lenr  at  donnée  ci-dessus  leTÎeBt  an  forid  à  prendre 

64.  Ceci  conduit  &  montrer  comment  on  peut  différentier  une  équat 
tien  quelconqne  h.  deux  variables ,  en  ne  prenant  point  pour  TarîaMe 
indépendante  l'une  d'elles,  mais  une  fonction  quelconque  de  toutes  deux, 
et  comment  ou  exprime  par  ce  moyen,  tant  les  coeffidens  difiëreotiels 
relatife  à  cette  dernière  Tariable ,  que  ceux  qui  se  rapportent  à  l'une  ' 
des  premières.'  Le  n'  précédent  fournît  évidemment  pour  cet  objet  la 
règle  suivante. 

Si,  dons  une  étjwaion'W  =  0,  entre  ■%  etj,  on  veut  prendre  pow  va- 
riable indépendante  une  Jonction  quelconque  V  de  1.  et  de  y,  il  Jaat 
■considérer  simultanément  les  équations  V=Oj  U=t,  et  faire  varier  toutes 
les  différentielles  des  deux  variahles  x  et  y:  on  chassera  dx  ou  djj  à  taide 
de  l'éçuation  dU  =  ^t ,  ensuite  c^x  ou  <^j  par  t équation  d''\J^  Oj  ou, 
ce'  qui  revient  au  même,  enjaisknt  dV_  constant;  et  o»  poursuivra  de 
même  pour  les  ordres  plus  élevés. 

De  cette  manière,  cm  ne  laissera  dans  chaque  différentielle  de  l'éqpa- 
tion  proposée ,  que  les  coefEciens  différentiels  d'une  seule  des  fonc- 
tions Xf  y  y  pris  par  rapport  à  la  nooretle  variable  indépendante  f,  et 
exprimés  par  l'autre  fonction. 

Dans  Tusage  que  l'on  fait  de  cette  transformation,  on  ne  connaît  pas 
toujours  l'expression  primitive  C,  mais  seidement  sa  différentielle, 
ensorte  qu'on  n'a  que  l'équation  dZ7^  d(,  qui  suffit  pour  l'élimination 
des  coefliciens  différentiels. 

Soit  pour  exemple 

f'=jc'-^xr+^=o,      dl7i=Vdj:'H-d/'  =  diî    V 

en  différentiant  deux  fois  de  snite  réqualion-  ^=:0,  et  élisant  varier 
dx,  aussi  bien  que  à.jy  on  (^tiendra 

Car-fr)djr  +  (2r+x)dr«o  /   '  (.)r 
adjc' -l- adard;- 4-  iày*  -f-(aarH-7)d'x+(3^+îr)d^  =  o  (a). 
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à.qaoi  il  faudra  joindre  l'équation  dU=dt  et  sa  différentielle  première, 

ce  qui  donnera  

Vdx*  ■+■  d/r=  dt        (5),  * 

:  àxd^X-^djrdy  =  O  (4). 

La  combinaison  des  équations  (i)  et  (5)  fournira  les  expressions  de  àx 
et  de    d^}  on  en  tire  d'abord 

d'où  il  résulte 

L'équation  (4)  donnant   d'x  = >^p^ ,  change  l'écpation  (a)  en 

âdr'  +  adrd/  +  ad;^  —  (ax+^)  -«y  •+■  (aj-J-x)  dy  =  0, 
de  laquelle  on  tirera 


,,     aàj^  +  adr*dy  +  ady'dr  ^ 

•^  ~  (ax+jr)  dy— (;ayH-i)dr  ' 


et  on  aura  ensuite 

j,     _        adj::*dy  +  adxdy*  +  ady* , 
■^  (!M:+^)dy— (ay+»)dx' 

Cela  &itj  si  l'on  substitue  dans  ces  dernières  valeurs  celles  de  d^  et 
de  d:c,  qui  sont  de  U  forme  dT'i^nd^,  dx^mdty  il  viendra 

.,     (am^  +  flm*fi+-»n*m)dt* 

»  -^  Caj:+_y)rt  — (ay+x)m  > 

J.j.  _  (i""'"  +^mn^+  ^n^  df 

(«J^+^)n— (ay+x)'»* 

Ainsi  les.  calculs  précédens  conduiront  à  exprimer^  par  des  (boctionft 
de  j:  et  de^ ,  les  coefficiens  différentiels 

àx      ^      ^x      à'y 
ar>   s"»   di».'  de  > 

relatif  k  la  variable  indépeàdante  f ,  donnée  seulement  par  la  relation 
de  sa  différentielle  avec  celles  de  ces  mêmes  fonctions. 
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65.  ^  on  demandait' les  coefficiens  différentiels  dey-  considéré  comme 
£}ncdoQ  de  Xj  en  vérta  de  la  seule  équation  /^=Oj  il  ne  serait  pas 
nécessaire  de  poser  d'x:=o  dans  l'éqaation  (3),  pour  la  ramener  àla- 
fbnne  des  diâerenlîelles  secondes ,  dans  lesquelles  on  regarde  une  des 
variables  comme  immédiatement  fonction  de  l'autre;  il  suffirait  de  com- 
]>ioer  av«c  les  équations  (i)  et  (2)  les  expressions  de  p  et  de  9,  tron- 
.  Tees   dans  le  n"  63. 

On.  atiraît  en  premier  lieu 

SX  -f  y  _ 

.    „ ,  ''  "       yf  +  -^* 

pms  I  équation 

\=i^^!!^-,     donnant     Ay  =  ^J±+Mî, 

l'équation  (a) ,  eu  y  faisant  cette  substitution  et  rassemblant  les  termes 
multipliés    par   d*x,  deviendrait 

OÙ  le  multiplicateur  de  d*x  s'évanouit,  en  vertu  de  l'équation. (i);  et 
divisant  ensuite  par  dr,  on  trouTerait 

adj::' H- ado:^  +  ady' -f-  (2j-}'X)qdx'  =s  o, 

équation  qui  est.  précisément  la  liiéine  que  celle  iqu'on  aurait  obtenue 
en  '  fusant  dr  constant ,  et  en  écrivant  ^dar*  au  lieu  de  d^. 

66.  Cet  exemple' montre  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  la 
TclaUon  qui  lie  les  f<mctions  x  et  ^,  à  la  variable  indépendante  t^ 
pour  parvenir  aux  coeffîciens  dlSérentiels  de  l'une  de  ces  fonctions  , 
rapportée  imnfédiatement  à  l'autre  ;  et  les  calculs  offrent  alors  cette  par- 
ticulaHté  remarquable,  que  les  deux  variables  xet  y  y  et  leurs  diffé- 
rentielles j  j  sont  traitées  de  la  même  manière  dans  tons  les  ordres  , 
ce  qui  rend  les  formules  plus  symétriques,  ainsi  qu'on  le  voit  en  com- 
parant l'équation  (a)  à  celles  du  u"  43.  Quoique  je  ne  me  sois  occupé 
ci-dessus  que  d'un  exemple  particulier,  on  s'assurerait  par  le  même 
procédé,  que  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  d'une  équation  quelconque 
à  deux  variables  et  dans  tous  les  ordres. 

Un  avantage  prc^re  à  là  difierentialion ,  où  l'on  fait  ainsi  varier  rs 
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differentielUs; ,  c'«st  qu'elle  condntt  à  de»  résuluts  où  l'on  pent  étad^r 
tcUe  kypolh«fte  qu'on  voudra  4ar  la  liaison  des  Tambles  x^y^  et  régulier 
à  volonté  la  prenùèr*  comm^  fixicUon  de  U  secaonde,  on  celle-ei  comme 
fonction  de  l'avtre;  s«nl«fueat  il  &udra.,  pour  former  rexjNrcssion  des 
coefficiani  différentiel»  ;>',  v',  /,  etc.  (Sg)  rdalifa  \  l'hypotièse  de  x 
fbncUoo  àn  y  t  changer  xen^,  ^i  vice -versa,  dan»  les  expressions  de 
p,  ^,  r,  elc.   du  n°   6a.  Par  ce  moyen  l'équation  du  second  ordre 

Pdr'  +  Qdrd/  +  My*  -f-  Afd'x  +  iVd'j'  =  o  , 

'  par  exemple,  donnera  q  ou  /,  selon  qu'elle  sera  combinée  avec  l'une 
ou  l'autre  des  formules 

67.  On  peut  vérifier  usément  que  los  fjoauUtéa 

mises  dans  Téquation  7  4-;>Y  ^(>>  obteniw  dam  le  »'  59,  la  reafait 
identique,  indépendamment  des  différentiellesdy  et  d*x,  qui  demeurent 
indéterminées  ,  tmt  qu'ion  n'assigne  aucune  rebtion  entre  :r,  ^  et  la  va- 
riable indépendante  t ,  implicitement  contenue  dans  celles-ci.  Aussi 
trouverait-on  |  >  si   l'on  .cfaexchait  ce  que  signifient  >  dus  cette  ibnne 

de  différentiation ,  les  expressions  ^ ,  ou  -r^ ,  dont  l'une  marque  le 

coefficient  diSérentiftl  du  second  ordre  de  y  coasidiéré  comme  fonc- 
tion de  :fi  lorsque  dx  est  constant,  et  l'autre  reltù  de  ot  ceasidéré  comme 
fooctiKi  de^,  lorsque  dr  est  constant. 

En  efiiqt,  lorsqu'on  regardé  x  »\  y  comme   des  foneikme  de  / ,  et 
quo  L'on  différeabe  saivaid  cette  hypothèse,  les  expressions 

il  vient 

dV        dp  di*     ,        d'x  d'à:        dp'  dy*     ,       ^  dW 

lîiflnt  de  Ik  les  Talsnrs   de  d*x  «t   dy,   et  mettant  7  et  /    pour 
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«pressions  qui  deTicanent  f,  ea  vertu  clés  relations  troarées  dans 
les  u"  59  et  60f   entre  p,  p',  q  et  /,  desquelles  il   résulte 

i—pp'  —  O,         9H-;7V=r:o,  y'  +  /»y=o.        . 

68.  n  est  visîUe  que  sï  l'on  substitue  la  valdnr  de  ^  du  n'  66 , 

8u  Heu  de  -1^,  dans  une  équation  différentielle  du  second  ordre ,  où  dx 

«st  supposé  constant ,  et  celle  de  q'  au  lieu  de  ^ ,  dtnt.  le  cas  oii  ce 

sera  Aj  que  l'on  aura  &it  constant  ^  le  résultat  seta  équivalent  à  celui 
qtt'tm  aurait  obtenu  en  disant  varier  à-la-foîs  Xfj^,dXt  ^.  L'équation 

par  exemple,  deviendra, 

On  pourra  ensuite  établir  telle  dépendance  qu'on  voudra  entre  x^j'  et 
taxe  fonction  quelconque  t  de  ces  variables,  et  même  traiter  à  volonté  x 
comme  fonction  de^,  ou^  comme  fonction  de  x  ',  CKt  dons  le  premier 
cas  y  c'est  joindre  à  l'équation  proposée  l'équation  auxiliaire  js=t  (64) , 
qui  donne 

Aj^àt,     dtr  =  o,    /bs^; 

dans  le  second,  c'est  prendre  ^=/,  d'où  il  résulte 

dr=d/,      d'x=o,       9  —  -^t 
ce  qui  s'accorde  avec  les  n"  4^  et  59. 

ITen  sera  de  même  de  toute  équation  différentielte  d'un  ordre  quel-* 
eonque ,  obtenue  en  regardant  une  des  variables  comme  fonction  de 
Pantre,  et  ramenée  à  ne  contenir  que  des  coeffîciens  différentiels  de  U 
première;  il 'suffira  d'y  supposer 
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et  de'  faire  varier  simultanément,  dans  chacune  des  différentiations  in- 
diquées, ^,  dr  et  toutes  leurs  différenlielles(62).  On  pourra  ensnite 
lier  les  variables  x  e\y  à  telle  fonction  que  Ton  voudra,  en  prenant  con- 
venablement l'équation  subsidiaire  dI7=:d/  (64)> 

69.  On  a  déjà  vu  dans  les  n"  48  et  66  ,  comment  toute  équation  dif- 
férentielle à  deux  variables' dans  un  ordre  quelconque,  formée  en  re- 
gardant une  des  variables  comme  fonction  de  l'autre ,  pouvait  se  ramener 
à  ne  contenir  que  des  coeffîciens  diflërentiels.  Il  est  aisé  de  voir  aussi 
que  toute  expression  différentielle  relative  à  la  même  hypothèse,  et 
homogène  suivant  la  remarque  du  n*  Ifi,  prendra,  la  forme  ^dx", 
F"  étant  une  fonction  des  variables  et  des  coefficiens  différentiels  seuls, 
m  étant  l'exposant  de  l'ordre  de  la  fonction;  car  un  terme  quelconque 
de  cette  fonction  étant  représenté  par 

Pibc'i/i^yi'/....     d«viendra    Pp'<j>7  ....ix-^*^-^^+-, 

lorsqu'on  y  remplacera  les  différentielles 

d^ ,     d'/,     dy . . ,  .■       par      /jdjT,     yda:%     rdx* ....  ;    * 

et  comme  l'hoipogénéite'  de  l'expression  exige .  que  la  somme  des  ex- 
posans  tt-f-jS-|-a;--f-3(r+  ....  soit  la  même  dans  tous  les  termes, 
il  est  évident  que  si  on  la  désigne  par  m,  la  formule  aura  dx"  pour 
facteur  conunnn  à  tous  ses  termes,  qui  ne  contiendront  en  outre  que 
les  variables  x^j  et  les  coefHciens  différentiels^,  ^,  r,  etc. 

Il  suit  de  là  que  toute  expression  différentielle  fractionnaire ,  dans 
laquelle  le  numérateur  est  d^  i^me  ordre  que  le  dénominateur,  et  où 
l'on  a  fait  dx  ou  d/*  constant,  ne  dépend  implicitement  que  des  seuls 
coefficiens  différentiels,  puisque  'd'après  ce  qu'on  vient  de  lire,^  il  est 
possible  de  donner  à  ses  deux  termes  la  forme  /^dx"  et  Vàx'y  ce  qui 
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!a  réduit  a  ^,  les  fonctions  ^  et  F'  ne  contenant  flja  qne  Xtf  et 
les  coefficiens  dîfiërentieU  de  Tune  on  de  l'autre  de  ces  variables. 
J'en  donnerai  pour  exemple  les  expressions 

^    xAy       *  dxV  ' 

<{ai  deTienneat  respectÎTenient 

lorsqu'on  y  £iit  d;'=;KLi: ,  d^^^dx*. 

Sous  cette  dernière  forme  il  est  fecile  de  les  changer  en  d'antres 
on  jc  et^  étant  considérés  comme  dépendant  d'une  autre  variable, 
dr  et,  àf  varient  à-la-foîs.  Par  la  substitution  des  valeurs  de  p  et 
de  f  relatives  à  cette  hypothèse  (63),  ou  obtient  pour  la  premi^. 


J'V'^'a^)    __    yàxjàjfl  +  dy*) 
djxfty  —  dyd'j  x(dxd'jr  —  dyd'a:)  * 


^Çdr*  +dy') 

et  pour  la  seconde 


(■^^y 


drd^  —  dyd'a:  "~"    dxà'y—àyà^x* 
dx* 

résultat  où  l'on  peut  maintenant  prendre  pour  constante  celle  qu'on 
voudra  des  deux  différentielles  d;^  et  dx,  ou  établir  telle  autre  dé- 
pendance qne  l'on  jugera  convenable. 

70.  Après  avoir  reconnu  la  possibilité  de  transformer  en  coefficiens 
difierentiels,  et  de  généraliser  ensuite  la  liaison  des  variables,  dans  une 
équation  différentielle,  ou  dans  une  fonction  différentielle  homogène, 
où  l'une  des  deux  différentielles  est  prise  pour  constante ,  on  peut  se 
demander  si  toute  combinaison  homogène,  dans  laquelle  on  n'aurait  pris 
aucune  différentielle  pour  constante,  serait  également  susceptible  d'être 
transformée  en  coe£Sciens  différentiels  de  l'une  des  variables  regardée 
comme  fonction  de  l'autre  ;  c'çat  ce  que  non*  allons  examiner,  en  comr- 
xnencant  par  les  équatioos. 
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Suj^osoas  donc  que  Ton  soit  parvenu  d'iroe  mauiire  quelconque  i. 
l'équation 

Md'x-i-my  -f-  Pdx*'hQàxdj-'\-Rày^  1=0; 

en  reprenant  l'équation 

dj  =  pdr , 

pour  la  différentier,  eu  y  faisant  varier  fbc  aussi  bien  que  d^,niTant 
le  point-de-vue  expliqué  dans  le  n*  67  ,  et  en  supprimant  les  dt  qui  sont 
diviseurs  communs,  bous  ^1  tirerons 

d^  =  d^dr  +  ^d'x  =  ^dx'  +  pd*x , 

pois  mettant  la  Taletir  de  dy  et  celle  de  d;^  dans  la  pn^sée,  nous 
U  cliKngerom  en 

Afd'j:  H-  JVyd-c'  4-  JYpd'x  +  i^x"  'i-Qpdis*  +  J^'djc*  =  o , 

ou  bien  en 

(Jlf  H-  Np)à-x  +  (A'?  +  f  +  <?/»  -H  Sp')dà:'  s=  o , 

et  pour  que  dx  et  d*x  disparaissent  à-la-fois  de  cette  équation  ^  il  îmi 
que  l'on  ait 

Af  +  Jï)>  =  o,      <:'est*4-dtre        ^dx  +  Ifàjr  ^  o  , 

condition  qui  peut  être  remplie  de  plusieurs  manières. 

I*.  Lorsque   l'équation  3fdj: -f- •^d;' =  o.  sera  identique  par. elle- 
même:  ce  cas  aurait  lien  pour  Féquatiou  - 

x^d^d'x  —  aydxdy  •^féj'^Mf  —  sodxdj^  =  O  ; 

car  elle  donne  M:=:xy'dj',  .iV==- — x^'dr  ,    et  par  conséquent 

iiix-^ifà^ssjejrdj'ix  -^JTjrdjdx  =  ». 

a*.  Lorsque  la  proposée  sera  la  difiercHtielle  de  Afdr  -j-  ^dy  ;=ao  : 
telle  serait  l'équation  particulière 

xd'x+/dy4-dx'  +  d;-  =  o,   ■ 

qni  donne  J/dx+iVd;-=sxdj: -f-jd;-,  et  <pù  <<ésulte  de  U  difféjN»* 
tiation  de  xdx  -^j^  =  o. 
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S*.  hotêtjM  la  {Mï^sée ,  quoique  difiërente  ea  apparence  de  f  équa- 
tion qui  Truite  de  la  dififërentiation  de  Max  -f-  -^d^*  =  o ,  s'accorde 
cependant  avec  cette  dernière.  Fonr  donner  un  exemple  de  ce  cas , 
prenons  l'équation 

nous  aurons  alors 

Si  on  différentie  cette  dernière  équation ,  en  faisant  tout  varier ,  il 
viendra  xd'x  +  jà-'j"  ■+■  dx*  •+■  djr'  =  o  ;'  multipliant  epsuite  par  x* , 
afin  que  les  deux  premiers  termes  soient  les  mêmes  que  dans  la  pnn 
posée,  et  retrancbant  l'une  de  l'autre,  on  anra 

(«*  — ^)djc' + ic*d/'  —  x'dar* — x'ày*  :=  o , 

on  en  réduisant  et  en  divisant  par  dx*,  a'— ^ — a^=:o,  équation 
dont  la  difiewntielle  xdx  -f-^dy-  ;=  o,  est  précisément  celle  que  nous 
a^ons  trouvée.  Si  donc  on  iaiA,  pour  abréger,  a*- — ji^ — x*^«,  on  tran»- 
formera  facilement  l'équation  proposée  en  ia:*d*«— Hdr*^o ,  et  on 
verra  qu'elle  doit  être  satis&ite  par  la  supposition  4e  u=o,  qui  donne 
aussi  du  :^  o ,  d'u  =  o  (55). 

Nous  ferons  remarquer  que  pour  exprimer  la  manière  dont  les  équa- 
tions ïX*d"H— '•«da:'  =  o  et  u  =  o,  sont  lices  entre  elles,  les  Ana- 
lystes disent  que  la  première  a  lieu  en  même  temps  (}ue  la  seconde.  On 
voit  par  là  que  des  équations  qui  ont  lieu  en  même  temps  sont  des 
conséquences  les  unes  des  antres;  mais  cette  relation  n'est  pas  tou- 
jours réciproque.  On  ne  pourrait  pas  dire,  dans  l'exemple  ci-dessus,  que 
l'équation  u=o  a  lieu  en  même  temps  qne  \x*à.*u.  —  «da:r*=o;  car 
ou  verra  dans  la  suite  que  cette  dernière  ,  en  ne  considérant  que  les 
variables  û  et  j;,  est  plus  générale  et  peut  être  salisiâite  par  une  re- 
latiop  entre  u  et  x.  On  peut  déjà  s'assurer  d'une  exception  de  ce  genre 
sur  réquation  d"o  —  udx'sso,  que  la  supposition  de  u  =  o  rend  iden- 
tique, mais  qui  le  devient  aussi  lorsqu'on  a  «=ae*-t-&e""',  quelles  que 
'soient  d'ailleurs  les  constantes  a  et  ^.  Il  ne  faut  donc  pas  confondre 
dans    ce  qui  vient  d'être  dit ,   l'équation  i  x'd'a  —  uàx*  =  o  ,    avec 

a:*d*jr -f-  xyày  +  (a'  — ^)da'  -(- x*ày*  =  o , 
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quoique  Vxme  ne  soit  qu'une  transformation  de  l'autre.  L'e'quatioa 
primitive  d'où  dérive  .la  première,  étant  prise  dans  toute  la  généralité 
qu'elle  comporte  ,  ne  satisferait  pas  à  la  seconde. 

Les  trois  cas  dans  lesquels  la  condition  Mdx  •+■  NAy  =  o  peut  être 
remplie  j  et  pour  chacun  desquels  il  existe  une  équation  primitive  eu 
X  eij  qui  satisfait  à  la  proposée,  dirent  entre  eux  par  rapport  à  la 
généralité  de  cette  équation  ;  mais  comme  cet  objet  tient  essentîelleroeut 
au  Calcul  intégral,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici  :  nous  terminerons 
cet^rticle  par  un  exemple  dans  lequel  la  condition  i/dr  rf-i^Tdj'sso 
n'est  pas  remplie. 

Soit  l'équation 

x^à*x  +/'d*^  +  QayUxàjr  =  o  î 

elle  donnera  M:=iX^,  iV"=^,   et  par  conséquent  on  en  tirera 

x'dx  +J^dy  =  o  i 

difierentiant  et  retranclianl  de  la  proposée  ,  on  aura     - 

ùxxàxàj  —  Sx^dx*  —  ^j^ij*  =  o  ,    ■ 
ou  * 

,  jc^dr*  —  ^ayàxàjr  -^jr^dgr*  s=  o , 

ou  enfin 

xdr  — yàjr  =s  o  : 

il  faut  donc  voir  maintenant  si  les  équations 

a:'dr  +  j-'d/=  o,       xAx  — jàjr  =  o,' 

peuvent  s'accorder  entre  elles.  La  seconde  donne  d;*  = ;    substi- 

tuant  dans  la  première,  il  vient  .r^dr -f-^'xdr^  o;  en  divisant  par 
xjAXf  on  obtient  x'-f-^=:0}  différenliant encore  cette  nouvelle  équa- 
tion ,  on  trouve  xàx-^jàjr=-Oy  et  mettant  pour  <^  sa  valeur,  il 
vient  2Xjr:=iO,  équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  conjointement  avec 
a^  -\-j*  ^  o ,  à  moins  que  l'on  n'ait  j:  ^  o ,  ^  =  o.  Ceci  montre  qu'il 
est  impossible  que  l'équation  proposée  résulte  de  la  différentiation  d'une 
équation  à  deux  variables  seulement,  mais  non  pas  qu'elle  ne  puisse 
dériver  de  deux  équations  entre  trois  variables;  car  si  l'on  avait  en  outre 
une  équation  àU=At^  sa  différentielle  servirait  pour  éliminer  à.'Xy 
comme  on  l'a  vu  dans  le  n"  64  ,  et  alors  le  résultat  ne  contiendrait  plus 
que  des  coefficiens  différentiels;  mais  il  y  a  cette  différence  eutrece  cas 
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et  le  ^précédent,  qne  les  r^sultat^  changeront  ayec  les  hypothèses  que 
l'on  fera  sur  l'écpiation  subsidiaire  àV^dt^  tandis  qu'ils  demeurerAient 
toujours  les  mêmes,  si  l'équation  propose'e  pouvait  ae  vërifier  indé^ 
pendamment  de  la  Taleur  de  d*^. 

71.  Les  mêmes  choses  ont  lien  k  Te'gard  des  fonctions  différen- 
tielles :  dans  les  unes,  les  deux  différentielles  secondes  d^  et  d*x  dis- 
paraissent à-la-fois ,  en  y  disant 

djr=pdXf      d'f  :=s  çàx* -j~  pd*x  ; 

tdle  est  ^-jiç^s^p'  >  V^  derient  alors  ——■"■■.  En  y  supposant 
dx  =  p'dj- ,        d*x  =  /d^-'  +  f/dy  , 

on  trouvera  —  ^ — ^-^- ,  résultat  qui  s'accorde  avec  le  précédent  j^ 
d'après  les  relations 

et  l'on    tomberait  immédiatement'  sur    chacun,  en  .disant 
d'x^o,      ou      dyssiO. 

D'antres  fonctions,  comme  — j^5^^>  P*'  exemple,  oii  l'une  de» 
deux  différentielles  secondes  demeure  ,  après  le^  substitutions  indiquées 
ci-dessus,  changent  en  conséquence  de  valeur,  suivant  l'hypothèse  éta:> 
blie.  La  première  de  ces  substitutions  conduit  à 

et  d*x  ne  saurait  disparaître  que  dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait 
p  :==  — ^.  C'est  aussi  ce  que  l'on  trouve  en  faisant  successivement 
d'à:  et  d^  nulles;  car  il  vient  d'abord 

^=^  .1  ^=4> 

oxdy         p  dxay        p   ' 

et  mettant  dans  le  second  résultat  les  valeurs  />';?-,   tf  :='^  »   <"> 
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parvient  k  -^,  ce  qui  ne  saurait  s'accorder  avec  -^,  que  daoB  le  cas 

où,  comme  ci-tteMos,  /)=sa— ■<-. 

Enfin  si  l'on  particularise  la  relation  de  x  &  ^,  en  posant 
j^_sxtjff  d'oà  ^jsx3xdXf 
et  que  Von  suppose  àx  constant,  ce  qui  donne  4^=  260:*,  il  s'ensuit 
■j-^  =  I  :  mais  si  l'on  &ît  au  contraire  à_r  constant ,  on  aura 
o  =  adr*  -{-  axd'x  ,  et  substituant  la  valeur  de  dx  et  celle  de  d*x  que 
fournit  cette  dernière  équation ,  dans  la  formule  -^^  ,  on  obtiendr* 
—  -^  =:  —  -,  r^i^lat  ^è»-difierent  du  premier. 

En  général,  pour  reconnaître  les  «pressions  différentielles  qui 
supposent  que  l'une  des  variables  est  immédiatement  fonction  de  l'autre, 
il  Êiudra  substituer  aux  différentielles  de  l'une  de  ce»  vaiables  ^ 
àe  jr  f  par  exemple,  les  valeurs 

d*j  =  ydx»  +  pd*x , 

iy  =  rdr*  -\-,5gdxà'x  -Hjjd'x, 

dy  =  sàx*  -f  erdr'd'x  +  49dxd*x  +  Sfd'x*  -f-  ;ïd*x, 

etc., 

obtenues  en  différenliant  la  fonction  j'  dé  la  manière  indiquée  dans  le 
n*  67  ,  supprimant  les  dénominateurs  àê^   et  ^sant 

dy  àp  d<7  ^  àr  .      , 


73.  Nous  avons  choisi  d'abord  t,  pour  variable  indépendante,  dans 
les  équations  uâ^o,  caso,  du  n'  54  ;  mais  il  est  posuble  de  généra' 
User  les  différentielles  de  ces  équations,  en  j  regardant  ï-la-fois 
les  trois  variables  comme  liées  avec  une  quatrième  :  alors  les  trois 
différentielles  d/,  dx  et  d^  deviendront  variables  en  même  temps, 
comme  étant  des  fonctions  de  s.  Dans  cette  fajpothèse,  les  coefficiens 
différentiels  des  variables jr  et  x,  considérées  comme  des  fodtlions  de  /, 
s'exjviiBeront  par  des  formules  analogues  à  celles  du   n'  63,  ensorte 
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4tBe'  MAX  dd  second  ordre^  pu  exemple,  seront 

'^^\3t)~ ^ i- 

et  si  on  substltoait  cts  ralears,  au  lieu  de  ^ ,  ^y  dans  les  «qna- 

tions  d^rentirileB  du  n'  55,  on  les  trauformenit  «n  d'antres  oà  l'on 
ponmst  éti3^  tdie  fajpoUièee  -qu'on  voudrait ,  au  nx^en  d'une  équa- 
-tiOB  siUmiUaîre  de  la  forme  dJ7=ds.  Si  r«a  se  proposait  de  prendre 
X  pour  variable  inde'pendante,  il  viendrait  alors  dr^ds,  d*j:=o; 
les  difiërentiations ,  d'aliord  relatives  a  z ,  se  rapporteraient  à  :tr  et  les 
trensforme'es  détenniaeraient  3^,   r^ 

On  doh  remarquer  ici,  comne  dans  le  n*  70,  que  toute  équation 
-transformée  par  les  valeurs  ci-dessus,  peut  être  ramenée  k  ne  conte- 
nir que  des  coefficieau  di^^rentids  de  jc  et  de  ^,  par  rapport  à  f ,  en 
y  £usant 

dr  =  adr ,      d*x  =  jSdt*  +  »à't ,    etc. , 
djr  ^at'dt,      dy  =s=j6'di»  -4-«'d'/,    etc., 

valeurs  dans  lesquelles 

Les  MpaM>Bs  eà  cette  sidulitutiou  ne  lernit  pas  disparaître  toutes 
les  difiënentielles  de  1,  en  même  temps  que  celles  de  x  et  de  ^,  ne 
■ponnraieul  admettic  lliypotlièse  de  deux  variables  regardées  comme 
immédiateinest   dépendantes  de  la  trmsîème. 

Ceci  s'appliqœ  aussi  aux  fonctions  diâerentîelles  homog^es,  teUee 
-que  la  sarante; 

{^f+d.r'  +  dy'y - 

(dïd»x  — drd't)»  +  (dtti^— rfyd't)»  +  (dxd'y—ÀySxy* 

■^■1,  paries  MbatstotiODSiodiquées  plus  haut,  devient 

^  +  fi"  +  (<ïifi'  — «'«'* 

En  général  lo&tes  ces  transformations,  qu'il  est  maintenant  «se 
-d*<éteiMbe  à  td  ordre  et  ài  tel  «oaobre  de  varioles  que  l'on  voudra  , 
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doivent  étreregardées,  pour  ainsi  dire,  comme  les  produits  du  m^anisme 
de  la  différentiation ,  puisque  ce  ne  soQt  au  fond  que  des  manières  dt* 
verses  d'écrire  le  même  résultat,  parmi  lesquelles  on  peut  choisir  celle 
qui  parait  la  plus  concise  ou  la  plus  appropriée  aux  formes  des  fonc- 
tions que  l'on  se  propose  de  détérmiaer  ;.  mais  on  voit  aussi  par  là  que 
lorsqu'on  rencontre  une  équation  difTérentielIe,  il  £tut,  pour  en  con- 
naître la  signification,  savoir  dans  quelle  hypothèse  elle  a  'été  formée, 
ou,  ce  qui. revient  au  méilae.,  guelie  est  la  vofiabU  ^ue  l'on  a  regardée 
comma  indépendante,  ou  dont  on  a  pris  la  diffëréiUieUe  pour  constante  : 
or  c'est  une  des  conventions  que  l'oE  exprime  toujours  an  commence* 
ment  d'une  recherche.  '  .  . 


73.  Lorsqu'on  'a  un  nombre  m  d'équations  entre  m-\-i  variables 
lion  entra  ita  ^-;^^ '^''^  ^^'^^'''^^^^^*>  OH  peut  toujouTS  en  tirer  une  équation  unique 
quaiioMaiffiTen-  entre  deux  quelconques  des  variables,  par  un  procédé  que  je  vais  ex- 
poser, sur  deux  équations  à  trois  variables ,  et  qu'il  sera  &cile  ensuite 
d'étendre  autant  que  l'on  voudra. 

Soient  u=o,  vr^Oy  ces  équations,  l'une  de  l'ordre  m,  et  l'autre 
de  l'ordre  n,. entre  les  variables  (,  x,j  et  leurs  diSh-entielles,  et  dont 
on  veuille  éliminer^;  la  première  équation  pourra  contenir,  outre  Ut 
variable  ^^'j  les  différentielles  d^,  dy,.,..d'y,  et  la  seconde,  d^  , 
d^,. . .  .à'j.  Comme  on  n'a  point  les  équations  primitives,  ni  toutes 
leurs  différentielles  des  ordres  inférieurs-  à  ceux  des  proposées ,  il  Êtnt 
nécessairement  '  se  procurer  de  nouvelles  équations  pour  chasser  les 
qiumtités  inconnues  d^  ,  d^ ,  etc. ,  et  c'est  ce  qu'on  fera  en  dif* 
férentiant  nfois  l'équation  usko,  et  m  fois  l'équation  'v:=o.  On  ob- 
tiendra par  ce  moyen  nr^m  équations  nouvelles;  et  on  en  aura  en 
itout  un  nombre  >n+h-|-3,  en  comptant  les  deux  proposées:  les  incon- 
nues à  éliminer,  savoir;^,  d;-,  dy,. .  .d'y,. ,  .d""^y,  étant  su  nombre 
de  m-4-n-}-i,iI  restera  donc  une  équation  finale  entre  x,  j  et  leurs 
différentieHes. 

Si  ày  était  çonstatit»  il  semblerait  qu'en  différentiant  une  seule  fois 
l'une  des  équations  proposées,  on  pourrait  éliminer  j'  et  d;',  puisqu'on 
aurait  alors  trois  équations  ;  maïs  on  doit  observer  que  les  difieren* 
tielles  d*/,  d'x,  etc. ,  contiennent  implicitement^,  puisqu'alors  on  aurait 
regardé  /  et  a:  comme  des  fondions  de  cette  variable  (5^)  :  U  &ut  donc 
toujours  préparer  les  équations  e9tre  le^quelle?  ou  se  propose  d'élinu* 
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Mr  ùae  Tariable,  de  manière   que    ses  différeotieUes  ne  soient  pas 
constantes. 
-  Je  proposerai  poor  exemple ,  l'élimination   de  ^ ,  entro  les  deox 
équations 

les  lettres  Sf^  N,  P,  Q,  Ty  tant  simples  qu'accentue'es^  ne  contenant 
que  la  variable  t',  il  suffira  de  dlfférentier  une  seule  fois  chacune  dé 
ces  équations, ce  qui  donnera,  en  dirisant  les  résultats  par  àty 

équations  qui  sont  de  la  forme 

Af.-  +  JV^  +  A^  +  Q.|  +  i'^  +  <?^.  =  r.      (5),. 

«'.^+iV'o-+i>'.^H-<?'.|4-^'^+Ç'S=n       (4). 

U  est  Tisible  maintenant  que  la  combinaison  des  équations  (3)  et  (4) 
avec  les  équations  (i)  et  (a),  fournit  le  moyen  de  parvenir  à  une 
équation  finale ,  indépendante  des  trois  fonctions  inconnues  y ,  ^,' 
3^.  Le  calcul  sera  très-&cile  dans  l'ezen^le  actuel ,  puisque  les  in- 
connues ne  s'y  montrent  qu'au  premier  degré;  et  il  est  à  propos  d'ob* 
serrer  que  les  fonctions  x,  -^  ^^"^  '^'^  ^  trouveront  aussi  qu'an  pre^ 
mier  dans  l'équation  finale. 

Il  y  aurait  plusieurs  remarques  importantes  à  Ëùrp  sur  cette  méthode 
d'élimination  \  mais  comme  on  l'emploie  rarement  parce  qu'elle  entraîne 
des  calculs  fort  longs,  et  qu'en  donnant  nn  résultat  d'un  ordre  plus 
élçyé  que  les  proposées,  elle  augmente  ■  les  difficultés  qu'on  rencontre 
presque  toujours  pour  remonter  des  équations  différentielles  .aux  équa- 
tions primitives,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter  davantage: 
on  trouvera  d'ailleurs  dans  le  Calcul  intégral  un  procédé  en  quelque 
sorte  inverse  du  précédent,  et  dont  les  Analystes  se  sont  servis  daqs 
les  questions  de  ce  genre  qu'ils  ont  eues  \  traiter. 
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De  u  aisïmi'      j4-' h^TBqu'on  n'a  ^'une  seule  éqnatîon  entre  troô  Taiiabtes,  on 
tiaiion  dej  fonc- pçjit  loujouTS  en  prendre  arbitrairement  deux  quelconques,  et  déter- 
d'un  Dombre      nùnCT  la  troîsîème.  Soit  u==o  une    équation   renfienuant  «,  ^  et- s; 
("•riîl^""  **'   si  on  regarde  x  et  j  comme  les  deux  variables  indépendantes,  s  sera 
une  fonction  de  l'une  et  de  l'autre;  et  Ibrsque  x  reoevra^un  accroisse- 
ment  quelconque,  y  étant  supposé  constant,   z  éprouvera  un  change- 
ment subordonné  à  celm  da  x.  Dans  cette  li3rpotIièse ,  l'équation  u=:o 
devra  être  traitée  comme  ne  contenant  que  deux  variables^  x  et  s;  on 
aàra  donc 

du    ,    ctudz  //   \ 

E  +  EC^o  «'), 

et  de  là  on  tirexa  le  coefficient  différentiel  de  7,  rdativement  à  la 
variabilité  de  x.   11  faut  se  rappeler  ici,  d'après   la  distinction  ^établie 

n'  Zi,  qne  dans  ^ ,  da  n'est  que  la  difierenttelle  partielle  de  s,  prise 
par  rapport  au  changement  de  x  seul. 

11  est  évident  qne  si  l'on  e&t  fait  varier  j',  on  aurait  eu ,  en   diffé- 
xentùnt  l'éqnatioa  proposée,  comme  ne  contenant  que  les  variables^,  z, 

au    ■    dudg 
dy    '^  àz^ty  ~~ 

Si  oit  nraltii^e  par  Ax  k  pramîère  <ks  équations  troovée*  cr-^sstu , 
la  seconde  par  d;r>  et  qu'on  Içs  ajoute  ensuite^il  viendra 

mù»  ^  <i3=  +  d^^r  *'*''  axàn  chtfte  que  k.  différemîetta  tatak 
de  Z\(39)  :  on  aura  donc 

C'es^à~dir*  qn'ioa  pourra  éghhr  k  zéro  la  £SerenticlIe  première  de 
réqnation  ti=  o,  prise  par  rapport  ani  trois  variables  x,  y,  z.  Cepen- 
dant on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  cette  diJférendelIe  doit 
être   regardée   comme   équivalente  k    deux   équations;    car    lorsqu'on 

y' substitue  pour  di  sa  valeur  ^dx  +^4r>    ^  ^^^^>    à    cause  de 
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rindépencUnce  des  accroùsemeiu  dr  et  d^ ,  que  les  qiuMîté»  qai  les 
multiplient,  chacun  ea  particoliecr ,  soient  fiep^rémeat  ég«l«s  à  véro.  ■. 

j5.  Les  e'quatioas  qui  donnent  les  coei&ciens  différentiels  des  ordres 
supérieur»,  s'obtiennent  en  dtffiérentiant  les  équations 
du    ,    âuàz         _  ,  . 

52  +  ^3^  =  **  ^'>» 

du    ,    du  do ,  . 

3^  +  3:^=*        Cs). 

qui ,  renCnmunt  «n  gÀiéral  les  trois  vaiiables  x,j-  et  e ,  doireatitre 
usitées  de  même  «fue  la  proposée,  avec  r«tteiBtioa  cepeaukot  d'y  co»- 
side'rer  comme  des  fonctions  dépendantes  à-la-fois  de  x  «t  de^,'nMk- 
aeulement  s,  maU  chaevo  de  ses  «oefficiens  difEereotielB. 

En  différenliant  d'ahord par  rapport  à  ;c,  lequatipa  (i),  ,et  -eu  cibter- 
vant  que  ceUe  opération  effectuée  sur  ^  donne  naissance  an  coefficiett 
du  second  ordre  ^^ ,  on  aura ,  comme  poar  toute  équation  qui  ne 
renfermerait  que  les  variables  x  et  2, 

d^a  j^       d*u  dx    ,    d*uàx.*     f^àu  i!%  __^  -_. 

Différentiant  ensuite,  soit  Téquation  (1) ,  p^  rapport  li /"^  «wt l'éqtm> 
tion  (s) ,  par  rapport  à  x ,   et  en  observant  que  dans  le  premier  cas , 

£  **«""«  5^»  et  que  ^fls  le  «cond,  ^donoe  ^  =  ^  (a?) . 
on  aura  un  résultat  unique^  exprimé  par 

d'à  ^^.  d»i(  dï  _,     d»u  d«^^^d«dB  _,     d»  dSs  '       *     ,,. 

dxdy"*"da|yd^"^aëaiap"*'d»'èCdy"*".  da  J«^~"*  W"     ,. 

En  effet ,  puisque  la  Tariable  z  dépend  de  x  et  de  j'y  la  fonction  U 
elle-même  peut  être  regardée  comme  ne  dépendant  implicitement  que 
de  ces  dernières;  on  doit  donc  obtenir  le  même  résultat,  lorsqu'on  la 
différentie  successivement  par  rapport  à  chacune  en  particulier,  quel- 
qu'ordre  qu'on  établisse  d'ailleurs  entre  lés  opérations. 

Diflferentiaat  enfin  l'équaûon  (2)  par  rapport  k  ^,  en  observant ,  que 

2-  donne  alors  j-;,  on  obtiendra  .  .       '  ' 

d^j    ,         d'n  d»    ,    d'iidt*    ,    d'i^s  .  ^r\ 
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Les  coefficiens  différenlieU  de  la  fonction  z  ^tant  au  nombre  Ae  trou 
pour  le  second  ordre,  seront  déterminés,  chaconséparémeiit,  parTalte 
des  équations  ci-dessns^  savoir  : 

^  par  l'équation  (5)  , 

^  par  l'éqoaUoii  (4)  , 

g-r  P*r  l'équation  (5), 

pvîsijoe  tons  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  u,  qui  est  ex- 
plicite par  rapport  aux  variables  x^jr  et  z;  sont  donnés  parles  diffé- 
rentiations  indiquées. 

Si  on  multiplie  respectÎTement  l'e'qualion  (3)  par  d:c*,  l'équation  (4) 
pardrd;',  l'équation  (5)  par  d;^,  et  que  l'on  ajoute  les-  résultats,  en 
remjdaçant  les  termes 

£  ^  +^  ^f>  P«f  ^  (^9)  > 
^dx'+a^  dxàjr^^djr%  par  d'à  (Sa), 

on  trouvera  la  même  équation  que  celle  qu'on  aurait  obtenue^  si  l'on 
avait  difi^emtié  l'équatioli 

en  y  faisant  varier  à-la-fois  fes  quantités  x,  jr^  z  et  ds,  et  en  y  re- 
gardant dx  et  d^  comme  constans,  ce  qui  donnerait  la  différentielle 
seconde  totale  de  u ,  formée  d'après  l'hypothèse  de  z  fonction  de  x 
et  dfr  J'.  r 


y6.  On  étendra  saits  peîne  ces  considérations  à  tel  ordre  de  différei^- 
tiation,'  ou  à  tel  qon^r$  de  variable?  qu'on  voudra;  car  UJut  se  réduit 
à  déterminer  celles  qui  sont  indépendantes,  ce  qu'on  ne  peut  faire  que 
par  la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  ou  aux  équations 
proposées;  et  ensuite  on  différentiera ,  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables  en  particulier,  en  traitant  les  variaHes  subordonnées  comme 
des  fonctions  implicites  dss  variables  indépendantes. 
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Si,  par  exemple,  ou  avait  les  deux  équations 


entre  les  ciaq  Tarîables  s,  t,  x,^  et  z,  on  verrait  que  trois  de  Ces 
variables  sont  indépendantes.  Supposons  donc  que^  etz  soient  les  deux 
variables  subordonnées,  ou  les  fonctions  implicites  de  s,  t,  x,  données 
par  les  équations  proposées  ;  on  différentîera  snccessivement  u  çl  v  par 
rapport  à  s,  par  rapport  i  t,  par  report  à  x,  et  on  aura 

Au    ,   duày    ,   tiudx 
du    ,    dudy    ,   du  du 

ar  +  çâi +13?  =  °», 

du    ,    dudy    ,    duds 

a^-'-^É+dïdi^*»- 

Si  on  multiplie  respectivement  ces  équations  par  as,  d<,  dx,  qu'on 
les  ajoute  et  qu'on  mette  dy  au  lien  de 

dz  an  lieu  de 

il  viendra 

Jd*+^di+g|dx  +  ^drH-gdz=d«=o. 

On  tirera  un  résultat  seinblable  de  l'équation  u=o;  d'où  il  suit,  qu'eu 
diffërentiaDt  les  équations  us=o  et  c=o,  par  rapport  il  toutes  les  va- 
riables s,  ty  x^y  el  z,  et  en  y  substituant  au  lieu  de  d^  et  de  da, 
les  expressions  dé  ces  diGTérentielIes,  considérées  tomme  appartenant  à 
des  fonctions  de  trois  variables  (4o)>  il  faudra  égaler  séparément  à 
xéro  le  coefficient  de  la  difl^rentielle  de  chaque  variable  indépendante. 
En  regardant  les  coeâiciens  différentiels  comme  de  nouvelles  fonc- 
tions implicites  des  variables  indépendantes ,  on  ne  saurait  être  arrêté 
dans  la  recherche  des  équations  différentielles  partielles  ultérieures ,  el 
l'on  en  déterminera  toujours  le  nombre  pour  chaque  ordre,  en  conce- 
vant que  les  fonctions  u  et  p,  ainsi  que  tous  leurs  coefHciens  différen- 
tiels, soient  rapportés  implicitement  aux  variables  indépendantes  s  ^  t 
et  x;  car  il  est  évident  que  sous  ce  poiol'Kle-yn«,  les  fonctions-  u  et  » 
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auront,  chacune  ea  particulier,  dans  va  ordce  ifoelconqae ,  tntaid.de 

coefficiens  difFëreotiels  que  le  développement  de  (s-^t-\-x)'  contient 
de  termes  (Sq);  et  ces  divers  coef&cîens,  égalés  séparément  à  céro  , 
formeront  les  é({uatioiis  qui  détemûneot  les  coefficiens  dlQërentKls  des 
fonctions  proposées/  etz.  Ces  considérations  s'étendront  sans  peine  à 
un  nombre  quelconque  de  variables. 

Dci'eiiminaiion     77.  Ed  coiubinBOt  Ics  deuK  diffisicntiellM  p»ti«U«s  d'ane  équation  à 
^J""^*;!^'^'^  trois  variables,  avec  celte  équation,  on  peut  en  éliminer  deux  quantités, 
aibùraiio-         soit  constantcs,  soit  varlables,  et  ottteuir  entre  les  deux  variables  indé- 
pendantes ,  la  fonction  et  ses  coefficiens  différentiels ,  une  relation  qui  ait 
Heu  indépendamment  des  quantités  étjminées.  Ceci  mène  à  un  genre  d'é- 
quations qui  exprime  le  caractère  de  toutes  les  fonctions  d'une  même 
quantité,  quelles  que  soient  leurs  formes,  ce  qni  est  très-remarquable. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

dans  laquelle  la  caractéristique  f  désigne  une  fonction  .dont  la  forme 
«st  totalement  inconnue  ;  il  ne  &udra ,  pour  en  former  les  différentietles 
partielles,  introduire  qu'une  nouvelle  fonction  inconnue  ,  puisque  si 
l'on  fait  Mx-^h)r=t,  on  aura  z=:{(t),  et  dç  quelque  manière  que 
varie  t,  il  viendra  toujours 

dz-SB   f(*)d#, 

£'(t)  désignant  le  coefficient  différentiel  de  ((t).  U  suit  de  U  que 
mettant  pour  t'  ^^ -y-  >  leurs  valeurs  a  et  i,  il  viendra 

d'où ,  en  élinùnant  r(/) ,  on  déduira  . 

i  ™  — .  a  -P  s-  o. 

dx  dy 

Cette  équation  ferait  véii&é^  par  tonte*  les  valeurs  de  z  qui  naîtraient 
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des  dÎTersM  fisrmes  qae  Ton  pourrait  assigner  à  la  fonction  f,  ainsi 
qu'il  est  aicé  de  s'en  assurer  en  prenant  des  exemples  particuliers 
eomrat  -  ' 

.    z  =  (ax -^  fyYi     2  =  e""*"''',     z  =  sin((tr  +  iy),     etc.  j 

die  renfenae  donc  un  caractère  propre  à  reconnaître  si  une  expression 
proposée  est  une  fonction  de  ax-i-bj  ou  non,  c'est-à-dire,  si  cette  ex- 
pression ,  qui  comprend  à- la-fois  les  deux  variables  Xyjr  ^  peut  ou  non 
se  -transformer  en  une  autre  qui  ne  Contienne  plus  que  la  seule  va- 
riable tf  lorsqu'on  ait  ax -^-hj ^^t.         < 

Supposons,  par  exem{^,  que  l'on  ignor&t  l'origine  du  polynôme 
a'-x*  +  ^ahsçf  -J~  Ay  ; 
on  régalerait  ^  s ,  on  formerait  les  coefficiena  différentiels 

et  on  mettrait  leurs  valeurs  dans  l'e'quation  ^  tl  -*-  o  X^^^-  Cette  Sub- 
sthntkin  k  readânt  identiqac,  Maatftnât  qne  le  pcfynovne  [^«posé  est 
«n  effet  «ae  fonction  de  lac-^hjr,  ce  qoi  esld'aillears  évident,  puisque 

a'x*  +  aaix;-  +  hy*  =  (ax  -f-  è^-)», 

U  n*«st  pas  nécessaire  qne  Téqntion  contenant  la  fonction  îndétermi- 
>ée  soit  sous  la  fonae  a  :^  f  (t) j  en  opérant  de  laâme  sur  une  équation 
u^£0,  contenant  d'nne  manière  quelconque  la  fonction  f,  on  par- 
viendra toujours  à  un  résultat  indépendant  de  cette  fonction  ;  car  en 
£ùsant  î{i)  ^  5,  et  dîfférentiant  l'équation,  a,  copmte  ceotenant  deux 
fonctions  z  et  «  dépendante»  aes  variabies  x  etj^,  on  trouvera 


du 

,   duds 

,    du  as 

= 

du 

Ty 

.    dud. 

,    du  dt 

+  375' 

= 

puis  mettant  pour^,   g-,  leurs  valeurs  r(it)  g-,  f(ï)^,  on  auralei 

éqnations 

du    ,  da  ds    .du  a'/a  d; 

di+a^dï  +  aj^Wdi^*' 

du  j^  du  d«         du  « ,  ,  dt  

ay  "*•  S  By  *t- (j,    ï  Wdy  —  o> 
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qaiy  réunies  à  la  proposée  u^o,  fouroiroat,  par  l'éliAiiiUtion ^  une 
équation  finale,  indépendante  de  f  (f)  .et  de  f(t).  On  voit  en  même 
temps  que  les  coeÛiciens  différentiels  de  lafouclion  z  pourront  s'éle- 
ver au'-delà  du  premier  degré  dans  la  nouvelle  équation ,  si  la  fonc- 
tion f(()  passe  le  premier  degré  dans  l'équation  proposée.  Ceci 
répond  aux  considérations  exposées  dans  le  n"  49)  ^'oaîs  avec  une  plus 
grande  généralité. 

78.  Lorsqu'on  passe  au  second  ordre,  on  se  procure  trois  nonyeUes 
équations  dififêrentielles  partielles  (yS)  qoi,  réunies  avec  la  proposée  et 
ses  difiërentielles  premières,  forment  six  équations  et  permettent  par 
conséquent  d'éliminer  cinq  quantités.  En  s'abandonnant  trop  t6t  à  l'ana- 
logie, on  avait  pensé  que  puisqu'il  étak  possible  d'éliminer  une  fonc- 
tion indéterminée,  en  passant  au  premier  ordre ,  on  devait  pouvoir  en 
éliminer  deux  en  poussant  jusqu'au  second  ordre ,  et  ainsi  de  suite  ; 
de  même  qu'avec  le  secours  des  diffêrentielles  d'une  équation  k  deux 
variables  ,  on  en  élimine  un  nombre  de  constantes  égal  à  l'exposant  de 
l'ordre  auquel  on  s'élève  (5o).  On  a  reconnu  depuis,  que  les  équations 
différentielles  partielles  ne  suivaient  pas  la  même  loi,  et  cela  était  &cile 
à  voir  ;  car  une  fonction  indéterminée  fournissant  dans  chaque  ordre 
un  coefficient  différentiel  également  indéterminé ,  au  second  ordre ,  on 
a  par  conséquent  trois  indéterminées  pour  une  seule  fonction ,  savoir  : 
cette  fonction ,  son  coeiBcient  différentiel  du  premier  ordre ,  et  celui 
du  second;  on  en  aura  donc  six  pour  deux  fonctions >  et  comme  on 
n'a  qu'un  pareil  nombre  d'équations,  il  est  impossible,  en  général,  d'ob- 
tenir par.  l'éKminalion  un  résultat  délivré  de  tout  ce  qui  tient  aux  fonc- 
tions indéterminées  comprises  dans  l'équation  proposée.  U&nt  que  cette 
équation  se  trouve  dans  des  circonstances  particulières  qui  &ssent  dispa- 
raître en  même  temps  plusieurs  des  fonctions  indéterminées. 

Pour  le  lâire  voir  par  des  exemples  simples,  je  prendrai  d'abord 
l'équation 

.  =  ^(i)+4(i). 

dans  laquelle  les  lettres  1^  et  -^  sont  les  caractéristiques  de  fonctions 
dont-Ia  composition  est  inconnue.  Pour  abréger,  je  représenterai  par 
une  seule  lettre  les  coefficîens  difi'érentiels  de  la  fonction  z ,  et  je  ferai 

d*  ds d'à  d'à    d's 
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qotnt  aux  fonctioiu  iDdéterrainées,  je  poserai 

^s=u,      d.^u)  =  (p'(u)àuj       d.4(«)  =  -Viu^àit 

d'oii  on  couclora  les  coefEciens  diffà^ntiels ,  comme  dins  le  n*  pré- 
'Ce'dent  Avec  ces  notations  on  trouvera  ponr  les  deux  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre  de  la  proposée  ,  les  équations 

^  =  *a)+^'(i)-ï++'(i)-?^' 

^=-f(i)-î+^^(i)-î. 

qni'rerienBent  à 

r=»(i)-i»'(i)-j+'e). 
»=»'(i)+î+'(i> 

La  fenctioa  ^(^)  n'a^nt  poifit  de  multipliçafenr  Ttriable,  ii*est 

point  passée  dans  les  équations  ci-dessus;  et  poiu- en  de'barrasser  le  calcul, 

il  soiBnt  d'éliminer  •^'  \~}t  ^^  <P"  s'effectue  en  nuiitîpUant  la  première 

de  ces  équations  par  x,  la  seconde  par^,  et  en  ajoutant  les  résoUats  : 
il  Tient  l'équation 

qui  ne  contient  plus  que  la  seule  fbnctioi»  indétenniitée  ^^-^  V  Si  l'on 
en  prend  les  deux  différentielles  partielles,  on  aora ,  d'après  les  con» 
Tentions  établies  plus  haut , 

p-h  ^r-^js  =  ^ (-2)  +  x^Çl)  .5:, 
En  réduisant  et  en  éliminant  ^^'C*^}*  on  en  dédnira  ce  résultat: 
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que  l'^qudon  ;,«  +  ^r  =  J;»  (-J)    M'^'  ' 

ar-r  +  Mp»  +^'  =  »> 
ek  ^  revient  & 

En  cherchant  li  éliminer  les  foocUon»  indéterminées  de  l'équatioD 

■     4  3=  ^(af4-j)  +  ^('^— J^)« 

qui  n'est  guère  plus  compHfîaée  que  celfe  dont  je  TÏrt»  de  m'occtaper, 
on  est  conduit  au-delà  du  second  ordre ,  par  le  calcol  que  je  vais  indi- 
quer, en  n'écrÏTanl,  pour  abrégor,  que  ^,  4  ■**  *'*'*  ^  *(•« -f-T") 
et  ij/(x  — j)  ,  et  posaol  pour  la  CcKiçtiain  ip  1«»  dénominations 

d.p(u)  =  ç'COdtt,      d.jp'Çu)  =.*'(«)d«, 

et  pour  la  fonction  4') 

Cela  Êtit»  la  formation  de  toutes  les  différentielles  partielles,  tant  dis 
premier  que  do  Mcctod!  ordre,  fournit  le»  six  éqitatiwù 

a  =  ç  +  xf4., 

y  =  $'  —  x;'4'  4-  a>f  i 
.  '■-=  ^'."h  '^^''  +  V'V> 

s  =  p'—  *r4'+  (x— ^)4'+4, 

La  seconde  et  la  troisième  donnent  d'abord,  en  les  retranchant  l'une 

de  l'autre, 

La  fonction  ^  est  éliminée;  mais  parce  qu'il  reste  encore  les  fonctions 
4  et  4')  si  l'on  voulait  procéder  comme  dans  l'exemple  précédent,  on 
introduirait  par  la  différentiation  de  cette  dernière  équation  la  fonction 
•4-',  et  l'on  aurait  par  conséquent  trois  fonctions  ^ï  4'  ®*  4%  ^'  s®**" 
lemcnl  trois  éqvations.  En  s'aîdànt  des  troiï-équations  du  seicoud  ordre, 
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ita  climiae  9',  et  «a  ùàa»ai  Im  coiabiiuûoas  mdiqnâee  ct-4eMow  , 

il  reste  encore  à  ëlîminer  les  trois  fonctions  ^  >  4*'  ^^  '4''>  d^^^  ^^ 

trois  équations  (a)\  (b)  et  (c),  ce  qui  est   impossible. 

.    Si  Ton  passait  «a  troisième  ordn ,  en  diffiBrentiaot  de  nonveaa ,  pat 

rapport  à  jf  «t  à^,  ies  Tueurs  de  r,  t^  i,  qsi  représentent  re^>ecU- 

vement 

d*»i       d*»       d^ 

on  aurait  quatre  nooTelles  éq^rations,  r^Kiltant  des  Tatenrs  de 

#*        d'à  4't        dV 

ce  qui  ferait  «a  toat  'dix  ^qsaltoas;  nais  en  narnnt  U  nidation  dejli 
"établie,  on  ferait 

on  D^iKidQÎnit  par  («naéqûenti^e  4eux  nouvelles  foncttoirt  iùd^er- 
minées,  ce  qui  en  ferait  en  toiit  buit:  il  resterait  donc,  après  leur  éli- 
foinatioa,  deux  tfqvbiEotBs  d^BârantieHes  partieUes  dn  troisiènie  «t^âre. 
Si  l'on  veut  par  conséquent  arriver  a  un  résultat  compris  dans  une 
teulc  dqnatÎDn,  û  feudra  te  btH-ner  à-preudiv  ia  différentielle  totale  dv 
l'une  des  éqiiations  (6)  on  («),  de  la  première,  par  exemple,  à  caus^ 
qu'elle  est  la  plus  simple,  'et  il  viendra  • 

dr  — d(=  a(dr+dxH'4-<j4-=r)(«ïâ:-dj')4'       (4), 

rélianina^n  de  4*»  -V»  •\''  ^iAuX  laite  entre  les  quatre  équations  (a), 
{^),  (c),  (<2),  conduira  à  une  équation  où  il  entrera  des  différentielles 
totales  mêlées  avec  des  différ-entieOes  partielles.  Il  est  évident  qu'une 
semblable  équation  équivaut  à  deux  différentielles  partielles  du  troisième 
ordrejCai'lescoefEcieas  différentiels  r,  let  «,  ayant  leurs  différentielles  de 
la  forme 

^dx+idr,       ^dr4-|dr,       idr+|d,-, 

il  on  n^lttae  ces  expression»  dans  l'e'qHatioa  dont  il  s'agit,  on  pouns 


yGoot^lc 


iM  CHAP.  I.  EXPOSITION  DES  PRINCIPES 

égaler  fi^Mt^ment  à  méro,  les  quantités  qoi  multipUent  k*  différoitieUes 

dr  et  d;',  des  variables  indépendante». 

79.  On  peut  prévoir  aisément  k  qnel  ofdre  doit  s'élerer  l'équation 
résullantfi  de  l'éliininalion  d'un  nombre  m  de  fonctions  ariiitraires  con- 
tenues dans  tme  éqoation  primitive.  Supposons ,  par  exemple ,  que  cette 
équation  ne  renferme  que  trois  variables;  elle  fournira  deux  équatioiu 
an  premier  ordre,  trois  an  second  ,  quatre  au  troisième;  et  par  con- 
séquent le  nombre  total  des  équatioas  obtenues  jusqu'au  n*"  ordre  io- 
clusivement,  en  y  comprenant  aussi  la  proposée,  sera  exprimé  par 

.+:.+ +(^-(r.)  =  ^"+'\'-"+-''>; 

mais  d'un  autre  côté,. chaque  différentiation  introduit  dans  le  calcul 
une  nouvelle  fonction  arbitraire,  ensorte  que  le  nombre  des  inconnues 
augmente  de  m'en  passant  d'un  ordre  quelconque  à  celui  qni  le  suit, 
et  que  par  conséquent  ce  nombre  sera  m  (n+i)  au  »*"  ordre  :  il  fen- 
dra donc,  pour  qtfe  l'élimioation   devienne  possible^  que  l'on  ait. 


ou    am<«+a>    ou     n>2w- 


c'est'à-dire  qu'il  âtudra  pousser  les  diflKrentialioas  jus^'à  l'ordre  mar-F 
que  par  am — i  :  le  nombre  des  équations  restantes  après  rétîmination 
fera  ^^^ — ^-^-^ — — — m(n  +  i).  Si  l'on  fiât  m=:3,]*QB  aura  n=:5,  et 
on  obtiendra  trois  équatioas  finales  entre  le^  coefficiens  diffiîreutiels  du 
cinquième  ordre. 

C'est  par  de  semblables  considérations  qde  Ton  calculerait  Tordre 
auquel  peut  s'élever  l'équation  résultante  de  l'élimination  d'une  fonction 
quelconque ,  commune  à  deux  équations  différentielles  partielles  de  tel 
ordre  qu'on  voudra.  S'il  fallait,  par  exemple,  éliminer  entre  deux 
équations  différentielles  partielles  de  l'ordre  m,  la  foncb'on  z,  dépen- 
dante des  trois  variables  s,  ietx  (76) ,  on  verrait  que  cette  fonction  ayant 
trois  coefficiens  au  premier  ordre  ,  six  au  second  ,  dix  au  troisième  ,  etc. , 
le  nombre  des  inconnues ,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  l'ordre  n,  s'élèvera  i 

,+5  +  6+.o ^(.4.H»+^)^CH-0(^»-f.K»+S. 

(Voye^  le  Compl.  des  Élém.  ttJlg.)  ;  mais  en  prenant  les  différentielles 
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<lfr^acnne  àaspnposéM,  depuis  Tordre  m-^i  jusqu'à  l'ordre  n  ïncluai- 
Tement,  on  se  [vocoreTa  un  aoinbre  d'éqottioiifi  exprimé  par 

et  ponr  que  rélimination  puisse  «roir  lieu ,  il  &udra  que  Von  ait 

n  &utl)ien  remarquer  que  l'ordre  calculé  par  ces  formules,  sera  le 
l^ns  élevé,  auquel  puisse  atteindre  l'éqnation  finale,  dans  le  cas  géaé- 
ni ,  mais. que  par  l'effet  des  relations  particulières  qui  peuvent  se  troa- 
T^r  entre  les  termes  4es  équatioofi  proposées,  on  obtiendra  quelqu^ois 
des.  résultats  ]p|us-9i|pples.  . 

On  pourrait  sepooposo:  la  détemwnation  des  diverses  formes  d'équa- 
tions prûnitiTes  qui- ofireitf  de  ces  relations;  ;mais  de  semblables, re- 
cbercbes  n'ont  d'intérêt  que  lorsqu'il  s'agit  de  remonter  des  équations 
différeatielles  partielles  aux  équations  primitives  dont  elles  0<>nt  de'rivéw, 
ce  qui  est  l'objet  du  calcul  intégral;  et  ce  que  l'on  vtent  de  voir  sioffit  . 
pourmontEçr  qn'i  l'égard  des  équations  à  trois  variables,  la  loi  4e  la 
disparition  des  fonctions  n'a  pas  généralement ,  avec  l'ordre  des  diffé- 
rentiations, la.  même  analogie,  que  la  disparition  des  constantes  dans  . 
les  écpiatioms  a  deux  vaiiabls». 

,    8o.  Ce  qni  précède  me  parait  renfermer  les  .principes  fondamental    B«fldooi  m 
du  calcul  différentiel,  envisagé   dans  tonte   son  étendue ,  en  ne  l'ai)-  ''  'nA«f*ï*iqo« 

,  .,,.  ,.'  »ï,<l<l  calcul  dlH- 

pujant  que  sur  des  considérations  parement  analyticpes  et  mdepen-  mud  «  ■«  «> 
dantes  de  tonte  hypotbèse  sur  la  valeur  et  la  nature  des  accroissemens  ,  »■>*■>■<"■- 
qni  ne  se  montrent  dans  le  calcul  que  pour  marquer  la  trace  des  opéra- 
tions par  lesquelles  on  est  parvenu  aax  fonctions  appelées   coefflciens 
différentiels,  dont  la  d^t^mination  est  le  véritable  objet  de  cette  branche 
de  l'Analyse.  Léibnitz,  a  qui  nous  en  devons  là  connaissance,  l'a  présen- 
tée d'une  manière  moins  rigoureuse  en  apparence,  mais  cependant  bien 
ctmunode  dans  les  applications ,  et  souvent  utile  par  cette  raison.  11  sup- 
pose que  les  quantités  variables  >  prennent  des  accroissemens  infiniment 
petits  et  tds  qu'on'  doit  les .  négliger  vis-^vis  des  grandeurs  .finies,  en^ 
sorte  que  ces  accroissemens  ne  peuvent  jamais  être  comparés  qu'entre   - 
eux-;  il  forme  ensuite  cette  demande,  <ju'on  puisse  prendra,  à  volonté ^ 
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fpnê  pMT  tiulret  deux  gftaidain  <fiti  ne  diffèrent  «ntre  Met  fue  jfuw 
quantité  uniment  petite;  d'«4  it  réffrite  i|u'îl  iàUil  supprimer  tlaiu  le 
déTeloppement  d«s  accroissemens  des  fonctions ,  toutes  les  puissances 
de  Ax,  ày-f  etc.  supér4e«i«s  à  la  preoùire.  Aiosî  pour  obtenir  Udiffé- 
rentielle  de  x^*»  ayant  développé  le  produit 

(j: +d:c)  (7  +  d/)  =  jrr  +  jniy +jdr  +  dra;-, 

et  retranclié  ensuite  la  fonction  pnmtliva  ^,  il  rejette^  le  terme  dxd^,' 

comme  étant  intluiment  petit  à  l'égard  des  deux  autres  ^  ce  qui  donne 

d .  JÇf = «^  '^jrAx. 

En  elFet ,  Azdy  peut  être  considéra  «onime  le  c[aâlrîlinie  tena«  à^ 

cette  propcpitimi:    t'.AxtzdfX  dcd^;  dottc  ri  do;  «it  iflfiniflUHtt  pâtit 

par  rapport  aux  gnmftairt  finies  de  h  même  espèce*  4fae  l^ftilé,  c'en* 

.  à-dire ,  s'il  est  contenu  on  nombre  infini  de  fws  dans  l'aBÎtë,  AdA^  âWft 

contecru  de  même  en  nombre  inSmi  de  itî»  àuu  dr,  oe  dan  df. 

La  règle  de  là  «ËfiBrentktion  de  jrf  condut,  oùsi  qn'on  l'a  m 
^(**  9*t  10,  anx  difl^entielles  de  toates  les  foncdons  algâicitjDel; 
et  pour  les  fonctions  traiwcenAtntn ,  la  soppositioK  des  acoraiaBe* 
Tneas  mfiftknem  petth  Urre  beaucoup  de  difficultés  :  dass.  le  cas  des 
foneliaiu  «rculairet,  par  exeia^,  elle  pennet  de  çoaaixUrer  l'ac 
tmmue  «te  dil^^nt  peint  de  aoft  «Imi  ,  et  ie  caùnm  caouoe  égal 
ira  ra^a. 

LluHnogénéîté  des  expressions  diâereatîelici  est  «ne  mile  inV  nmiin 
de  la  méthode  de  Leiboitz  ;  car  d'après  I«  remarque  feite  ci-dessus,  à 
l'égard  d^  dxdj' ,  il  ne  peut  rester  que  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé  j   tous  les  autres  devant  être  négligés  rià-i-vis  de  ceux-ci. 

En  passant  au  second  ordre  ^  Leibnitz  regarde  les  differenliellei 
secondes  comme  infiniment  petites  par  rapport  aux  dilTérehtielles 
premières,  et  par  conséquent' comme  bomogènes  ou  comparables  aux 
quarrés  de  ceUes-cii  U  est  !Ûsé  de  voir  que  cette  suppOB^ion  est  one 
censéquence  nécessaire  de  celle  qui  a  été  feile  à  fégard  des  dlîffSren- 
tielles  du  premier  ordre  ;■  car  si. dans  Max -f^ JV&f  y  par  exemple,  on 
fait  varier  en  même  temps  que  dx  et  ày,  tes  x  et  les  j  Contenus  danft 
M  et  dans  iV,  on  aurfl  un  résultat  delà  forme 

Mais  éx*,  ix^j  etdf*  «ont  infiniment  ^petits  à'réiarddedxetdedT-:  il 
font  donc,  pouf  Fhomogénéité,  que  d*x  ef  'ày  «OÎent  înftoîment  petits 
par  rapport  Ji  dx  et  à  d^. 
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Dsoit  de  ïkt^epourtFQwer.ies  differaïUiiaUei secvtdes ,  troitièTMSjOtc.  j 
il  faul  regarder  les  différentielles  comme  de  nouvelles  variables  qui  ont 
elles-mêmes  leurs  différentielles  placées  dans  tordre  supérieur  ^  et  rejeter 
du  résultat  tous  les  tetmes  qui  seraient  d^un  ordre  plus  élevé  que  celui-là. 

C'est  de  ce  petit  nombre  de  règle»  que  sç  déduisent  le&  divets  pro- 
cédés de  la  diOërentiation;.  et  on  voit  qu'elles,  renferment  toutes  celles 
que  naos  avons  déjà  données. 

La  sacc«6SHu  ïadéfiiuft  d»  quai^tcls  iafînîment  pelitefi  les  nnes  à 
Lëgicddes  tntrefty  pavais  à  ploùeur»  Géomètres,  bien  difficîU  ^  accor- 
d«r;  et,  à  la  'vénté'>  fut  s«ii.T4Bt bien  val  expbqiAéft  pw  des  commçnr- 
tateuTS  maladrAÏte  ;  cur  Vcmtiarraa  n*  cowîsta  qne  dans  l'éaoaciatioii. 
En  s'attediMt  à  moKtr«r  «pK  d«w  ks  applîmlraM  dq  calcul  dîfféren- 
lid,  on  a*«iafilQMi  ymus  ^e  les  rapporta  4es  diftwentieUes^  il  s«^  . 
da  rappeler  ^m  ces  qùtdùéi ,  rapportées  k  TaccvcHSseawat  iadétei* 
nnné  âkia  vaiâ^de.  îodDpMidamta  x,  sont  d»  la.  kamm 

pdXf    ^dr*,    râj^f    etc.     (^i), 

pour  £Eiir«  coaeavtHF  9im<  les  nf^port*  de  cbacone  ateo  toufes  celles  qut 
la  précèdent,  et  en  goiéral,  avec  toute  expression  qm  ne  contMmdiiMl 
que  des  puissances  inféiieures  da  àar(InK  i4)  ^'évanouissent  lorsqu'on  &it 
djr  =:  o.  Tel  est  l'esprit  des  principes  sur  lesquels  D*AleDobert  et  Euler 
ont  fondé  la  métaphysique  du  éatcul  dtAeranUelî  mais  le  premier  mit 
pliia  de  précision,  dans  les  termes  de  sa  théorie,  déduilA  de  la  ponsidé- 
.jvtioD  des  limites,  qœ  j'ai  déjà  indiquée  (4)* 

8i.  Je  ne  parlerai  point  ici  de  la  théorie  que  Newton,  qui  partage  avec 
Leilmits  H  gloire  d'avoir  découvert  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
intégral,  a  donnée  de  ces  c^cnls,  parce  qu'elle  tient  à  la  considération 
'dn  mouvement ,  qai  est  étrangère  à  l'analyse  et  à  la  gétunétrie ,  el  qni 
'dfeiltenrs  ne  sauraif,  par  «iQ«-méme ,  dispenser  da  cwindérer  des  quanr 
tités  évanouissantes.   (Voyex  à  ce  flvjet  le  Discours  préliminaire.) 

l^nden  ,  compatriote  de  Newton  ,  parait  être  le  premier  qui  ait  pensé 
9.  ramener  le  Calcul  différentiel  a^  de»  notions  purement  alge'briques. 
Ses  écrits  sur  V^nafyse  des  résidus  (  T/ie  residual  analjrsis  )  j  publiés 
vers  1760,  présentent  ce  calcul  comme  ayant  pour  premier  objet  de 
,  troaver  le  développement  du  quotient  de  la  différence  de  deux  fonc- 
,  (ions  pareilles  des  quantités  x  et  j/j  divisée  par  la  différence  de  (ses 
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quantités,  c*est-à'-dire,  ledéreloppemeat  de  l'expression 

et  lorsque  ce  qaotiept  est  obtenu  de  manière;  k  n«  conserrer  tiicane 
trace  du  diviseur  x* — a:,  (m  y  fait  j/=ïj:,  ensorte  que  le  dernier  but 
an  calcul  est  de  parvenir  à  une  valeur  particulière  (^spécial  value)  du 
rappel  ci-dessus.  Je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  des  procédés  ioue- 
ginés  par  Landen ,  pour  former  les  développen&ens  àtMt  il  a  besoin  ; 
on  peut  en  prendre  une  idée  dans  le  CoiT^Umenl  des  Ètêrtiens  tt^l- 
gèhref  par  l'usage  qne  j'en  fais  pour  démontrer  la  formnle  dit  binôme^ 
et  développer  les  fonctions  exponentielles  et  logarithmiques. 
-  li  est  bien  &cile  de  s'appercevoir  que  la  recherche  du  développement 
considéré  par  Landen ,  rentre  dans  celle  de  la  limité  dn  rapport  des 
hccTOissemens  des  quantités'  x  et  f(^),'et  né  dépend  qàé  de  la  pos- 
sibilité de  développer»  snivuit  les  puissances  de  l'accnùasMaent  ,às  x; 
le  secoad  état  de  f(jc).  En  effet,  si  1'^  pose 
j/  —  j:  -I-  A, 
f(x')  =  fC;c4-A)=f(x)4-;'*-HQA-H-ia»+etc., 
on  aura 

__p^-_-.B=. S_^j^ .  .     ..  , 

=  P  4- ÇA  +  iïA- -f.  etc.  ;  ' 
le  dernier  résultat  n'étant  plus  divise'  pair  A ,  ou  j  pourra  faire  A  ^  o  , 
c'est-à-dire  x'=J?j  et  on   tombera  sur  la  fonction  qne  j'ai  nonunétt 
eo^cieiU  différentiel j  qui ,  comme  on  le  voit,  est  identique  avec  cdUe 
que  Landen  a^»eUe  valeur  spéciale. 

n  est  évident  que  Tëxistence  de  cette  valeur,  relativement 'k  une 
■foiiction  quelconque,  tient  à  k  possibilité  (démontrée  dans  le  n'  17) 
de  développer  £(x  +  h)  suivant  les  puissances-  de  A ,.  dans  la  forme  as- 
signée, car  dans  toute  autre  il  resterait,  soU  au -dividende,  soit  an  jj:< 
vikeiir,  des  puissances  de  A,  et  It  rapport  def(x')—f(j:)  à  y—xj 
deviendrait  nul  ou  joSni,  par  la  supposition  de  .x^.=£X.  Cette  difScnlté, 
commune  à  la  recherche  des  coeflSciens  différentiels,  par  la  considéra- 
tion des  limites,  aussi  bien  qu'à  la  théorie  de  Landen,  ne  s'est  présenr 
tée  ni  à  ce  Géomètre  ,  ni  à  D'Alembert,  parce  que  n'ayant  en  vue  que  de 
parvenir  aux  coefBcîeos  différentiels  des  fonctions  algébriques  et  des 
fonctions,  transcendantes  connues ,  et  les  obtenant  par  l'application  d« 
leurs  méthodes,  ils  né  {cuvaient  concevoir  aucun  doute  snr  l'existeaco 
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4é  ces  cDefficiens  (*).  C'est  £ulei[  qui,  e^  ré«a{HtuUnt  les  formes  que 


(*)  L'exûtence  Je  la  limite  du  rapport  ^  J i-i ,  pgot  être  pronrée  immédia- 

tement  d'nne  manière  fort  simple.  Voici  lu  démonstration  qu'en  adonnée  M.  Bioet  jûé, 
profesMnr  de  Mathématiques  transcendantes  an  Ljcét  de  Rennes. 

Soit  jf — x^k;  li  on  conçoit  l'intervalle  h  ,  partagé  en  un  lumbra  n  d'interralles 
ipMX,  et  que  l'oa  ^enae  sacceisir«neQt  pour  xf  et  poar  x  deux  valeurs  coiuécntirei 
daiu  laiim 

■\ , x  +  ~  , 


»                                         »                                    *        » 
• • :^     t  ^=-^.  W 


^^î  wront  de  nftme  signe ,  si  b  fonction  proposa*  est  tonjonn  croissante  oa  toajtwri' 
décroissante,  depuis^  jusqu'à  a^,  ce  qui  ne  saurait  manquer  d'arriTW  en  prenant  la  dilFé- 
renctf  sf—  x  d'une  petitesse  cenTenable  ;  et  dans  cette  bypothèse  ,  la  somme  des  t*- 
leurs  ci-dcssns,  en  j  effarant  les  tenues  de  ngnes  contraires ,  m  réduit  à 

fÇg  +  a)  — f'-r)_^ff(j=  +  A)--f'Wl       ^ff<30-f(j)l 


Il  idU  de  U  qae,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  n,  et  par  cottaiqaent  qa^qnf 
petite  qoe  soit  la  diiFérence  -  entre  deux  valeun  consécutirea  de  a;  et  de  j/,  les 
quantités   (  jf)   ne  taurùeat   être   tontes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que. 

-A — , -—'i  puisque  dans  le  premier  cas,  un  nombre  n  de  cet  quantités  ne  un- 

raientfonnermiB somme  ansù  grande  qnenj-^ — 7— 1 ,  et  dans  le  second  cas,  une 

somme  aussi  petite  que  cette  même  quantité.  Mais  la  grand euré tant  assujétie,  dans  ses  chan< 

gemens,  A  la  loi  de  coadnuité,  ne  peut  s'évanouir  sans  devenir  d'abord  aussi  petite 

que  l'on  Toudra,  qu  passa  i  l'iiifiiû^  sans  dereiur  auparavant  «uii  considérable  qu'oA 

I.  3i 
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prenait  i'acfcroissbmeiit  ^m  fonctioitt  commcs»  lorsqu'on  le  d^lapfMÎt 
en  série  ,  a  énoncé  le  premier ,  comme  nn  théorème  général ,  que  pour 
toute  ibuctxon,  cet  accroissement  était  de  la  forme 

:P»  4- Ç**  +  ito» +.  5«* -H  etc. , 

à  désignant  l'accroisseiftenl  de  x. 

Frappé  de  Tongine  lumineuse  «t  féconde  qne  cette  énonciatian  don- 
qait  au  calcul  diflërentiel  >  etpar  laquelle  toutes  les  IiruurheE  «le  oe  c^Cnl 
paraissaient  beaucoup  mieux  liées  qu'elles  ne  l'avaient  été  jofqaes-lk , 
M.  Lagrang4,  coinme  je  1'^  déjà  dit,  en  fit,  d^  i??^!  ^^  ^*^^  d'nne 
exposition  purement  analytique  des  principes  da  cdcul  différentiel;  mais 
il  pe  s'engagea  point  alors  dans  les  considérations  qui  pouvaient  jw« 
t^ifier  le  théorème  â'Euler,  établi  seulement  par  iodacti«n  :  ce  n'est 
,  que  dans  la  Théorie  des  fonctions  analjti^ues ,  qu'il  s'en  est  occupé  pont' 
)a  .pvemière  fois,  et  s'est  attadié  à  écarter  non-seulement  du  calcul  dâî-~ 
fcihentîel  en  lui-même,  mais  encore  de  son  application  à  la  Géométrie 
et  à  la  Mécanique,  tonte  idée  d'infiniment  petits  et  de  limites  ;  et  il  in- 
troduisit k  cet  effet  des  signes  nouveaux.  En  partageant  afec  loula 
i'Europe ,  1%  re«pett  attaché  an  ^nom  et  aux  travaux  de  M.  Lagrange  » 
i'Merai  néanmoina  -n'-étre  -pas  de  l'avis  de  cet  homme  si  justement  cér 
lèbre ,  sur  les  moti£i  qui  paraissent  le  porter  à  introduire  une  nouvelle 
manière  d'écrire  les  résultats  du  calcul  différentiel  ;  car  je  crois  qu'il  est 
ftcile  '-de  prouver  qne  l'ancienne  n'a  point  en  elle-même  Vineonvénieta 
3e  rappeler 'conlinueîlement  Tidêe  fausse  des  ir^niment  petits. 

8a.  On  a  vu  jusqu'ici  commeat  les  circonstances  les  plus  con^pliquées 
dans  la  dérivation  des  coefiiciens  ttiSérentiek,  peuvent  ^^s^nmev  en 
n'employant  qne  la  caractéristiqne  proposée  par  Leibnitz,  et  adoptée 
partout,  excepté  en  Angleterre  ;  il  me  semble  pourtant  que  ceux  qui 
«tiront  bi««i  Saisi  l'esprit  du  n'  4j  et  les  formes  de  caknd  qui  en  r^ 
saltent,  ne  .pourront  trouveraucane  contradiction  enti% 'la  notetien  et  le 
point-de-vne  sous  lequel,  d'après  M.  Lagrange,  nous  avons  présenté 
le  Calcul  différentiel.  Sur  quelques  notions  préliminaires  que  l'on  s'ap- 

1«  Tondfa  :  donc  toutes  les  Taleun  de     ^    \~    ^^J-,  ne  peuvent  être  ni  nulles,  ai 

lofimeg ,  dans  l'intemlle  de  a/  k  x,  quelque  petit  qu'on  le  sappon  :  àamc  ce  nppctft 
'••t  «Hceptible  d'aae  lïiait*  «MignaUe. 


Digitizedby  VjOOQIC 


vu  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.      "  '345 

fuie,  ^Im  .fenction  tjae  j'ai  nommée  eoe^ient  différentiel i  serà  tou- 
'jours'  lé  mnltîpUcatettr  -  àé  la  première  puisBance'  de  l'accroîssement 
-de  la  vanille,  dans  le  déTelo]^ment  de  celui  de  la  foncUoD  pri- 
-miAve^  et  tant  ^e  I'od  attachera  aia.  mot  différence  la  BignifîcalioD  qu'on 
hxi  donne,  m^me  en  Arithmétique,  le  mot  différentiel  ne  fera  naître 
aucune  difficulté; -car,  quelle  que  soit  la  raison  pour  bqnelle  on  ne 
-conndàre  ipiê'  le  premier  tertne  de  la  diâërence,  toujours  est-il  vrci 
qn'eu  sa  bornant  ii  ce  terme,  on  n'aura  qu'une  différence  tronquée, 
^me  différeniitAlt  f  et  cala  ««w  r^n  prononcer  sur  sa  grandeur  aisoluB, 
taris  répéter  en  otH^tne  maniii^  tidée  d'infiniment  petit. 

Le  changement  de  métaphysique  ne  saurait  donc  conduire  \  an 
changement  de  notation,  tAy  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre,  là 
notation  ancîeniie  a  des  avantages  marqués  sur  celles  que  l'on  TOudrail 
lui  sutstkuer.  " 

n  &ut  d'abord  observer  qu'elle  doit  être  débarrassée  des  parendièses 
qu'Euler  employait. 'En  effet,  3^,  gî  ,  sont insai  clairs  que  f^V  G")  > 
qinnd  on  est  prévena  qne-z  est  une  fonction  .de  deua  variables  iodé* 
.pendantes  x  tif^  ce  <^e  l'énoacé  de  la  question,  ouïe  sens  dont  U  est 
s^isceplible,  inique  toujours;  et  l'on  ne  peut  plus  confondre  alors  ^ 
|tTe<:  la  difiërentiells  tobde  de  2  »  divisée  par  dx ,  c'est-à-dire  avec  ^ 

:  Ë^+l»  ■; 

àx        "  * 
'expression  ^ui,   se  réduisant  & 

dg    ,    da    dy 

ae  signifie  qnelqae  chose  qu'autant  que  Ton  regarde,  ta  moins  imptï* 
citement,  j  comme  une  fonction  de  x.  MM.  Lagrange  et  Legendre 
avaient  déjît  depuis  long-temps  supprimé  les  parenthèses  dans  leurs 
calculs ,  et  j'ai  cru  pouvoir ,  sans  inconvénient,  suivre  l'exemple  qu'il* 
Avaient  donné.  Fontaine,  qui,  le  premier,  appliqua  la  notation  dft 
Leîbnitz  âui  différentielles  naturelles,  proposa  de  désigner  par  ^^ 
le  rapport  de  do?  à  la  différentielle  totale  de  ^,  afin  de  le  distinguer 
du  coefficient  de  dx,  datas  cette  différwiti«U«,  ce  qui  est  assurément 
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fort  simple,  et  peut  servir  dans  un  cas  assez  inaportant:  c'eHiort^ne 
l-onétablit  entre  plusieurs  des  variables  contenues  dans  la  fonction,  une 
nouvelle  dépendance,  qui  fait  varier  en  même  temps  plusieurs  de  ces  quan- 
tile's,  qui  avaient  éli  d'abord  différentiçes  isolément.  ïl  naît  de  là  de  nbo- 
veàaKCoeffîcieiis  différentiels  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avecles  premiers. 
■•  On  pourrait  encore  adapter  à  ce  cas,  une  notation  déjà  mise  en  usage, 
«ous  un  autre  point-de-vue ,  par  les  premiers  Géomètres  de  notre  ûède, 
et  qui  me  paraît  très-expressive.  Comme  il  n'arrive  que  par  la'  réduction 
implicite  àa  nombre  de  variables  indépendantes ,  on  écrirait  au  bas 
de  la  fonction  les  variables  auxquelles  .elle  est  rapportée,'  laissant  la 
fonction  simple  pour  les  circonstances  oii  l'on  y  fiiil  varier  séparémoit 
toutes  les  quantités  qui  entrent  explicitement  dans  sa  composition.  Par 
exemple,  u  désignant  une  fonction  des  variables  x^j'jSf  dans  la- 
quelle on  regarde  »  comme  dépendante  de  x  et  de  ^,  ce  <pi  rédjut 
u  en  fonction  implicite  de  x  et  de^,  on  pourrait  écrire 

au...  ,.        1      au    ,  du  ds 

-d^    au  heu  de    gi+Eïi» 

ou  bien  si  les  différen^eUes  relatives  aox  variations  explicites  se  pr^ 
sentaient  plus  '  rarement  que  les  aiitres,  on  retiendrait  ~^ponr  le  coef- 
ficient différentiel  relatif  à  la  variation  de  tout  ce  qui  dépend  de  jc^  et 
on  niettràit  -^,  -^,  -p,  pour  les  trois  coêffiâens  différentiels  rè- 
hti&  anx  variables  considérées  comme  indépendantes;  mais  il  serait  en- 
core plus  simple  d'appliquer  un  accent  au  d,  ou  de  lui  donner  une 
forme  particulière,  comme  celle-ci  :d,  ou  enfin  d'employer  un  J^,  etc. 
pour  marquer  les  différentielles  relatives  aux  variations. impHckes.'Ges 
conventions,  Êiciles  à  imaginer  et  à  saisir,  montrent  qu'on  peut  trou- 
ver aisément  des  ressources  pour  exprimer,  sans  sortir  de  l'esprit  de  la 
notation  générale,  les  circonstances  passagères  dans  lesquelles  on  peut 
aToir' besoin  d'-abréger  les  développemens  qn'elle'exigerait.     '  - 

Après  avoir  montré  qçe  la  notation  de  Leibnitz  satis&it  à  tout ,  je* 
tons  un  coup-d'œil  sor  les  autres,  en  commençant  par  celles  qui  sont 
employées  dans  la  Théorie  des  fonctions  anmljtitfues.  La  première,  qui  se* 
npporte  aux  fonctions  d'une  seide  variable,  consiste  à  substituer  à  la  va- 
riable j  ,  regardée  comme  fonction,  de  x,  par.  exemple ,  1«  syndbolf 
f  (x),   et  à  représenter  les  coeâSciens  différentiels 

%>  %•  %'  '«• 
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mais  les  acceu6  ne  peuyeat  servir  sçuls  que  lorsqu'il  ne  s'agit  encore 
que  des  fi>ncdo,a5  de  dei^  variables,  en  affectant  lés  accéos  supérieurs 
aux  Tariations  die  Tiine ,  et  les  accens  inférieurs  aux  variations  de  l'antrei 
C'est  ainsi  que  M.  Lagrange  a  d'abord  exprimé  Ira  coefBciens  différentiels 

d»         d«        d's        d-»  d^     • 

ds*       dy*      a?»      ^»'5^» 

d'une  fonetion  de  deux  variables,  par 

f(a:,j),    i(x,r),    n^,^),    f>.r).    n^>:r)' 

Pour  aller  aur^eU,  cet  illustre  Géomètre  écrit  entre  des  parenthèses, 
après  le  signe  delà  fonction,  la  quantité,  on  les  quantités,  qu'il  regarde 
comme  Taîiables,  et  déâgne  par      . 

n^),  f(j),  *•(«)*  n*.^),-  n*,2).  nr,»), 

lès  coefficiens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre,  pour  la 
fonction  î(x,jr,  z).  . 

De  quelle  quantité  de  parenthèses  très^«sse^es  ne  &adrak-ii  pas 
charger  les  calculs,  en  suivant  cette  marche?  Les  accens,  d<xit  le 
nombre  devient  bîent6t  aœez  difficile  à  saisir,  sont-ils  aussi  commodes 
que  les  exposans  de  la  caractéristique  d?. Enfin,  quand  on  veut  repré- 
senter plusieurs  fonctions  k-larfois,  ne  Êtat-il  pas  introduire  d'autres 
si^esque  la  lettre  f?  ... 

'  S  parait  qnie  cette  dernière  conùdérarïon  a  engagé  t/f^  Lag^nge  k , 
modifier  de  nouveau  sa  notation ,  va  affectant  aux  coeffîciena  diflërei^^ 
tiels  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  Z,  dépendante  de» 
trois  variables  x ,  ^  et  2,  les  signes  suivans  r 

(f).(7)'(f)' 

.    (|:.),(|;),(S).  (i);.(^).(^>;    . 

(Note  X  de  la  Bâsolution  des  Équations  ntunèriques.) 

Cette  quatriètne  notation  eet  encore  «uj^te  aux  diffiodlés  qui  naivent 
de  l'emploi  des  accens  et  de  l'embarras  des  parenthèses;  j'avouerai  même 
que  la  troisième  ne  comportant  point  de  dénominateurs,  qui,dansrim- 
pression,'  exigent  une  double  ligne,  me  parait  préférable  dans  les  cas. 
fiù  l'on  ne  considérerait  qu^une  ou;  deux  fonctions  dif^eates.  Mais  il 
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faut  surtout  remarquer =que  la  qualrièmo  notation  de  M.  Lagranj^c  pr^ 
^nte  pour-  ch&qne  coefficient  différentiel  le  même  nombre  de  «igné? 
qne  celle  d'Euler  et  celle  de  Waring,  le  premier^  analyste  qui  ait  trans> 
porté  en  Angleterre  le  calcul  des  différeotieUes  partielles.  Voici  ua 
exemple  de  ces  trois  notations  placées  dans  l'ordre  de  leurs  dates. 


(e|).     (^).    ,(^> 


Dans  la  seconde ,  qui  est  celle  de  Waring,  les  points  adoptes  par  Newton 
et  par  tous  )es  Géomètres  angla'ifi,  ont'  pris  la  place  des  â,  dont  s'est 
9ervi  Leibnitz,  et  tous  les  Gé<)mètres  da  eontimat,  sortis  de  loa 
^cole.  : 

Ëuler  a  insisté,  dans  la  Fré&ce  de  ses  Institutiûnes  ôalaUi  di^rcn* 
tialisj  sur  les  défauts  de  la  notation , anglaise  j  qoî  devient  difficile  k 
écrire  et  '  inéme  à,  ffà^ ,  dès .  qntî  le  Qombre  de  points  .surpasse  trois  ; 
et  on  ne  voit  pas  comment  il  serait  possible  de  l'indiquer  p^r  des  cbiffirçs. 
sans  risquer  de  les  confondre, avec  les  exposftns  :  on  sent,  -d'ailleurs, 
qu'il  est  aisé  d'oublier  un  point  en  écrÏTant,  oi;  qu'il  cesse  de  paraître 
flans  l'impresûon.  Plusieurs  de  ces  objections  s'appliquent  k  la  nota- 
tion de  M.  Lagfange,  qui  aurait  en  outre  l'incoore'nient  assez  grand 
de  priver  souvent  les  Analystes  de  la  &culté  dé  représenter  ^  la  même 
Iffttre,  accentuée  diversement^  des  quantités  qui  ont  des  ngnifications 
inalogUes.  L'emploi  du  d  n'est  sujet  k  aucune  de  ces  difficiillés  ;  cette 
caractéristique  est  de  la  plus  grande  évidence,  surtout  si,  en  coosïdé^ 
teAt  qn'ellé  est  le  signé  d'une  opération,  on  l'écrit  en  romam,  en  laïs- 
fltnt  la  lettre  italique  pour  la  désignation  des  grandeurs,  ce  que  n'a  point 
observé  Ëaler  :  enfîh  les  ex^sans  qui  oiarquent  le  nombre  de  fois  que 
la  différentiation  a  été  répétée,  étant  appliqués  k  la  caractérîstiqtie  ~d; 
se  présentent  avec  la  plus  grande  clarté. 


85.  Landen,  qui  fondait  le  calcul  difierentiel  sur  d'autres  principes 
que  Leibnitz  et  Newton  (6t),  avait  également  jugé  à  propos  d'établir 
de  nônrcanx  signes  ;  mais  ses  dtfrraget,  -quiïiqut  fort  ingénieux ,  pa- 
raissent avc^  été  peu  lus.  U  n'en  pouvait  être  de  même  de  ceux  de 
AC.  Iiagrange;  et  en  attirant  l'attention  de  la  plupart  des  Géomètres, 
sur  k  métaphysique  da  calcul  différentiel,  il  a  st^géré  à  quelques-uns 
desidées  qu'ils  ont  aussi  vovlu  «iq^rimer  pw  des  signe»  qui  leur  fusswit 
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lesAïuiew,  binsi^«e  je  cmîs  rxroir  prouT^-,  pusscot 

•y  fréter  ^aloiDent.  .fe  «tmiïlp  i  pné^eâlL  kiit  «uAÎènM  diSorent»  d'ex- 

primer  U  «petf  deoft  âi£ët«âtid  4'iki{3  foacbpa  >  mtoû-  : 

'  Lapreaûè»  ««t  tir^  dee  signes  de  Lfnbnte^  la  secoade^  de  ee«x  d« 
Kewton-;  la  'troistëme  -est  'OeUe  qu'avùt  adoptée  Luiden ,  dans  les  ou- 
vrages i{iwfai  làté»  {dos  iuttt,-la  qaatRciae  Et  kidst^mèaie  sont  eio- 
ploye'es  -par  M.  Lagrange. 

'  La  nzième  Ji  ëlé  froposife  -pw  M.  |>aaqincli ,  dans  tm  intémssaal 
ouvrage  ^'3  a  piâdië  -m  1799,  sar  k  Cal«^  dôSÎRBKtiel  et  iat^ral  g 
ki  dnr  là  Mécta^c[ite,-oà>  tinuiit les  pnncipet  <dB  -tCakul  difFéreBlâel  de 
la  limite  da  rapport  ^e  l'accroisumeM  d'iaw  iCimclkni  à  ceiw  de  sa 
Variole  ,  il  app<âle  cette  Innhe  naisoM  diffemaie&j  \et  ie  signe  qui  le 
reprësente,  exftosant  4e  Ja  -mison  iHjffSnntielîe. 

1R. 'GniBon«e  KA  de>k«efftîètae,.4u»  au  Mémoàr^  ■tm-  le  Caievl 
"ff exposition f  -cpi  répond  ta.  dévebippcinent  des  i»»etioQS  es  aûies, 
\  Jfead.. de  Berlin,  anntée*  2796,  0799). 

'  EifBn  ce  déreloppeiBest,  (pà  (depais  ipêlqnc  feeatps ^pctupe  laplo 
'paà-des  Analyates  ^emgaids,  a  &it  paître  à  M.  .Kràmpt,  géomètre 
déjà  conna  par  un  Traité  trè^enutrquaUle  sur  Jes  réfractions  MtrwM* 
tnïqttes,  Viàéc  de  ^t  ptttt  ^Qi^menKSt  le  Caleid  "diffiénenkhl  ;è  i!^- 
gèbre  ardhiai^j'en  ne:défef0eMit  ^e'pnmier^eqiardB  pH»c^  <p);,'il 
^til -sdîrre 'potir  passer  de  la  4bn«liton 

jéaf    ^  Ss^    +'Cj^ etc., 

À  la  fonrlion 

^ipération  qu'ôn-a  occasRm  dieffcotner'en  AIgtiwe,  pow  fa  tfeftkietfcbe 
'^  racines  égales  dss  '^stions  (;Éiém.  A'^^ëbrei)  ,  et  ^  :  eon^t  k 
^ne- rKmveHe  Jimàtion  dih-îvée  de-^lu  ]^r'amiireyem.±rratlt^UttBt.-€/uiçue  terrim- 
■par  fexpcsaht  >dé  h  vûrùAU,  0t^immuaitt  ensuite  eA:xéx^«at  ifuw 
imité  (*).  "^ 

(*)  On  s'étonnera  pent-Stre  de  de  qoe-je  n'ai  po^al  parU,  dans  l'^amiratioii  c^ 
"diMu,  dfli  iioiDl)](eiiMs  noutbai   qu'Arbogast  a  omploy^  dans    êon  Tmiié  dtf 
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Je  ne  dois  pas  oublier  de  protester  ici  combien  je  sçis  i9oigne  de 
l'intention  d'exercer  aucune  critique  sur  les  ouvrages  où  sont  propo- 
sées les  notations  que  fe  viens  de  rapproche^,  et  dans  lesquels  je  re- 
connais avec  empressement  qu'il  y  a  des  choses  très-intéressantes  ;  mais 
je  demande  la  permission  de  laïre  observer  que  c'est  un  principe  avoué 
de  tout  le  monde  ^  qu'il  ne  &ut  changer  les  signes  reçus  que  lorsqu'il* 
sont  en  contradiction  maoifeste  avec  les  idées  qu'ils  doivent  represeit- 
ter,  ou  lorsqu'on  peut' les  abréger  notablement,  ou  enfin  lorsqu'on  les 
modifiant,  on  les  rend  propres  à  développer  de  nouvefos  rapports  qu'on 
n'aurait  pas  apperçus  sans  celk.  Les  signes  du  Calcul  ^fiërentiel  ne  sont 
dans  aucun  de  ces  cas  :  tout  cb  dont  M.  Lagrange  a  enrichi  l'Analyse, 
dans  sa  Théorie  des  fonctions;  dans  sa  BÂsolutioh  des  Équations  nur^ 
mèritfnes,  dans  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  Jonctions ,  peut  être  expri- 
mé, avec  autant  de  simplicité  que  d'élégance^  par  les  caFaetères  usités^ 
eomme  on  l'a  pu  voir  dans  la  première  «dîtibn  de  ce  Traité ,  et  çomma 
on  en  serai  de  |dus  èn'pfais  convaincu  par  celle-ci,  pour  laquelle  j'ap* 
porterai  lé  plus  grand  soin  i  profiter  Ass  excelleos  écrits  que  je  viens 
de  citer.  Il  y  a  plus  :  j'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  d^  fonctions  ne 
saurait  atteindre  k  rien  que  le  giapd  Géomètre  qoi  en  est  l'invenleur 
ne  puisse  déduire  du  Calcul  différentiel  ;  et  if  me  semble  d'ailleurs  in- 
contestable que  le  passage  de  l'Algèbre  .au  Calcul  différentiel^  présenté 
comitie  il  l'esj  dsns  ce  chapitre,  du  jar  les  limites,,  comme  dans. le 
Traité  élémentaire  que  j'en  ai  publié,  ne  soit  wa^i  simple  que  le  pa»< 
sage  de  tAlgèbrë  au  Calcul  des  fonctions. 

Avaiit  donc  d'innover  dansas  signes,  déjà  si  multipliés  en  Analyse^ 
que  l'on  veuille  bien  penser  à  l'enâuiras  qu'éprouvent  ceux  qui  l'éta- 
dient  et  qui  voudraient  en  embrassier  l'ensemble,  d'avoir  sans  cesse  à 
rapprocher  des  formules  et  des  opérations  analogues,  rendues  par  des 
caractères  djfférensi  C'est  la  crainte  de  voir  outrir  cette  nouvelle  source 
de  difficultés,  qui  m'a  engagé  dans  des  détails  dont  la  longueur  sera 
justifiée  par  l'influence  qtie  ne  peut  manquer  d'exercer  l'homme  célèbre 
qui  semblait  «voir  projeté  une  révoludon  à  cet  égard  ;  et  l'on  trouvera 
tout  stmi^e  qu'en  attendant  l'époque,  où  des  progrè»  bien  caractérisés  légt- 
timeut  d'uoe  manière  ineoBtestable  l'enifiloi  de  signes  nouveaux  ,  on 
tâche  de  défiendre  ceux  avec  lesqui^  la  Mécani^ife  anal/rtigue  et  k 
/Mécanique  céleste  sont  écrites. 

dérivalions;  mas  il  faut  observer  qu'eDu  s'apffiqacnt  â  de>  fonctioiu  qui  ne  M&t 
pas  précnéneat  les  cotlGçieai  difFérantieli;  â  la  ririti,  elln  t'j  rapportant  &cile- 
pi^Dt  ;  auui  fia  lera-t-il  ^eatiga  dani  p«  ^  ta  niirre. 
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CHAPITRE  IL 

Usage  du  Calcul  di^rentiel  pour  déf^elopper  îeê  Jonctions,       « 

84-  Le  tbëorèm«  de  T^lor  offre  un  moyen  aussi  simple^  qn'élégant 
de  rédaire  les  fonctions  en  séries,   et  Toici  comment  :  Apidinûond* 

Si  on  représente  nne  fonction  cmelconqae  t(pc)  par  r,  on  a  (20)  théorème  d«.T«y- 

■        lor ,  «ux  dérelop- 

en  faisant  jc=:.o,  i{x'^k)  se  change  en  f(&),  et  en  déugnant  par 
F,  ¥%  y*,  y,  etc.  ce  que  deriennentj^j  g^,  ^,  gX  ,  etc.  dans 
cette  hypofbèse,  on  aura 

Cette  é<[aation  ayant  lien  quelle  que  soit  la  Taleor  de  A  >  on  pourra 
écrire  x  au  Heu  de  A,  ce  qui  ne  CbaJogera  rien  aux  quantités  K, 
y,  etc. ,  qû  ne  contiennent  point  cette  lettre;  et   on  aura  alors 

f(x)=  r+ r'î+ r'^+ r-^  +  etc. 

Les  opérations  que  nous  arons  &ites  sur  la  série 

ponr  parvenir  à  la-prëcédeate  ^  'se  réduisent  k  snppOMr  x=so  dans  les 
quantités  j',  ^^ ,  ,^j  etc.  ,  et  k  inettre  ensuite  x  an  liea  de  A  ;  nous 
pouvons  donc  ëcrire  dorénavant 

en  nous  rappelant  qa'iljaudrajaire  x=o  dans  la  Jonction  y  et  dans  chacun 
de  ses  co^ciens  différentiels.  Quelques  exemples  vont  éclaircir  cççï,    ; 

I.  33 
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a5o  CIXAP,  II.  DU  DÉVELOPPEMENT    . 

85.  Soit,  1'.  ^==:a'la  fonction  à  développer;  lorsqu'on  fiût  âîsso» 
ua  a  «*  s:  a*  s=  1 ,  d'où  y=:  i  j  de  ipiaa 

-$1  =  o-lo       1  (  r'  =  la 

II 

^  =  a-(I»)'l    ,  ]  y  =  (1")' 

^  =  «-(!.)■  i"  =  (U)' 

etc.  )  l  etc. 

par  conséquent  «"ssi+la^-f-  (la)*  —  •f*(ï«)'  77Î73 ■+****• 

86.  U  ^st  aisé  de  g'apperceToîr  par  ce  procédé ,  qu'on  ne  savait  dé- 
velopper, suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  une  fonc- 
tion qui  serait  telle  que  le»  quantités  V,  JF",  y,  I™,  etc.  devien- 
draient  infinies..   Si  on  avait,  par  exemple, ^=1jc,'  dans  ce    cas, 

^  =  î>  S  =  -5>  &=?.«'=•.  «'  '•  •"PPO"''»"'  de  x=o, 
rendrait  ces  quantités  infinies  aussi  bien  que  j.  Nous  remarquerons  en 
passant  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  toutes  les  quantite's  1^  ^t  ^*  ^^<^- 
deviennent  infinies  à-la-fots  pour  q«e  la  réduction  en  série  ne  puisse 
avoir  lieu  dans  la  forme  supposée;  nous  reviendrons  sur  tre  sujet  et 
nous  ieroos  connaître  'k  qooi  tient  la  difficulté, 
fiiou  s'était  proposé  js=il(a-^x)  on  aurait  en 


r=\a,     r=i,     1"=  — i. 


=  ?' 


87.  On  appliquera  sans  peine  aux /onotions  sinx  et  cosJ7,  le  pro- 
cédé  que  nous  venons  -d'eiposer  ;   ok  VcMiv«ra ,  pour  la  premî|K  , 

r=s;p,     r'==i,     r'oio,.   1^==— i,  «te, 

d'Où  i,i.;rs=x-;^H-j-^^-elc.. 

et   pour  la  seconde , 

j,   ,  "^  se»     .         3C* 

d  ou  cos  x=  1  — !  —  -♦-  - — s—,  —  etc. 

Cet  résultats,  ainsi  quelesprécédens,  sonf  conformes  à  ceuxdellntroducl. 
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88.  Si  on  représente  par  ^  un  «rc  de  cercle. dont  le  singB  soit  x, 

«n  aora  réqnalioa  diHëreBlielIe  d;*  =--==,  qui  nous   conduira  au 

développemeot  de  l'arc  suiraiit  les  poiasancet  du  sians.  En  efiet  on 
en  tirera 

^  =  (>—■)-•, 

g,  =  c.-^r*+3.f(— «-r-, 

^  =  3.3(1— j:-)~'  +  5.5.6a:'(i—a;')~^+5-5-7**{'-«')~''- 
En5àsantx^o,   on   troaTtira 

r=o,   i"=i,  r'==o,  r-!^,  r"i=o,   1^=3.3,  etc., 

«t  par  conséquent /=xH =H '-s  7-5  +  ctc-  ;  niais  nous  pouvons 

obtenir  inunédiatenient  le  ierrae  ^néral  de  cette  suite ,   en  observant 

que  j— ^  =  j-i  d'. ;  car  l'expression  générale  de  d".   " . , 

donnée  page  i85,  s'anéantit  lorsqu'on  suppose  xa^o,  tontes  les  fois 
que  le  nombre  n  est  impair ,  et  lorsqu'il  est  pair ,  elle  se  réduit  à  son 
dernier  tenne,  qui  devient 

a.4.6l..      n    '"("-0 1, 

en  eSaçant  les  fecteurs  communs  au  numérateur  et  an  dénominateur. 
Le  terme  eénéral  3— î^  — "J-'; — r-r  <  de  la  série  cherchéB,  deviendra 
donc,  en  mettant  pour  i  j[  la  valeur  de  'r-^d*.  1  éhh  qu'oa  vient  de 
trourer,  '-  -t-Zs-'-'  ^"T"-'.    ..    :  on  voit'  d*aiUeart  que  »  + 1  sera  néces- 

a.4.b.B n(n  +  i)  ^ 

sairement  un  nombre  impair. 

En  écrivant  siq/  an  lieu  de  x,   et  donnant  à  n  les  valeurs  succes- 
sives  o,  a,  4>  6»  et*^-  on  formera  la  série  suivante: 
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La  manière  dont  nous  y  sommes  parvenus  a  l'avantage  de  faire  con- 
naître ta  loi  que  suivent  ses  termes  ,  et  qu'on  n'appercevait  pas  d'abord 
par  le  procédé  du  •"  58    de  l'Introductiou. 

C'est  par  cette  séiie  que  Newton  a  calculé  la  longueur  de  la  cir- 
conférence. En  faisant  siny  =  i ,  elle  donne  l'arc  de 

90- =  ■ + ô  +  r|3  +  rrb  +  ïtI*?  +  «=• 

Si  on  supposait  siu^  =s  - ,  on  aurait  alors  l'arc  de  So*  par  une  série 
encore  plus  convergente  que  la  précédente ,  car  on  trouverait 

arc  de5*o*=iH— J!t,+t4-£  +  -t44 H    .wV,     -f- etc. 

a    '    a*. 3   *   a*. 4. 5    '    a*. 4-6.7        a'*.4.6.8.9    ' 

On  parviendrait  à  connaître  la  longueur  de  la  circonférence  entière» 
en  multipliant  le  premier  résultat  par  ^^  onle  second  par  13. 

8g.  Passons  à  la  recherche  de  met:  par  sa  tangente.  En  nommant 
j'  l'arc  et  x  sa  tangente,  on  a- 

*'  =  T^=A'0 +*■)-. 
d'où  il  smt 

%=,  -  ,(,+x-)-+Sa:-(,+^)-',    ■ 

^  =  34{i4-jt')->  — a88«'(i+jc')-<  +  584jt<(i+je)-»; 
'  en  &uaiit  x  isô,  on  trouvfl 

.  r=o,  i"=i,  i"=o,  y'=— a,  r"=o,  r»=j.î.4,  ««.= 

«n  a  donc^^x— -5-H — g-  — etc. 

La  loi  se  manifeste  dès  les  premiers  termes  ;  maïs  pour  s'assurer 
qu'aile  est  également  observée  dans  les  suivans ,  on  aura  recours ,  si 
FoD  veut,  à  la  formule  qui  exprime  la  différentielle  a''^  de  la  fonction 
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(a^ix-i-cx*)',  page  i8S.  Dans  cette  application, 

r^— 1,       0=1,       b=Of       css:  I  ; 
et  il  s'ensuit 

pS=Sl-\-X',  lfS=2X. 

On  voit  d'abord,  par  la  Yaleor  de  7,  que  la  snpposidon  de  x,^o,  anéan- 
lit  toute  l'expression,  quand  n  est  impaire,  mais  que  dans  le  cas  coor* 
traire  le  dernier,  terme,  qui  est  alors 

r(r-i).  ■  ■(r-ii  +  i)r--darMi(n-iXn-a)  ■  ■ .  1  J^ 
1.^.3.. ...ï.(r-i.+i)(iw„+a)....(r-2) 

tnbuste;  et  en  y  £ùsant  r=s—t ,  p=i ,  c^i,  il  se  *Ttfdmt  i 
ds  I  .a. 5. .  .ndjc",  selon  que  ~  est  nn  nombre  pair  ou  impair.  Telle 
est  la  valenr  particulière  de  d'.(i  +a;*)~'î  et  en  observant  qu'elle  ré- 
pond k  à.'*y,  le  terme  général  ^^  .  — -j-i!l^-p-^  ,    deriendra 

dv  1 
(_*)  Je  crcùf  devoir  faire  FenMrqtttr.  que  ù  dani  l'iqaation  -(^3s-r;=aK,  on  ré- 
duisait — ■ en  série',  on  «nnût 

i.a - 

En  représentant  par  ^,  B,  C,.  ...JV,  Olef  coefficient  des  termes  de  la  dernière  série, 
on  aura 

^  =  i+^«»  +  &c*  +  Cï*+....+JVx«+pj(^+etc., 
tt  en  différentiant,  il  Tiendra 

^=  aAx  +  4Bx^-^6Cafi+ ^-»^J:— '  +  C«+a>P*^'  +  ete., 

d^  =• i.a..i.  nff  +  a.3....C't-f330j?  +  et'^- 
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go.  Je  Taîs  passer  )t  un  exemple  dans  leqad  la.foDClian  3i  d^^p^ 
per  sera  donnée  implicitement  par  une  équalîon  difiërentielle,  et  qui 
montrera  sufllsamment  de  quelle  manière  il  faudrait  opérer  dans  les 
cas  plus  compliqués  du  même  genre. 

£^  appelant  x  l'arc,  etj  sa  tangente,  on  a  dx=—J^-  ,  ei  par 
coDSéfpient  ¥-^^  i  -hj*  '  l'expression  de  h^  dépend  donc  tOon  de  la 
fonction^  elle-même;  aussi  les  coefficiens  différentiels,  an  lieu  d'être 
^nnés  explicitement  par  la  variable  indépendante,  ne  pourront  »e 
déterminer  que  les  uns  par  les  aalre* ,  au  mojen  des  différentiations 
flûccessiTes  de  l'équation 


qu  donnent 


Pour  passer. de  là  aux  valeurs  des  coefficiens  V,  JT,  J*,  etc.,  il  fca- 
dra  faire  x=o;  mais  n'ayant  point  d'équatioa  primitive  entre  x  et/, 
on  ne  connaîtrait  point  K,  si  l'on  ne  savait  d'ailleurs  qu'à  l'arc  x=!0, 
répond  une  tangente  j'sro.  Avec  cette  valev  et  les  équations  ci-dessus. 


à  i.a...ft.iV:  4oae  7-^ 


ax*t'  1.3. . .(«+() 

jy.»**-'                      i.».5...(n-i)g'»' 
n+i    '        °°-       a.4.6 «(«-t-T)* 

en  mettant  pour  N  ta.  valeur. 

En  Tidninit  an  •érie  le  btDome  (i  -f-»')-'  daas  Téçoatii»  3Z  :=  -^-j,  on  aun 

iV»  A t ,  Mbn  i^w  ^  «era  UQ  noabrt  pur  «n  ia^air  ;  M  b tmoè  gteérd.  -^^ 


dcfiendra  ± — r*-- 
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poussées  jusqaVa  septième  ordre,  on  obtient 

r=»,  i"=i.  r'  =  o,  r-  =  i,  r'  =  o, 
r'=  i6,  r"=o,  r'"=37j, 

d'où  il  r^ulte 

■r  =  I  +  m + ...,5.4.i  +  ....3.4.5.6.7  +  '"■ 

n  est  visible  que  pour  tronver  le  terme  général  de  cette  série ,  il 
faudrait  connaître  l'expression  de  d".(i4-^'},  au  moins  dans  le  cas 
de  x-^o-;  mais  on  ygit  <{u'ancune  ^âeventielle  de^  ne  pouvant  être 
prise  pour  constante,  l'expressiott  chercbée  doit  les  contenir  toutes  jus- 
qu'à celle  de  l'ordre  n  inclusÎTement  :  on  ne  peut  donc ,  de  cette  ma- 
nière^ apniner  le  coefficient  rrj.,  ijn'au  moyen  de  tous  ceux  qui  le 
précèdent. 

J«  ne  m'arrdteni  xm  moment  à  cette  recherche ,  que  parce  qu'efle  m« 
fiDomira  l'occasion  de  fiùre  connaître  deux  résultats  différentiels  renur> 
^piables  parlew  ioraxe. 


gi.  J'obswre  d'abord  qu'on  a  d'(i4-^*)=d'./':=d"(j-._7-),  et  que 
c'est  la  réduction  des  termes  semblables  qui  empêche  de  reconnaître 
la  loi  de  formation  des  différenlielles  successives  de  j*.  Pour  éviter 
cette  réduction^i«  suppose  cpi'oa  ait ^2  au  lieu  de^*;  alors  en  difië»- 
rentiant  plusieurs  fois  de  suite,  je  trouve 

.  d  .fz  i^jrdz   ■+-  z^, 

â^.jz  1=:  j-d*z  +  ad^da   -f-  zAy 

AKjz  =  j-d^a  H-  Sd^d'a  +  Zdzd\r   +  zdy 

d*._/z  =jà*z  -+-  4dj-dh  7f-.6d'7d'3  +  4dzdy  +  zd^ 

'  ttc.  : 

L'attftlogte  -  de  ces  formules  avec  les  puissances  du  binôme  est  sen- 
sible, et  on  la  rend  tout-à-iait^idente  par  «n  procédé  semblable 
î  celm  du  n*  5a.  £n  effet,  soit 

i'.fzt=-j^'z  -h^d;-d'-'2+  5d^d— 'z  +  Cd^j-d—s  +  etc. , 

Jy  B.f  C,  etc.  étant  des  coefficiens  constans  ;  si  on  diffihrentie  cttt* 
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é<]uatioilj  il  viendra 

d-*' .yi=yà.-*'z  +  ^  1  iyifz  +B\ d>d-.'i  +  C V  d'^d—a  4-  «c. , 
4-1  ]  +^i  +.SJ 

et  on  voit  par  là,  comme  dans  le  n"  cité,  que  les  coefficiens  ^,  S , 
Cj  etc.  se  forment^  ainsi  que  ceux  des  termes  conrespondans  des  puis- 
sances du  binôme  ;  on  aura  donc 

d"  .j-z  ;=j-d'z  •+■  -  d;'d"-"'3  +  ■    d^d"-*z  -f-  etc.  : 

cl  le  de'veloppement  de  (dz-^-ày)'  donn^a  par  conséquent  celtù  de  d"  .jrz , 
en  appliquant  à  la  caractéristique  d  les  exposans  que  portent  les  ds  et  les 
d;',  ei  en  observant  que  ày  ^y  et  d'à  =  a. 

"On. tirerait  Texpression  de  d'./to  de. celle  de  à'.jZy  en  substituant 
tu'k.z  et  d.fu,  d*./u,  d^.m,  etc.  "k  ds,  d*z,  ^z\  etc.;  on  trouverait 
ainsi  un  résultat  par&itément  analogue  an  développemei|t  du  triqfnne 

Gela  posé,  si  dans  d'.j^  on  fiût  3=:^]  on  aura  l'expression  de 
d".^*;  et  il  est  aisé  de  voir  que  tons  les  termes  également  âoignés  des 
extrêmes  de  la  formule  deviendront  égaux  entre  eux  :  or  le  nombre 
total  de  ces  termes  étant  n-f- 1 ,  il  est  évident  qu'il  suffira  de  prends 

^  deux  fpis  la  somme  des  "■^—  premiers  termes,   pour  avoir  ta  valeur 

de  toute  la  formule ,  si'n  est  impair;  mais  lorsque  n  est  pair,  elle  con-^ 

tient  un  terme  moyen  qui  occupe  le  rang  marqué  par  -+ 1,  et  qui 

n'est  point  répété:  on  doit  alors  preqdre  le  double  des  -  prenûers 
termes  et  y  ajouter  ce  terme  moyen.. 


ga.  A  l'aide  de  ces  considérations ,  et  en  vertu  de  l'équation 
3^=  ï+J"»  qui  do"nej5riî=—f^-^  =  -3J?»  on  formera  succès-, 
sivemenl^,  g^,  j2.  ^  ^^  etc.;* mais  en  disant  x=o,  tous  le«: 
coefficiens  différentiels  d'un  ordre  pair  s'anéantiront,  et  il  ne  restera  qne 
ceux  qui  sont  d'un  ordre  impair:  en  substituant  donc  1er  lettres  ï", 
T*9.  if  j  etc.,  h.  chacun  de  ces  derniers,  on  trouvera  . 


yGooc^lc 
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y  =  irT 

r  =i.4r'v 

r»"=  a.er'r- 

+  ^  r-r- 

r»  =  a.ari^' 

+  a  ÎJl  r-rr 

r'  =  3.ior'r' 

3  22:i^  yr-i., 

,     10.9.8.7.6 

>57 


0n  ann  mi  général 

n  &adra  avoir  l'attention  de  ne  pousser  cette  série  tpie  jusqu'au  tenue 
dont  l'indice  est  --  —  i ,  si  -  est  un  nombre  pair  :  et  dans  le  cas  où 
-aenût  nn  nombre' impair,  comme  on  tomJierait  sur  le  terme  moy^en 

dont  on  a  parlé  pins  haut,  il  ne  &udrait  prendre  que  la  moitié  de  son 
coefficient.  Tout  ceci  est  analo'gue  à  ce  qui  a  été  dit  relativement  aux 
séries  des  sinus  des  arcs  multiples,  dans  le  n'  54  de  l'Introduction',  et 
sera  &cUemeDt  entendu  par  ceux  qui  prendront  la  peine  de  développer 
les  ibrmoles  qu'on  a  supprimées  à  cause  de  leur  longueur. 


95.  Les  formules  des  n"*  55  et  S9 ,  qui  ne  sont,  à  proprement  parler, 
qne  l'extension  du  théorème  de  Taylor^  peuvent  s'employer  de.  même 
à  développer  les  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables, en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  ces  variables,  et 
où  totis  le*  termes  qui  les  contiennent  sont  mis  séparément  en  évi- 
dence. Cette  application  est  si  simple,  que  je  ne  ferai  que  l'indiquer 
par  rapport  aux  fonctions  de  deux  variables.. 

.•  Si  on  fiiit  j:=  9,  j  =  o,  dans  la  .formule  du  n*  55,  c'est-à-dire, 
dans  u  et  dans  chacun  Me  ses  coeffîciens  différentiels,  elle  donnera  le 
développement  de  f(A,  k)  ordonné  suivi^nt  les  puissances  des  quantités 
h  et  k;  mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  A,  f  au  lieu  de  ^ ,  et  il 
eu  résultera  ; 

I.  55 
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H-  etc., 

en  observant  de  faire  x  et 7^. nuls,  tant  dans  uqae  dans  les  expressions 
qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coefficieus  différentiels  :  ceci  est  ab- 
solument semblable  à  c«  qui  a  été  dit  u"  84,  et  offire  les  méQaes  re- 
marques. 

Uuga  it»  i-     g4.  Tons  les  exemples  précédens  prouTent  suffisamment  qae'  le  th^ 
«dî^I^nr  êd-  rème  de  Tajlor  offre  un  moyen  très-simple  pour  trouver ,  l'un  après 
vdopperlofoao- l'autre,  tous  les  termes  du  développement  d'une  fonction;  mais  les 
exempleis  des  n°*  88  et  8g  montrent  aussi  que  lorsque  la  fonction  à 
développer,  est  composée  d'une  autre  fonction  dont  les  di^rentiellee  sa 
compliquent  de  plus  en  plus,  le  même  théorème  laisse  souvent  k  dé- 
sirer la  loi  générale  de  leur  formation. 
En  ne  considérant  même  qu'une  fonction  expHcite  de  la  forme 

j  =  ^; 

X  désignant  une  fonction  algébrique  de  «c,  on  aurait 
dy  «^_  àX 

etc. 

valeurs  dont  le  nombre  des  termes  augmenterait  2t  chaque  dîfférentiatîon. 
Cet  tnconvénient  a  donné  lien  à  beaucoup   de  recherches  analjtiqnes 
dont  je  ferai  successivement  connaître  les  plus  importantes. 
Ëuler,  pour  développer  le  potynome 

(*  +  )8x  +  >*•  H-  /x*  H-  «c*  H-  «te.)-, 

«  combiné  la  méthode  des  coefiiciens  indéterminés,  avee  les  considé- 
rations du  n*  5i,  an  moyen  desquelles  on  fiùt 'disparaître  la  puissance 
indiquée.  En  posant 

((H-|3j4->«*+J^x'4*r<4*tc.)-=-rf-f J?a>i-CiC*H-^«'H-£«M-etc. , 
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et  prenant  la  dîflïrentïelle  logarithmique  des  deux  membres  de  cette 
équation  (i5)  ,  on   trouvera,  après  avoir  divisé  par  dj:, 

mC0+ayx+S^jf+4tJ^+tstc.)  ___  B+aCx+5Dx*-i-4E^+ete. 
tt+ëx+yx^+fj^-hex* + etc.  A+Bx+Cx^+Dj^+Exi+etc. 
En  faisant  disparaître  les  dénoraînatears,  et  en  égalant  ensemble  l«c 
tennes  (pi  mxUlipIient  la  même  puissance  de  x  dans  chaque  membre 
on  troavera  les  mêmes  équations  qu'à  la  page  29,  en  changeuit  toute- 
fois «  en  a,  ^  en  i,  5-  en  c.  J'en  J,  «  en  e,  etc.  Le  premier  coeffi- 
cient reste  indéterminé  dans  ces  calculsj  mais  il  est  évident  qu'en  di- 
sant x^^o,  on  aura  e^=j^, 

■  U  est  visible  qn'en  gisant  ici  jS=:  i ,  >=o,  ^^=0,  etc. ,  00  ob- 
tiendra le  dâreloppement  de  (<t+x)"j   ce  calcul  est  trop  aisé/poqr 
qn'il  soit  besoin  de  s'y  arrêter.  .    . 
Soit  la  fonction  pins  générale 

en  prenant  les  logaritlunes  de  chaqne  membre  de  cette  équation,  il  viendra 

i>d(»+/3a>f->x'+Jii^-(-tc'+etc.)— »l(<t'+;8'x-)-5.V+J"x'4<'j:<+etc.) 
=1  (J+Bx+  Cx-+Da^  +  £ar*+etc.) 

On  trouvera  encttite. par  la  dlfférentiation. 

En  réduisant  les  fraetions  an  même  dénominateur}  transposant  tons 
les  termes  dans  un  seul  membre,  et  égalant  séparément  i  zéro  le  coef- 
ficient de  chaque  puissance  de  j:,  on  obtiendra  les  équatieaa  sairanter 
dont  la  loi  est  facile  à  saisir  : 


M«'C+(n-(-i)./3'1    + 

—       (3)»--l)>»') 


ogic 
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Ces   éqaalions  ne   âétermlaçnt  point  le  premier  coefficient  j/;  moi» 

en  faisant  j:=o,   on  a  "^  =  ^. 

9?.  Puisqu'on  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendaQles  d'uae 
équation,  en  h  combinant  avec  ses  difiërentielles  (5i),  rien  n'empêche 
qu'on  ne  leur  applique  cette  njéme  méthode. 

L'une  des  plus  simples  de  ces  fonctions  est  1  (a^^x-^x'-^S'x'-^-eU:.); 
si  on  représente  son  développement  par  ^+^x+^-^*+.^x'H~etc., 
et  qu'on  prenne  la  différentielle  de  l'équation 

I  (*  H- (Sx  +  >x' +  «Tx*  +  etc.)  = -^  +  ^«  H- Cr*  +  iJ«*  +  etc. 

on  trouvera 

0  +  ayx  +  3^  4-  etc.  n    ,      y^      .    »  ^ 

En  opérant  comme  ci-dessus ,  on  obtiendra ,  pour  déterminer  les  coef- 
ficieâs  By  Cy  D,  E,  etc.,  les  équations 


?= 

=  xS 

, 

'  £  = 

=? 

M 

'>  = 

=  ^B+aaC 

e= 

=1- 

_U 

5/  = 

=  j.a  +  3/3C+ï«Z) 

d'où 

1  ^~ 

3« 

4.  = 

=  J>B  +  a>C+3/30  +  4^ 

\^= 

S-- 

4« 

etc. 

■ 

.  etc. 

Quant  «n  premier  coefficieut,  en  disant  x=a,  on  tronre  lit=J. 

En  ftisant  «=i,   fi  =  i,  fxàsy,  <f,£,etc.=o,   on  tirerail  du 
deTeloppement  ci-dessui, 

l(.+^)=î_Ç  +  ^.«;  +  etc.;     , 

conune  nous  Tavons  déjà  obtenu  par  plusieurs  aatres  Twe».    - 

96.  Mais'  ie  même  dcreloppement  est  remarquable  Surtout,  en  ce 
,  qu'd  offre  un  atajai  très-simple  pour  parroiir  aux  relations  indiquées 
par  Newton,  entre  le»  sommes  des  puissances  de  chaque  degré  de» 
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Mcîaes  deï  é^ttatîaiis.  algébriques.  Soit  Téquation 

a--t-  /Sa-='  +  >s-r»  -f  J'a-r» ■,+  ^s=o, 

ayant  pour  racines  a,  h,  0,  etc.;  il  s'epsoivra  que 

(2  — a)(3— i)  (s— c)  etc.  S5ÏZ-  H-iSa^-'  -f-j-a-:'  +  <f«^'. .  .+/*; 
en  faisant  z  ^  -  j  il  viendra  ■ 

(i  —  «:}  (1  — ix)  (1  ■— ca:)  etc.  c=:  1 4-  j3x  ■+•  3-**  +  J^«* +  f^J^'f 

et  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  anra  - 

l(i— ûx>+.I(I--Ax)^-l(I--<*>^-etc.  =I(i+jSj>|->'Jt:'+JU:'. . , .+^-)  ; 

mettant  pour  l^s  logarithmes  iudiqne's  les  développemens  fournis  par 
le  n'  précédent,  en  observant,  dans  celui  du  second  membre,  que  a 
étant  I  ,.^=0,  il  viendra 

—  (m;  —  fa"*'. —  ^o'a::'  — etc.  J 

etc.  ■■) 

Si,  pour  abréger,  on  fait 

a    +  i    ^^  c    -Ç ..!=  S, 

«•  4-  4*  +  c-  + =  5,- 

a'  +  it  +  c>  + —  S, 

etc. 

en  comparant  les  termes  aifectés  des  mêmes  puissances  de  .r ,  on  aura 

_«.  =  «,    -^=C,    _!  =  />,    _!=£.    etc., 

d'où,  par  les  équaUous  obtenues  entre  Sy  C,  D,  £,  etc.  (pag.  préc), 
et  en  faisant  attetition  qn*  a=  i  y  on  déduira  las  relations 

'  fi=-s. 

■     -    a).  =  —  ^,  —  5;  . 

5/  «=  —  >.i,  —  /IS.  —  4 
4<  =  —  /S.  -r  /i.  —  ;35'.  -  .î< 
«te.. 
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qui,  en  y  changeant  jS  en  P,  >  en  Ç,  /  en  iï,  etc.,  deviendront  les 
mêmes  que  celles  que  j'ai  rapportées  ailleurs.  (Compl.  desÉlém.  £Alg.) 

97.  On  parvient  à  un  résultat  très-simplej  en  posant 
^*+$x-\.y^^l^-^^c.  _^+5^4.Cx»+Z>:eH-etc.i 

prenant  de  part  et  d'autre  le«  logarithmes ,  il  vient 

a 4.  ja» _(-^jc* -f-Zx*  4-etc.  =  1C^+ 5x+ Cjc*  H- Z>x»  +  etc.)^ 
puis  en  difiërentiant,  on  forme  féqnatîon 

<pii  n'est  qse  ceUe  du  n*  9S,  où  r«n  aurait  changé  let  lettres  nH 
maîae;  dans  les  lettres  grecques,  et  vice  venâ  :  on  «urs  donc 

B  ■=  M 
3C  ^  0B  -\-  2yJ 

4E  =  j9i>  +  syC  H-  SS^B  -f-  4tJ 
etc. 

et  disant  x  ^  0,  on  trouverait  e  ^J, 

En  posant  a:=o,  jS  =  i  et  ^^  i',  etc..  sso,.  «0  obtiendra  le  déve- 
loppement de  e*. 

98.  Passons  aux  fonctions  circulaires;  supposons  d'abord 
Bin(ft+j0x+>x»+<fx*+elc.)*ï  A^Bx^Cx''{-Dx^+E3e^+eic.  ; 

et  £ùsons,  pour  abréger, 

»  +  ^a:  +  >«•  +  «Tai'  -f-  «te.  se  m, 
^+  ^j;4.  Cx'  +  ZJx*  +  etc.  =7, 

il  en  résultera^  =:  sinu;  et  en  difféoeMiapt  il  Tiendra,  d;*  =  du  coszf.  On 
pourrait  éliminer  cosu,  an  iiroy<ea  de  Viécpittioft- co>«  =  x/i— sinV  , 
qui  donne  cos  «ac  Vi— ^,  et  on  anrak  atoA  d^sdaVi — jh  ^oùa 
il  Cadrait  encore  &ire  dispar^tre  le  radical  dans  cette  équation.  Pour 
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éviter  cette  seconde  opéntion  ,  ou  difiërentiera  de  notiTeaù  -i'^qoa- 
tion  d;':=duco5u,  et  il  viendra   dy  =  d*ucosu^du*sinu;   mettant 

pour  sinù  et  cosu  leurs  Talenrsj'  et  ^,  on  aura 

dy  =^  d'u-— j'du',    ou    dud^ — djd'u +/da' ^ o. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant   qne  de.  substituer   à  /  ,  d;' ,   d^  ,    du , 
d'à  j  eu'  j  leurs  valeurs  ;  or 

donne 

d^  ==  (5  4-  aCr  +  SiJx"  +  elc.)dir, 

d^=  (aC    H-a.SZ'x-t- etcOdx': 

et-  pour  ne  pas  m'eugager  dans  de  trop  longs  calculs,  je  réduirai  la 
fonction  proposée  à  sin  (a-^^-^ya^),  en  disant  éT,  «,  etc.  =0.  Dans 
ce  cas  particulier, 

dtt  =:  (^  +  oyx)  dr ,       d'«  =f  a^-dar*, 
d«»=  (^'+6^>x4-ia;8>'x'+8>'x*)dr': 

aumojende  ces  valeurs,  réepiationdudy'—d7'd*a4-./dz^=o»  devient 
divisible  par  dx'j  et  en  l'ordonnant  par  rapport  à  x,  elle  prend  la  formé 
suivante  : 

a^C  \  +  6jSi)     \    H-  iaj8£ 
f-f4>C     I     +ia^D 

1-  I    +     i8^^ 

—  a>j5  )  —  4><7     J    —   6;.^? 

En  égalant  à  zéro  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  x ,  on  (^tiendra 
les  équations  qui  déterminent  C,  i?,  B^  etc.  ;  à  l'égard  de  ^  et  de  Bj 
il  &ut  recourir  aux  équations  _^s:  sin  u,d;'=ducosu.  Quand  ou  suppose 
x=;o,  la  première  donne  dessina,  et  la  secoadâ£:=^coEa,  parce 
qu'alors  j  se  réduit  à  ^,  u  à  a,  ^  à  BAx,  et  du  1  j8dx. 

99.  C'est  par  un  procédé  semblable  aux  précédens,  qu'on  parvient 
m  développement  des  cosinus  et  des  sinus  des  arcs  multiples ,  annoncé 

I    °^^  -    i 
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à  k  fin  du  n*  49  ^^  llntroduction.  En  faisant,  comme  sdr  la  page  83; 

co»x  =  pf        on  aura        sin x  V— "i  =  y/p* —  i  , 
et   posant  „____ 

en  en  déduira  successÏTement 

éliminant,  entre  cette  équation  et  lapréce'dentCj  la  fonction  (/>+  Vp*—^)\ 
il  Tiendra 


d'où      (/"*— i)  d;^^  nydp*. 


On  pourrait  employer  déjà  cette  dernière  équation  ;  mais  une  nouvelle 
difTérentiation  conduit  h  un  résultat  où  la  fonction  j-  et  ses  coefficiens 
différentiels  ne  montent  qu'au  premier  degré,  ce  qui  est  beaiKOup  plus 
simple.  En  effet  on  qjïtient 

ap^âp^3(p*—t)àj'àyss2n^dyèp*, 

équation  dont  tous  les  termes  étant  divisibles  par  a^,  se  réduit  i 

pàjrdp-^(p»~l)iiyssinydp't 
et  peut  se  mettre  ensuite  sous  la  forme 

Cela  posé,  soit 

j  —  Jp'^  Bp—'  +  £>•=:•  +  Xip«=>  +  Ép^  H-  etc. , 

il  viendra 

^    =  nJp^-'  4.  (»— 1)5))-;*  +  (n— 3)C;»"-*  +  (n~5)Dp'T*  +  etc. , 

0   ^n(n—i)Jp'-*-j-(n^i)Çn^3)Bp'-'-^(m^2)(n^5)Cp'-*  +  etc.,, 
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et  sulùlitiiant  ces  Talenrs ,  en  réi)iiMCant  tous  les  termes  affectés  de  U 
xoêine  puissance  de  py  oa  aura 

[»■_»_  n(n— 1  )]^p"  +  [«■ — (»— i)  —  (»— iX»— a)]«;>— ■ 
([«•-{»-3)-(/.-aXn-5)]q   >,     j[»'-<»-3)-^»-5X»-4)]fll-.-, 

Le  mnltiplicatenr  de  A  s'éraqoiiîssant  de  luï-méme,  cette  quantité  reste 
indétenninëe  :  on  ne  peut  ensuite  6îre  disparaître  le  terme  affecté  de 
/7*~'  qu'en  posant  B  =0^  et  U  marche  du  calcul  montre  évidemnient 
que  cette  circonstance  rend  nais  tons  les  coefficiens  qui  se  saccèdent 
de  deux  en  deux,  à  partir  de  celni-Ui;  ensorte  ^'il  en  résulte 

^  =  ^/)- -f- C5»^  +  £>>^  +  etc. 

On  voit  en  outre  ^  que  si  l'on  poussait  cette  râleur  jas<{u*aux  termes 

V***  +  ^>'^> 

réquatioa  cirdessus  comprmdrait  le  terme 

où  le  moltiplicateiir  4e  iV^  se  réduit  li 

et  Ton  a  par  conséquent 

am(n— ")jVs=  — (n— m4-a)(«— .bH-i)I. 

Eh  mettant  successivement  pour  m  les  nombres  3>  4*  ^t  etc.,  6n 
trouve  les  valeurs  suivantes  : 

'^ T' 

j  j_       C«-3)C  __  i.(.-a)^ 

^ (— 4)(--5)g »C"-^(— 5)^ 

"T  n(i.-3)      ~  4.8.1»      "> 

etc. 
,.  54 
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U  wsto  tmcoie  à.  ddlannineg  b  ooefficiest^,  ce  qnî  ne  ponmût  f« 
faire  en  8npposaiit/>=:o,  car  dans  ce  ca&,  U  amr'm  étant  descendante , 
a  nécessairement  des.  termes  qui  deviendraient  igSois;  nuis  en  s'aidaot 
du.  développement  de  V/>*~-^i  suiraot  les  puissances  descendantes 
de  ff,  qui.  est 

p(i  —/»-*)=  =  p  —  ^p-'  —  etc.  ^ 
on  a  ' 

dont  le  premier  terme  «st  a'p'^  et  comparant  srec  j'(=:^;r"  +  etc.  ^ 
on  trouve  ^=  a%  d<'où  il  suit  : 

(p  +  v7=^" = W  -  "(v)—  +  =^(v)-* 

On  conclat  de  ce  deVelomument  celui  d«^— V^*— T,  en  obser- 
vant qu'on  a  « 

équation  &cUe  à  vârifier>^ebqiM  Eap'cpiiiéqgcint  ■ 
cfl  qui  donne 

Celt«  série,  étant  ajouta  avec  la  pséccdente^,  <w  ann 

+(y)-+«Cv)— •  +^\^)- 
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Ce  -dëvBlofi^peincnt  ^taat  commet ,  connent  en  conséqaeace  k  tirates 
les  Talents  qne  l'on  peat  donner  lir«exp06aBt  n>,eans  aacuiie  rastricâon 
dans  le  nomïire  de  ses  termes,  qni  en  général  est  infiaî ,  mais  qui  de- 
yient  fim  tontes  les  lois  que  l'exposent  n  est  entier,  parce  que  la  se- 
conde partie  delà  MTÎe  ^étmit l«s  t«mes  deiaipreiiiièi«,'dam<lesqaeU 
la  quantité  sp  «fit  élevée  il  des  puissances  oëgaiives,  £a  iaisant.,  par 
exemple,  n=i,   et  divisant  par  3,  on  trouve 


■^Z«««'*"iéc<Mj^"+'  SscoM^  '*"«56oM^  ' 


La  première  ligne  est  encore  la  même  qne  l'expression  indiquée  «or 
la  page  8i  ;  mais  tous  les  termes  qoi  la  rendaient  inexacte  sont  dé- 
traits  pw k «ecoacle, fttH&ereâle qne  l^ëqintiwi ideniîqnec(nx=:3;cosa?. 
n  en  est  de  nièmepoor  tons  les  antres  cas  où~n  liésigne  un.nombic 
«ntiec;  car  on  pe&t  donner  à  Ja  première  téiie  la  ianu 

d*après  laquelle  on  voit  qne  les  exposans  négntîA  «e  cntMiAencerom 
à  paraître  que  lorsque  am  >  n  ;  mais  qu'il  y-anra  toujows  dans  le  nu- 
mérateur du  terme  général  un  facteur  uni,  taQt  que  m  tfcra  comprise 
entre  s  n  et  n.  Faisant  donc 

m^n,    «^^itH*i>  «■  SES  A  M^  a,  ■  «te.', 

«a  obtient  snccessÎTementies.tulnes 

qai  sout^-sn '«^'■etprès,  les  luémctt -que 'Cens  delanconde  série. 

CeRe<i(lentIté  Ae  tonnes-entre  les  denx  séries  ne  peut  pins  .avoirUeii 
lorsque  le  nombre  n  est  fractionnaire ,  et  tons  les  termes  de  chacune 
entrent  k-Urfpis  4au8 Tvefpttision'da  cosiisc,qaLtva:li/rinfini  (*). 

(*)  fjt-ffemtqm  ti- dans- appartînt  i  Eider,  ^  a  I«  premiw  àormi  l'explica' 
tÎMi  de  la  difiicoki  que  prétcnte  l'asprcMios  ds  cmu,  et  qui  a'ert  terri  pour  cela 
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Llexprefision  de  sin.nx  se  déduit  immédiatement  de  celle  de  cosnx, 
en  obsemat  que ,  d'aprè»  le  n?  t5, 

.  d.cosj:  =  — cLrsinxy      d.cosnx=:  — ndr sinnx, 

formides  d'après  lesquelles  l'expression  de  «osn^r  trouvée  n-dessns, 
donne,  en  faisant  ùasc=iq,-  divisant  par  dr,  par  an,  et  changeant 
les  signes  dans  chaque  membre, 

sin«x=»{(v)-'  -(»->Xv)—  +  <'-^^'-^C:v)-'  -etc.}) 
_  f  {(v)--'+(»+:'Xv)— '+  ('+^^<-+«(y)--<+  etc.  }  Ç 


â«  l'iqnatioB  diffirantialU  da  second  ocdn,  «ppoitéd  à-dotma  (pag*  «M);  iw* 
il  r«  traitée  par  des  moyens  tenant  plutôt  aa  Calcul  intégral  qn'aa  C^cul  diOaren- 
tiel;  c'est  J^Urqaoi  ï'ai  préféré  suivre  le  procédé  de  M.  Lagronge  ,  qui  d'ailleurs  a 
poussé  plus  loin-ce  siqet;  Toici  cependant  la  manière  nmple  dont  Eoler  est  parrenn 
i  l'équation  difTérentiellê  déjà  citée  : 
£a  désignât  par  s  le  cosiims  de  l'arc  x,  et  par  s  cduî  de  Tare  nx^  m  aura  (58) 

.    ■___  de  .     __    _»-dj 


d'oi  il  sait  ériâeninent  qm 

ndz  as. 


y'\—a.*  ,   v»-^**' 


et    n'da'Ci— *•)  =  dr'Ci— »•>. 


Si  on  différenlîe ,  en  regardant  dx  conune  constante,  pnii^'on  traite  «  et  X  COBUne 
des  fbnctîoae.daS)  e^al'te  dinsa  par  dr>  on -obtiendra  • 

_,  d*        .d"*   ,  d^s 

Aqnatioii ' qui ,  lorsqu'on  y  change  m,  va  p  vt  j  en  y,  devient  ceDe  de  la  page  aG4i 
cette  dernière  n'est  donc  pas  particolière  i  la  Ëinction  y:s=(^p  -^  (//>*— i^'jonpeot 
en  effet  s'assortr  qu'elle  est  vériGée  ausn  en  posaot^ï^Cp  —  V'p^'—^y',  «t  l'os 
Verra  dans  le  Calcul  intégral ,  qu'elle  est  satisfaite  en  général  par 

C  et  C  étant  des.  etmstantes  indéterminées  oo  arbitraires  :  voïU  pourquoi  la  rnètB* 
équation  admet  la  fosctioa  ^  =:  cos  nx ,  qui  s'est  qu'un  cas  particolier  de  la  pr^ 
céâeute. 
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Tons  l«s  termes  à  eiposant  négatif  disparaissent  encore  de  celte  ex- 
pression, lorsque  R  est  nn  nombre  entier  positif;  il  ne  reste  que  ceux 
k  exposant  positif  de  lapremière  série,  qui  est  la  même  que  la  deuxième 
série  du  tableau  de  la  page  83. 

100.  L'équation 

'^-P%-P-^  +  $  =  o 

donnera  la  loi  du  âeTeloppement  de  la^bnction  (p -f-  y'»*.^i>  g^ 
Tant  les  puissances  ascendantes  de  /> ,  en  y  supposant 

Le  résultat  des  sobstitatioiis  correspondantes  à  cette  hypothèse  sera 

■Jt-{n'B—\B  +  î.iD)p 

+  (»-<7— aC  — aC+3.4E)/ï- 

+  («•£— ^E— 3.4Ê  +  S.6C);)*  ' 
,   etc. 

«  en  {galant  se'parément  à  i&o  chaque  terme,  il  viendra,  par  le» 
réductions, 

»•-<+     aC=o  "X  f  C=-.!!^  . 

(»■— i)«H-a.5^=.o  i  1/1—      ("•-Qg 

(»•— 4)C+5.4E  =  o  1  ]b=  "•C"^0^ 

>  doù  \  -  .    a.3.4 

(i.^  9)0-)-4.5F=o  I  1  P=^  (.■-O(i.---ji)» 

'  I     -         I  --  a-3.4.5 

(»•— iè)£  +  5.6G=o  I  I  G  =  —  '■■("•-^(■■■-■e)^ 

I  I  9. 3. 4-5. 6 

«"•  J  V  etc. 

Les  deux  premiers  coefficiens  J  et  B  sont  enieore  inde'lenmnà  dans 
ce  calcul  comme  dans  le  précèdent;  mais  -on  en  obtient  directeiwnt 
la  Taleur,  en  faisant  ;>=o,  dans  les  expressions  des  foncliont  ^  et 
^,  qui  sont  .  , 

(/>  +  V?^)- =-^  +  *;>  +  etc' , .  ;:fct:^Eir  =  .8  +  etc. . 
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et  qui  4oilnait  «Ion 

Quant  an  développement  de  (/>— V)?'— i')'j  on 'le  déduira  de  celui 
de  (p-hVp* — i)",  en  changeant  les  signes  qni  dépendent  dn  radical, 
ce  qui  ne  &it  rien  à  l'éqsation  difiërentielle  où  ce  radical  ne  se  trouve 
point.  Ce  changement  étant  ëffoctné  'seolediënt  dans  les  équations  tjai 
détermiiwiit  les  deux  premiers  coefficiens  A  cXB  ,  savoir  : 

(,  _  v^CrT)-  =  J  +  Bp  +  iu. ,      t££=*2S>^  =  »  +  sK. 

il  vient ,  lorsqu'on  fait  p  s=o, 

(_  v^)-  =  j,      <-  vcrï)-..;=  B  i 

ot  à  on  représente  |>ar  ^  et  ^  ces  dernières  valeora,  on  aura 

En  prenant  la  sottme  de  ces  deux  dévelbiïpeïSaéh's,  on  obtiendra 

formule  dans  laquelle 

Tant  que  n  sera  un  nombre  entier,  ces  denx  qtumtités  seroût  réelles-; 
la  pretnière  se  réduisant  i  séro  quand  n  est  impaire  ,  à  ±3  qtiand'nitfn 
paàre,  scion  que  ee  nombre  est  de  la  forme  fyn  on  4'"+3*  ^^  seconde 
ipUnU^  devient,  dans  le. premier  eaB,'d:aA  et  séro  daiU  le  second. 
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Arec  ces  valeurs  on  tombe  s«r  la  première  et  la  cinquième  séries 
ascendantes  du  tableau  de  la  page  B^;  mais  pour  arriver  à  un  résul-* 
tat  iodépendant  de  la  forme  du  nombre  n,  il  faut  exprimer  les  radi->; 
eaux  imaginaires  au  moyen  de  l'éipiation 

(cosxd=\/-- *i  sina:)'s=cosna:±  v'— isin/tr.         (latrod.  48.) 
Lorsqu'on  y   fait  jf  =- ,  ce  qui  correspondà  sin:i;  =11 ,  cosx  =  o, 
ou  eu  déduit 

on  aura  de  même 

C=fc  V^^TT)—  =  cos  ^2=121  =fc  v^ZT  sin  ^iil  ; 
en  en  conclura   ~ 

A-^A'  ^ss.  2C0S  — ,  J-f-^  =  ancos^^^^^^-^, 
et  par  conséquent 

résultat  où  l'on  voit  que  le  concours  des  deux  séries  sera  nécessairs 
pour  exprimer  cosnx,  toutes  les  fois  que  le  nombre  n  ne  sera  point 
entier  et  positif. 

Si  on  différentie  les  deux  membres  de  ce  résultat,  çn  écrivant  q  à 
la  place  de  sin  x,  et  d'après  les  formules  du  n*  i5j  on  en  déduira 
l'expression 

sù.;^=,^co.y {  -np+  ;Ç|;^^  -"(■•-f ';;-■«>;,»  +  etc. } 

où  l'on  retrouve  la  septième  et  la  troisième  séries  du  tableau  cité. 

101.  Ce  qui  précède  achève  de  démontrer  l'ensemble  dss  formulM 
du  tableau,  puisqu'on  est  parvenu  aux  séries  dont  on  dérive  toutes  les 
autres  (p^e  84);  mais  pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  il  &ut  montrer 
ce  qne  deviennent  ces  dernières- lorsque  le  nombre  n  n'est  pas  entier; 
je  vais  donc  chercher  a  priori  le  développement  de  cosnx  et  de  s'iaruç, 
.       I.  ,  34  * 
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stiiTBQt  leB  puissances  ascendantes  de  siaj:  ou  Ae  q.  En  substituant 
Vï — 7'  à  cos:c ,  et  7  à  sinx ,  dans  les  expressions  dtt  n'  4?  de  Tln- 
tfodticiion ,  on  obiiendt-a 

acosraa;=:(v/i— 9'+7V'^^)"H-CVi— /  — ^V^^)% 
a'v' — isinnx=(  Vi  —  y*  +9^—1)'  —  (  V»  — ?' — y  V—  >)"  r 
et  en  observant  que  \/\ — q",  V —  J  =  V?* —  •  j  01  recono^lra  que 


■  \/7^T'=*=9  V^^=—  v^^(  V?*—  1  ip  î) = ±  V^^Cy=F  Vf^T)' 

Cela  posé,  les  fonctions  (/> ±  V/'*  —  •  )'  devenant  (^i  V"?'— »)"»  loi*> 
qu'on  change  /)  en  y,  il  s'ensuit  que  ces  dernières  doivent  saUsfaire 
à  l'équalioti 

dy         .dV    ,    d'y 


formée  de  celle  du  ij' 


,  par  le  même  changement,  el  qu'en  faisant 
,  4-  -??•  +  iï?*  +  -Èy*  4-  etc.  , 


les  coèffiaens  A ^  B,  C,  2),  Ey  etc.  aurotil  encore  les  valeurs  trou- 
vées dans  le  n-  100  :  éct-ivant  donc  9,  an  lieu  de/»,  dans  les  dévelop- 
pemens  de  {p-]r\/p* —  0"  «*  de  (/>— '  VT**"^  0%  **l*tenus  page  370; 
toiultipliant  le  second  par  {\/r—  1)",  et  le  premier  par  (*—  y  —  i )"  , 
on  aura  ceux  de  (x/i — ?'+-?  V — '}"  **  de  (  s/i — 9'— *yV"—  i)"j 
et  prenant  la  somme  et  la  différence  de  ces  derniers ,  où  trouvera 

3  cosnxi={A'{  V^y  +  ^  (— 

2v^sinnAï=:{^'(\/::rr)-_^(— v^r7)"}[,  —l'y^  +  etc.}  | 

-  -^{^(  V/^)-  -  £  (-  V:^^)']  {q  -  etc.  )  )  ' 


-0"  +  ^(-V^=^)"}{i-"^?*4-eic.}  » 
r\y  +B{-^  v^^)")  {q  -  etc.  }  )' 


(*)  On  parvient  aa»i  k  octM  reïatioA ,  «n  obin-vant  que  \^q'—  1  étant  itftagînaiTe    on 
doit  avoir  égard  À  ta  raitiarquft  d'après  )aqns)l«  t/^.  V'— fc=«— V^ôïj  et  m  pas  prendre 
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«t  en  mettant  ï«itir  Jj  jt,  B y  By  leurs  valeurs,  les  coefficiens  de 
la  première  et  de  la  seconde  série  âevîendroat  respectivement,  dans, 
la  valeur  de  3  cos  nx  , 

n(-  \f=lT\  \/=\r  +«<  v^)'-(-  V=rr)-=(„  v'-i-«  v^iX+0—=o. 

et  dans  celle  de  a  V—  i  sinna:. 

En  subsdtoant  ces  yaleurs,  Fimaginaire  disparaîtra  de  Texpressiou 
de  sin  TtXj  et  on  aura 

f  n»    .    ,    «•(!»•— 4)     ,        n'(n*-^4)Cn«— iG)    .    ,      .     1 

«««:=.{  «»  -^^y'  +  "'"'7sTs~''^'-'"'°-}- 

Ces  formiJes,  qui  sont  la  sixième  et  la  deuxième  des  séries  ascen* 
dantes,  dans  le  tableau  de  la  page  85,  offrent  cette  particularité,  qu'elles 
conviennent  également  à  toutes  les  valeurs  de  n;  mais  la  première  ne 
«e  termine  pas  lorsque  n  est  impaire  ,  et  la  seconde  lorsque  n  est  paire. 
£n  les  différenlîant,  chacune  en  particulier;  comme  on  l'a  déjà  fiât 
dans  les  numéros  précédeus ,  on  en  déduira  les  formules 

f  n(n»— 4)     ,    ,     nCi*— 4)(i»— 16)    .  .     1 

cos«c=;,{    I  -  ^  y  +  ^"'r.TT^V-etc.}, 

qui  sont  la  huitième  et  la  quatrième  des  séries  ascendantes  du  tableau 
cité,  et  se  terminent  dans  le  cas  où  leurs  correspondantes  ci-dessu» 
vont  à  rinfioi. 

Les  considérations  précédentes,  réunies  à  celles  que  Ton  trouve 
dans  llntroductiou  (47— 5o  inclus.),  offrent,  à  ce  qne  je  crois,  sur 
l'expression  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  multiples ,  eu  puissances 
de  l'arc  simple  ,  un  ensemble  plus  complet  et  plus  uniforme  que  ce  qu'on 
a  publié  jusqu'ici  sur  le  même  sujet.  U  se  présenterait  encore  dans  la 
I.  35 
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comparaison  des  formules  quelques  remarques  assez  carienses  ;  mais  je 

ne  saurais  m'y  arrêter  ici. 

103.  Le  développement  des  puissances  du  cosinus  de  l'are  simple, 
par  les  sinus  des  arcs  multiples,  obtenu  par  la  considération  des  ex- 
pressions imaginaires,  dans  le  n*  54  de  l'Introduction,  peut  se  déduire 
aussi  de  la  diCTérentîatioa  employée  comme  ci-dessus.  Si  l'on  prend 
jr^=cosa^f  on  aura  successivement 

d^=:— .  ndrcosx'~'8inx, 

^  drain I 

y    "~  coix    * 

d'où 

n/sinx  +  ^c 

Supposons,  avec  M.  Lagraage,  auquel  ce  procédé  est  dû, 

/ss.i!/co8mx+ Jcos(m— i)x+Ccos(»i — 3)x+i?cos(n»-^)x-f-«'c., 

j1  f  Bf  Cf  D^  etc.  désignant  des  coefficiens  indéterminés,  et  substi- 
tuant ce  développement  de^  et  celui  de  d/*,  dans  l'équation  difiëren- 
tielle  trouvée  ci-dessus,  elle  deviendra 

Rsiax{^cosmx  +  ^cos(n>— i)x  -f-  Ccos(/n — a)x+  etc.  Jl 

— cosx{m^sinmx-|-(m — i)£sîn  (/ïh— i)x-|-(ot— a)Csin(m— a)x4"***^'}i  ~~ 

Si  l'on  observe  que 

sinxcosnLa:  =  ^  {sin(m+i)x  —  sin  (m — ï)^}» 
cosx  8inmx  =  ï  {sin(ni-f-i)x+sia(n^— ï)x}, 

et  que  l'on  applique  cette  transformation  à  tous  les  produits  analogues 
aux  précédens,  on  en  déduira,  en  ordonnant  par  rapport  aux  sinus  des 
multiples  de  x, 

{nA  —  mA}  sm(m  -f-  i)x 
-f-  {nB  —  (m — i)5)sinmx 

+  {nC  —  nj — (m — 3)C — mA         )  sin(m— i)x    \  

■4-  {nD  —  nB —  (m — 5)Z?  —  (m — \)B)  sin(m — â)x 
+  {nE  ™  n<7—  (m— 4)Ê  —  (m—ii)C)  sin(m— 3)x 
.+  etc. 
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Le  coefficient  de  cbaqae  sinus  étant  égalé  séparément  à  zéro,  doimera 

(rt — ni)  A  =  0, 

(« — m+i)S  =  0,  ■       . 

(n — ffl-f-a)C  —  (n-^Tn)A  ^  o, 

(n_77i-f-5)/>  —  (n-|wn_i)5  =  o, 

ln—m-\-^)E  —  (n-t-m— 3)C  =  o, 

etc. 

On  ne  peut  prendre  à-Ia-foîs  w^=:o  et  £=0,  pour  satisfaire  aux  deux 
premières  équations  ;  car  cette  supposition  rendrait  nuls  tous  les  coeffi- 
cieus  ultérieurs  C,  Z>,  E,  etc.;  mais  en  ^sarit  m  =  nf  la  première 
équation  se  vérifie,  'A  restant  indétenniné  y  et  la  seconde  donne  £=0: 
'û  vient  ensuite 

d'où  il  résulte 

c==^,   z)=o,   £=ïî==;i^,  >=o, 

a^'S^^^zH,      etc. 
D'après  ces  valeurs,  on  a 

cosx"  =  -rf{cosïix+-  cos(n — a)x  4-  ">"~' J  cos(n— 4)«  +elc.J; 
pour  déterminer  ^,00  fera  a:  =  o,  d'où,  on  tirera 

. =^  {,  +;+ =^ + "'"~;^S~°^+ "c.  }=^  (,+.)• =i.-^, 

'.«^  =  -^ ,  et  par  conséquent  la  même  formule  que  dans  le  n'  54  de 
llntroduction.  Il  iàut  se  rappeler  que  l'on  en  déduit  le  développement 
de  sinx'  (page  95). 

loS.  En  parcourant  les  Inverses  manières  d'appliquer  la  différentiation  tTuvedMéqu- 
au  développement  des  fonctions  en  séries,  je  ne  dois  pas  omettre  celle  "^niejie,^* 
qu'employa  Maclaurin  pour  pa^enïr  à  la  formule  du  n"  8é^^  sans  le  dcribppci  la 
secomv  du  théorème  de  Taylor.  foncuo". 
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Soii 

}-  =  J+Bx  +  Cx-  +  Djc^  +  Ex*  +  etc. 

En  âifférentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  expression,  on  troareim 
^=a+aCr+     5DJC-+         4Ej:>  +  etc. 
^=       1.3C    +1.SVX+     S.iEa^+etl:. 
^=  1.2.ZD    +i.S.4Ex  +eu; 

etc. 

d'où  l'on  Toit  que  les  indéterminées  AjBj  Cy  Z>,  etc.  peuvent  se 
déduire  des  valeurs  que  prennent,  par  la  supposition  dex:^o,   b 

fonction _7*  et  ses  coefTiciens  différentiels  ^  ,  t^,  -A,  etc.  î  car  si  1% 
y,  2",  y  y  etc.  désignent  ces^Taleurs,  les  équations  ci-dessus,  dsu» 
l*hypolbèse  de  x^o ,  se  réduiront  à 


r  =  j 

\ 

f  ^=  r 

y  —B 

' 

1  .ff  =  F' 

r-  =  i.aC      1 

>  d'oii 

U-&, 

r'=  I.J.52)  1 

l 

^  =  T? 

etc. 

) 

.  «"=• 

cl  par  conséquent 

■'  "^  1    *  i.a^^         i.a.3    ' 

104.  On  peut  obtenir  de  méinte  le  développement  d'une  fonction  de 
deux  TariaUei  ;  car  si  on  suppose 

u^  J  '^  Sx  -^  Çy 

+  Z>x*+  Exjr-{-Fx' 
-f-  etc.  , 

tes  lettres  jf  y  B  ^  Cf  etc.  désignant  des  quantités  indépendantes  de  x 
et  de^,  et  qu'on  différentie  cette  éqnalîon  par  rapport  à  x  et  par  rap- 
port  kj,  plusieurs  foi«  de  suite,  de  muiière  h  obtenir  les  expressions 
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A»  coefficiens  différentiels  j|,  j^ ,  j^ ,  jj^,    etc.,  on  aura,   en 
égalant  à  zéro  4r  et^,  après  les  différentiations , 
au »  Au „ 

à  l'égard  de  j^ ,  on  trouvera  sa  Talent  en  cherchant  celle  de  la  fonc- 
tion Uy  lorsque  xeijr  sont  nuls  :  on  aura  donc  la  même  formule  que 
celle  du  n*  ^. 

io5.  La  formule  du  n*  io3  est  liée  avec  le  théorème  de  Taylor  , 
de  manière  qu'on  en  peut  déduire  aisément  ce  théorème,  en  s'aidant 
de  l'équation  différentielle  partielle  qui  caractérise  toute  fonction  con^ 
posée  de  la  somme  de  deux  quantités  variables.  £n  effet,  si  l'on 
pose  1/ =f (a: -(- A)  »  et  que  l'on  regarde  en  premier  lieu  x  comme 
une  constante,  on  développera  1/  suivant  les  pjiissancesde  h,  par  la 
formule 

v+ui  +  vS-^  +  v  -^  +  M., 

V,  U',  U'f  £/*,  etc.  désignant  ce  que  deviennent  les  fonctions 

,     du'      d'u'      d'i/ 

^'^  dJT»  dF»  55^'  ^**'* 

lorsqne  h=so.  Mais  si  on  fcit  x-+-A=îy ,  il  en  résultera  {(x+K)  =  î(x')  ; 
et  onaurad.f(a:')=r(jc')djr/,  de  quelque  manière  que  varie  x';  d'où  il 
suit  qu'en  disant  varier  à-Ia-fois  x  et  h,  il  viendra  d3^=ix~^-dhf  et 
que  par  conséquent  la  différentielle  complète  de  f(xH-A)  sera 
f(x')(drH-dA)  ou  f(x+A)dr+r(x+A)dA,  expression  dans  laquelle 
le  coefficient  différentiel  relatif  à  x  est  le  mente  que  celui  qui  est  re> 
htif  à  A  :  on  aura  par  conséquent 

on  tronvera  de  même 

d' .  f  (x+A)  _  d  ■  rçj  +&)  _  àrjx+h-)  _  d'  ■  f (j+A  ) 
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et  en  général 

"■    dA-       ~       dx-      • 

On  pourra  donc  sabstituer  -p ^  à  -^  ;  faisant  ensuite  A  ;=  o ,  ce  qui 
change  m'  en  f  (x) ,  on  trouvera 

et  en  représentant  f(x)  par  u,  le  développement  de  la  valeur  que  preud 
*tf  lorsque  x  devient  x-{-  A,  sera 

-j-i r  j-î  -" — î  +  etc. , 

—  ,       dx'  i,a    '    d^'  1.2.3    *  ' 

«omme  il  résulte  du  théorème  de  Tajlor. 

-  io6.  On  passe  d'uQ^manière  analogue,  de  la  formule  du  n*  104  a  l'ev 
tension  du  théorème  de  Taylor  pour  deux  variables;  car  en  posant  dam 
la  fonction  fC^-H^i^  +  A), 

x+A  =  x',       ^4-A=y, 

ce  qui  la  change  en  f (x',  y) ,  on  a 

d.fC*^,  y)  =  Pâx^^Çày  =  i>(dx  -t-dA)  +  Ç(dr  +  d*)j 

^oh  l'on  conclut 

à.r(x+h.y  +  k)  __  d.((_x  +  h,y  +  Ji) 
4k      '         —  ^  » 

«l  en  «'élevant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  arriverait  à 

d-*'  ÎÇx+h,  y  +  k)  _  d-^-  iix+h,y+k') . 
dA"dA-  dx"d_y"  * 

mais  comme  le.  développement  de  la  fonction  proposée ,  suivant  les 
puissances  de  A  et  de  A,  aurait  pour  terme  général,  d'après  le  n*  104, 

dA"dA*  i.a..  .m.  i.a.  ..n* 
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en  £ûsant  A^o,  k=:o,  après  les  différentiations ,  il  suit  de  ce  qui 
Tient  d'être  prouvé,  que  ce  terme  général  Serait 

dxfdy'       i.a-.-m.i.fl-..n  tuf'iy'  i  .a.,  .m.i.a..  .a* 

ce  qui  rentre  dans  la  formnie  dn  n*  35. 

On  étendrait  sans  difGculté  ces  conside'rations-  à  un  nombre  quelconque 

de  variables;  et  U  est  à  propos  de  remarquer  qu'elles  ne  supposent  que  les 
préliminaires  de  la  différentîaUon,  donnés  dans  les  n***  ^—1 1 ,  et  pour- 
raient par  conséquent  servir  à  rendre  l'exposition  des  principes  du  Cal- 
cul difTérentiel  indépeadante  de  la  démonstration  des  oP'  17  et  18;  mais 
cette  marche ,  plus  simple  en  apparence  que  celle  que  j'ai  suivie,  sem- 
'bler&it  peut-être  moins  rigoureuse. 

107.  La  considération  des  équations  différentielles  partielles  dont  on 
vient  déjà  d'appercevoir  l'usage,  a  conduit  à  des  développemens  très- 
généraux;  tel  est  celui  d'une  fonction  quelconque  a^.|'(^),  j-  étant 
nue  fonction    liée  avec  la  variable  indépendante  x  ,  par  l'équation 

les  caractéristiques  F  et  f  désignant  des  fonctions  diSnaées  quelconques. 
£n  différentiaot  celte  équation  par  rapport  à  x  et  par  rapport  ii  a, 
il  viendra 

g  =  F'  [a+^t(j'y]-{fM  +  ^'Wj^} . 
élinûaant  ensuite  F'[«+*^C7^)]>  on  trouvera,  après  les  réductions; 
mais  puisque  u,  pu  40')»  ^^  dépend  que  de /,ouauraseuIemeid 

^  =  4'Cj)^.      a^  =  4'Cr)^. 

d'où,  en  éliminant  ■\''(j')>  ^"^  tirera 

du  dy        du  ày 
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mettant  pour  ^  sa  valeur  'P(f)~^*  **  faisant,  pour  abréger,  ^y)ssstj 
il  Tiendra 

du  du  __  du  du 

3»  du  ""     *  d^  ^      ao  * 

on  pourra  donc  substituer  à  ^  la  quantité  z  ^; 

Si  on  différentie  l'équatÈon  précédente  par  rapport  à  :>:,  il  viendra 

A       àu 

T-^=  I.  ;  mais  la  quantité  z-^  n'étant  autre  shose  que  f(j)-y(j)^, 
c'est-à-dire  une  fonction  de  j^  multipliée  par  ^  >  on  pourra  la  regar- 
der comme  le  coefficient  différentiel  d'une  nouvelle  fonction  de^  qnfl 
nous  représenterons  par  i/,  et  nous  iiurons  alors 


àt/ 


=  a  x;  et  —t-~  =  ^ 


3S"  — 
En  interrerlissant  l'ordre  des  dlfférentiatîons  ,   il  en  résultera 

5x*  *^  ffiîc  ^^  "dâ~  ' 
or  il  faut  observer  que  la  relation  y-s=  z~,  a  paiement  lieu  à Vé^. 
gard  de  u',  et  que  par  conséquent  ^  =  s  ^:  cela  est  &cile  ii  vérifier; 

puisque  i/  représentant  aussi  une  fonction  de  j^,  on  doit  avoir,  comme 
ci-dessus, 

du'dy       au'  dy 
Sx  aa        da  dx  ~~ 

Mettant  donc  dans  l'expression  de  jp^pour^^  sa  valeur  a  j-  ,  et  en- 

du'  1  •  ,      du        •>•  f 

suite  pour  ^  la  quantité  a^  qnil  représente,  on  trouvera 

,     du'         ,    .du 

<Pa  de du 

da:*  ~~'     da      "^     da    ' 

£a  différentiant  cette  deraière  équation  par  rapport  à  x,  on  obtient 
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dra   g^==    .4„<     *  &isant  s'^^*^»  ^'  iaterrertissant  l'ordre  des 

,._.        .    .  d*M         d'ti'  dr   .  .d«'        du" 

differentuUons,  on  aura  gp=g^2j=:-g^;mai8onaaussi^=z^, 

d'  .»  "^^ 

■ ,  du*  *  du       1  d^u  '     ^ 

et  par  conséquent  -g- ^sz'g-;   donc  jp  = 

d-.„   ^"'-'^ 

Ea  général,  si  .     "=: — g^j^j — ~j  en  disant  s""'  ^=~ 0^ » 

n  —  I  entre  parenthèses  désignant  le  nombre  des  accens  <{ae  doit  poi^ 
ter  la  lettre  u,  et  non  pas  une  puissance,  on  tronrera  -     ' 


,  du 


d'u  d'u'---- 

dx"  """      dxda'' 


et  à  caose  de 


— ) 

=£ 

„•..--•. 

-■> 

"' 

da— da; 

du" 

..■-c*- 

-0 

du 

da 

■"■ 

do 

d'u do 

ai!  =    don-i  • 

Cela  posé,  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  g^,  Î5*'  •  SP-'P"*** 
dans  l'hypothèse  de  x  =  o,  étant  aussi  celles  des  coefficiens  des  termes 
.du  développement  de  la  fonction  u  (io5),  on  aura 

A     »*'"  ft"-'     ■*^" 

'     dûi     '       do      i.B  ^      dii"-'     i.a.3...n^^        * 

en  désignant  par  C/^  ce  que  devient  u,  lorsque  x=;=o.  Cette  suppo- 
sition, fjùte  dans  l'équation  j'  =  F[a4--^(7')]>  donne  j's:F(a), 
H^  ^  f '(n) ,  valeurs  qu'il  faudra  subetîtaer  dans  z  ou  ^{j)  et  dans  -r-. 

C'est  il  M.  Laplace  qu'est  due  la  formule  ci-dessus ,  et  la  manière  dont 
il  l'obtient  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  quelques  légers  chan- 
gemens  que   l'ordre  de  cet  ouvrage  rendait  nécessaires. 

Dans  le  cas  particulier  représenté  par  l'équation  y  =a+x^(_;'),  on 

aura  simplement^^a  et  ^=1;  XJ,  a  et  3^  deviendront  respectivc- 

i.  36  ' 
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raeot  ■\'(a)f  ^(a)  et  -fCi);   et  par  conséquent  le  déVtloppemeiit  deu 

01^01^  «uifiat  iH  pûisfiaocâs  de  -jc ,  sera 


loS.  Mk  Laplacé  a  étendu  ces  recherches  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  analogaes  h.  celle  que  nous  avons  considérée 
dftos  le  ti'  prêchent)  mais  un  ouvrage  de  la  nature  de  celui-ci  ne  com- 
portant pas  tous  Irs  détails  qu'il  a  insérés  dsos  son  intéressant  Me'moirc, 
nous  nous  bornerons  à  ce  qui  regarde  les  fonctions  de  deux  variables  y 
et  en  exposant  les  artiâces  ingéuieux  qu'il  a  employés  dans  cette 
recherche ,  nous  remplirons  le  but  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé, celui  de  î&vee  connaître  les  procédés  analytiques  les  plus  r^ 
marquables. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  des  deux  quantités  y  et  z,  detemù» 
nées  par  \t&  deux  équations 

i^'et  J^, ,  ^  et  ipt  désignant  aussi  des  fonctions  quelconques.  Si  oa 
avait  particularisé  ces  .dernières,  et  que  la  forme  des  équations  ci- 
dessus  permit  Télimioation,  on  parviendrait  !t  connaître  sépkrëmetft 
les  valeurs  de  jr  &.  de  8,  ett  A  et  t,  ft  et  j;  ;  on  doit  donc  regarder  k« 
deux  premières  quantités  comme  des  fonctions  des  quatre  dernières  , 
et  en  les  di0ëreatiant  sous  ce  poinirde-Tue  ^  on  forarara  les  coe£Qcietiis 
difiëtvntiels  ^rans  : 

Ponr  abréger,  j'ai  écrk  seulement  <p  au  lie*  de  f{jj  2);  j'^en  userai  de 
même  à  l'égard  de  ?>  (  r,  z)  ;   et  je  ferai  lAserrer  que  les  fonctions  u. 
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^  et  tp,y  ne  conlîennent  qu'implicitement  les  variâblat  ï  -fit  soi 
Ea  supposant  /  et  x  nulsj  il  ea  résultera 

'  \  dans  le»  mêmes  ( 

3J  =  <►  (     circonstance» 

u  deviendra  £>nction  de  a  et  de  &  seulement,  pmsqu'aloi;^ 

7  =  ^(fl)      et      a^F.W; 
or,  en  observant  que  u  ne  dépend  explicitement  que  de  J'  et  de  Z|  et 
mettant  les- valeurs  de^,  —-,   ^,  ^,  ottavva 


ar 

=  . 

=  ^ 

m 

Si 

=  /^ 

(»)•♦.• 

et  parce  que 


du du  dy         du  dx du  „   ,,\    _ 

di  =  apdè  +  dïS=di"'^'C*^*" 

j     >ilTiendra<   .         . 

lorsque  9ts»o  «t  f  ^sp. 

Concevons  pour  nn  moment  que  l'on  ait  tiré  dt  l'^qw^Uon 
s  =  i^,  ri  + J:9f)  la  valeur  de  s,  et  qu'on  l'ait  substituée  dans  la  Çanc- 
tlon  U;  cette  fenetion  ne  dépendra  plus  alors  que  des  variables  j-  et 
jr,  et  dans  les  différentiatlons  relatives  à  t,  il  suffira  dWf^r  ^ard  h  U 
première,  puisque  la  seconde  e^tnne'  des  variables  indépendantes;  mais 
si  on  chasse  en  même  temps  z  de  l'éqnatton  j'^Ffa-^  t^) ^  la  fonc- 
tion 9 ,  lorsqu'on  difiëreutiera  par  rapport  à  t ,  pourra  être  considérée 
comme  ae  renfennaut  que^:  on  aura  donc,  en  vertu  du  n'  107, 


.d"!B 
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et  par  conséquent 


.-feD.-C^^) 


•—  — — a^ii^ 

Il  est  clair  qoe  le  développement  de  d'.^j-se  déduira  de  celui  de 
d'.^T^,  en  y  mettant  ^  pour  ?>,  d.^  pour  dip,  d'.ç"  pour  d*^,  et 
ainsi  de  cuite  :  on  pourra  donc ,  au  lien  de   ^-^^   écrire   senlemeat 

ip~;  mais  cette  dernière  quantité  éunt  égale  ^  j)->  lorsque  <  est  nol, 
il  en  résultera 

d("(Lc"  ■"         da"-' 

Tout  étant  senibUlile  entre  les  variables  /  et  «,   t  et  x,  a  et  i,  on 
aura  aussi 


d- 


du 


dx*  —      di'-' — * 
équation  qu'on  pourra  changer  en 

a^  —  dt— '  » 

en  écrivant  ^,  aii  lien  de  tp,",   et  en  substituant  au  Heu  de  ^tTr^sar»* 

leur  3-*  dans  le  cas  où  x=0:  mai 

àx' .  _        ' 

remplacer  9,  par  ^'  dans  le  résultat. 

Mettons  cette  ey 
dessus,  il  viendra 


Mettons  cette  expression  de  7^  dans  celle  ^^^i:^^}  trouvée    cî- 


d^  _  ^___Vdidx/ 


en  se  rappelant  toujours  qu'il  dut  substituer  4^  à  f ,  f ,"  &  ^»,  et  aprè^ 
les  diOërentiations,  faire  t=o  et  :r=a. 

Les  opérations  précédentes  nous  ont  procuré  l'avantage  de  ne  faire 

dépendre  le  coefficient  ^i,^  que  de  celui  du  second  ordre  ^^  ,    et 
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les  différentiaUoDS  relatives  ^  a  .et  à  ^  ne  causeront  aucun  embarras  y 
pnisqu'eUes  se  présentent  sous  une  forme  très-simple  lorsque  t  et.  x 
sont  nuls  y  ainsi  qu'on  a  dû  le  remarquer  au  commencement  de  cet  ar- 
ticle, n  ne  reste  donc  plus  qu'à  déterminer  l'expression  de  gigr  »  ce  qui 
«era  &cile. 

En  différeutiant,  par  rapport  à  x,  l'équation  jr  =  j^'P  j    il  Tiendra 

d'u    d^    ^     ,     du  dy  ^ 

dx'dl  ■""  dada  *  "'"  dô  dx  » 
^       d« 
d(i  du  _        .  d*u  _     ■  "'  dî    ,    du  d«    «  -  .    _ 

or  on  a  3j  =  jj  ?.  :   donc  jjjj  =  if -3— +  jjj^.  Ma»  (f  eipn- 

mant,  ainsi  que  u,  une  fonction  quelconque  de  ^  et  de  z,  il  existe 
entre  ^  et  ^  la  même  relation  qu'entre  ^1  ^^  sx^  ^^  ^^o»  à<xn.c  en-« 

d«  Aa       ,,   , 

coreg^=<p.  gj,  dou 

d^  —     d'u     ,     -  dçi  du    ,    _  d^  du 

-      d«iï=^>3Sdî  +  'Pd^dï  +  ^'dïdSï 

et  comme  il  &at  changer  ^  en  ip',  7,  en  ^,*,  il  viendra 

<!■»      '  ___  .  d»u     ,      __■.  __,  dp,  du    ,       ^„_,«  -dç  du 

bien  entendu  que  9  et  7,,  ainsi  que  u,  seront  réduits  à  des  fonctions 
de  â  et  de  h  y  en  mettant  au  lieu  àsjf  et  de  z  leurs  valeurs  ,  lorsque  f  et  or 

«ont  nuls.  Ayant  formé  ainsi  ^-^ ,  que  nous  représenterouspar  Z7^^">> 

on  aura  pOur  le  terme  général  du  développemei^t  de  la  fonction 
proposée , 


cbacun  des  termes  s'obtiendra  individuellement,  en  prenant  pour  m 
et  pour  n  tous  les  nombres  entiers  o,  i,  a,  5,  etc. 

JOQ.  Si,  dans  les  formules  qui  terminent  le  n°   107,  on  fait    X'si^Xy    Thrforhao  *■ 
on  aura  lequation  ,enmp». 

-et  la  sene 

d4^CaM°)'_r_      1      d-.4^(a>Coy 
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à  laquellfl  M.  La^n^e  ett  pairenn  par  iodacdon,  en  dércloppant  lef  ' 
racines  det  ^quationa  alg^îqnea  HtUralcs.  On  l'appellfl  aouTUt  1«- 
théorimeàe  M.  Lagrang«:  elle  £ùt  ^poqne  dans  l'histoire  de  lIAnalyse, 
par  rapport  au  développemant  des  fbnctioDS  en  séries  ;  et  son  importuice 
m'engage  &  entrer  dans  quelques  détails  sur'  ses  applicalions ,  qui 
offrent  d'ailleurs  des  singularités  remarquables. 

Proposons  -  nons  pour  premier  exemple ,  de  tirer  de  Téquation 
a — j37'-f->^  =  o  une  expression'  de_^.  En  mettant  cette  équation 
sous  la  forme  ^:=â +  ^^,  et  la  comparantaTec^;=:a+f  (^),ona 

•t  laîjMuit,  p«ir  nbréger,  a  «u  liea  d*  |,  OP  brouTe 

4'(a)'P(«)'=  'w'*'^'^,       +V«)^'')'SK  M^'-^]f,       etc. 
et  par  conséquent 

^„(.4-5^-o(„y.-^^^,.._^  ■<.  .te.  S' 
9U,  en  n«i]^çaAt  «  par  |, 

+  ^ — '  ;".  it-:'3 — "  -p^  +  **^' 

L'équation  proposée  doit,  en  général,  donner  autant  de  valeurs  pour 
j-"  qn'elle  a  de  racines  ;  mais  le  développement  ci-dessus  n'exprimant 
qu'une  seule  de  ces  valeurs,  on  peut  demander  k  qoelle  racine  il  se 
rapporte ,  et  M.  Lagrange  y  a  répondu ,  en  observant  .que  puisque  ce 
développement  s'évanouit  lorsque  a;=:Q,  jl  doit  dériver  de  la  racine 
que  cette  hypothèse  fait  évanouir  dans  l'équation  proposée ,  ivciliQ  qui 
est  la  plus  pçtiiç  de  toutes ,  comme  oq  va  Iç  vov.ppur  le  cas  particur- 
lîer  «— iS?*-f-5^'nao. 
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'  '  Xi«  racints  de  «tt<  d«itiiire  équation  samt 

On  a  premièrement  y 

d'où  OQ  tire 

et  ne  prenant  que  le  signe  Inférieur,  on  obtiendra 

fcfrie  «pu  est  précisément  ce  tjne  devient  l'expresaion   de  /*,  tronTée 
d-dessuB,  lorsqu'on  y  £dl  ns=i  et  m:^a. 


iio.  Le  pn>cédé  par  leqnel  M.  Lagrange  a  vérifié  cette  propriété 
de  sa  formtjie,  de  donner  le  déTelopperoent  qui  se  rapporte  à  la  plus 
petite  racine,  est  trop  curieux  pour  ne  pas  l'insérer  ici.  Il  a  remarqué, 
dès  les  premiers  temps  où  il  s'est  occupé  de  cet  objet,  que  si  on  £ù- 
sait  ^K^)  =:^' ,   le  développement 

^.  =  »--2 »-=r.K»)  -^^'-^^^^  -  ..c. 

^on  .obtenait  alorc  ,  comprenait  d'abord  des  termes  oxi  l'exposant  de  ix 
était  négatif,  et  que  leur  somme  prise  à  part  exprimait  celle  des  ra«- 
cînes  de  l'équation  proposée,  élevées  chacune  à  la  puissance  —  n,  c'est- 
,  à-dire,  que  ««,  ^,  y,  «T,  etc.  désignent  les  racines  de  l'équalion 
a  —j-  •+■  <p  (j)  =  o  ,  l'ensemble  des  termes  dans  lesquels  l'exposant 
de  «  est  négatif,  repréeeate  la  fonctioD 


<t  Toicî  comment  il  a  provré  depuis,  cette  dernière  pr^tositîoais 


Digitizeclby  VjOOQIC 


aM  CHAP.  n.  DU  DÉVELOPPEMENT 

Soit  k  le  coefficient  de   la  plus   haute  puissance  de  ^  dans  f(^), 
on  aura 

<»  -^  +  ?<r)  =  *(*  -J)  (  i3— r)  (>— /)  +  etc.  ; 

prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  dlfférentiant ,  on  ob- 
tiendra successiTement 

l{«-^H-^(j)}=lA  +  l(*— ^)H-K^-J)  +  I(?'— 7-)+  etc., 

'— /Çy)    _  _i_  4_  _i_  j.  _L^  _i_  etc  • 
a—y+fiy')     *~y  ^  &—y^  y— y  ^        ' 

convertissant  en  série  chaque  terme  du  second  membre  de  la  demièra 
équation,  on  formera  une  série  dont  le  terme  général  sera 

{^  +  «i  +  ^.+  etc.}r, 

et  la  quantité  qui  multiplie  j^'  aura  par  conséquent  pour  expression  le 
coefficient  de  la  même  puissance    de  j* ,  dans  le  développement  de  la 

fonction      '  ""  .  ^ -;•  Pour  obtenir  ce  coefficient,  cherchons  celai  de 
a—y  +  Hy)  * 

la  fonction   j?^.  ■■  ,  en  supposant  que 

t(jr)  =  A.  +  A,jr  +  A.j-  +  A,y'  +  etc. 
fW  =  B.  +  B,j  +  B.jr'  +  B,y>  +  etc. 
Si  l'on  observe  que 


i-'si!' 


on  pourra  développer,  suivant  les  puissances  de^^,  la  j&action  propo* 

«ée,  qui  deviendra 

«-ry        if^-isr  ^    C«-^)^         C<*-7)^    -»-etc., 

série  dans  laquelle  il  fendra  introduire  les  développemens  ^^^  firactîons- 

a_^»        {a—yf  '        (a— y)'  '  "> 

£|u'oQ  peut  obtenir  par  la  formule  du  binôme;  mais  on  les  déduit  suc 
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cesâTemént  les  nos  des  autres ,  en  abserVaat  qae  . 

— 1— s=    i    +  4  +-5  +^"--t--£;  +  etc. 

-i-d--^=^— =  A  +  i^  . .  .4- i!±ii.ë*î^  +  ele. 
ad^       o— ^ —  (a-:)')' —  ô?  ^^    fla*         ^  aa"+^  '^ 

rsçj"  ^— (5:^«— OS»  ■  TC-  •  •+         aT3Î=î  +  '"=• 


Cela  posé,  la  fraction  -^  fournira  dans  le  terme  général  la  partie 

qui  s'arrête  au  terme  dmsé  par  la  première  pnissaBce  de  aj  cette  paiv 
lie  étant  réduite  au  même  dénominateur,  devient 

^tM ; — r> 

et  revient  par  conséquent  à  -^7*,  pourru  que  l'on  borne  le  déve- 
loppement  aux  termes  dans  lesquels  a  est  affecté  d'un  exposant  négatif. 
Cette  conséquence  subsisterait  encore  quand  on  écnrait  f(a)(p(a)f  au 
lien  de  f(a),  puisque  ce  produit  est  de  la  même  forme  que  f(i);  ainsi 
le  terme  général  du  développement  de  -V^^/^  serait  encore  exprimé 
par  .■-"^.■-/'j  dans  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus. 

Si  maintenant  on  différentie  par  rapport' à  a,  l'expression    "J^i—i 

on    aura  le  coefficient  de  j*   dans   la  différentielle   de  %    fonction 

lly     >  prisfi  ^6  même  par  rapport  &  a  j  or   celte   dernière    est 

~~i^^âa:  il  est  donc  évident  que  ^d^^lf^l  «t  le  coefficient 

àej*  dans  le  développement  de  la  fonction  —  }\_J'.\  j  eu  observant 

toujours  de  ne  prendre  qne  les  termes  dans  lesquels  a  a .  un  exposant 
négatif. 

S7 
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Par  les  mêmes  raisons,   le  coefBctent  de  y*  dans  le  deTeloppement 
de  Mf^^f>*  ^  serait  Li^llS^,   et    differentiaot  deux  fois  ^   rapport 

il  a,  chacune  de  ces  fonctions,  le  résultat  fourni  par  la  seconde  don- 
nera le  coefficient  dej^  dans  le  développement  d«  celsi  «ja'on  tire  de 
la  première  :  en  effectuant  le  calcul,  on  trouvera 

±<d^w    et     »  d-'^tc)»w; 

(a— j-y  ^       35"        a-+"       » 

et  divisant  par  a ,  on  en  conclura  que  l'assembla^  à»^  termes  de  Tex- 
pressioa  -^  d'  '■^,  " ,  dans  lesquels  a  a  un  exposant  négatif,  forme 
le  coefficient  de^  dans  le  développement  de  -  Y    ■  ■  j?  ■ 

On  prouTerait  de  la  même  manière,  qne  le  coefficient  de^,  dsos 
le  développemeat  de  U  fonction  — -^j~rç^ï  **' 

et  ainsi  de  suite^  ensorte  que   le  terme  général  da  deTeloj^iemait  de 

f  fW    ,   1  .fWfW   I L_j.tWî£2Ï) 

en  Se  bornant  aux  termes  où  l'exposant  de  a  est  négatif. 

II  est  visible  que  les  différentieUes  successives  de  cette  expresûon , 
relatives  à  a,    correspondent  &  celles    de    la  fonctîoa  ^^j-;> 

prises  dan#k  même  hypotbèsej  et  Ton  en  déduit,  par  de  tknx^M  dî& 
férentiationSj  le  coefficient  de  /*  dans  les  développemens  des  fbnctioni 

-  fty)  fÇy) 

La  fonction  spéciale  qu'il  s'agît  de   développer   étant     '~^^» 
il  fimt,  dans  la  série  ci-dessus,  changer  i{j)  «n  i — p'(/)i  mais  pour 
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pins  de  généralité,  M.  Lagrange  y  subslitue  4(/)(*  —  ^(7)}t4<î®' 
signant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de/.   Si,  pour  abréger,  ori 

&it  ^^  =  *(d),  et  qu'on  écrive,  au  lieu  des  fonctions  Ç(a)  et  ■*'(o), 
les  lettres  ^  et  *  seules,  il  Tiendra 

!*  —  *?>'+       ^       {d.  -ïiip  —  d.  -irp^  }  1 

on  obserrera  ensuite  que 

-Jj;d-.*r=  i  d  Q;  d.*r)  =  ;^  {d  .*»♦' +id .  »•*-}' 

etc. 

En  mettant  ces  Talenn  dans  chaque  terme  et  réduisant,  on  obtiendra 
l'expression 

«ù  le  coefficient  de  j^  est  précisément  U  série  du  s*  109  ;  maù  âuoi 
l'usage  auquel  die  est  employée  ici>  il  n'en  Cuit  poaaser  le  dérelop* 
pement  qu'ansri  Ims  qa'd  y  «  <ks  leniw  ojt  b  lettnt  •  eA  affectée 
d'exposatts  négatîâ»  .... 

En  prenâBt40')eE  j ,  afin  d'obtenir  le  terme  général  du  dérdc^pement 

de   — j£^^  y  V,  ilTÎent  4(o)=i»  "^(0)^3^;  etl'onaparconséquent, 

en  B^embrassanf  qae  les  termes  qui  contiendront  des  puissances  néga- 
tives de  a. 
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ou,  en  ne  prenant  que  le  coefficient  de  7*r' ,  et  écrivant  rt—i    \U 

place  de  n , 


r-  +  ?:  +  7 • 

.=  <(-:- mr^-^a)-- ^^-^ j^2-!--elc., 

résultat  très-remarquable,  puisqu'il  o0re  le  moyen  de  calculer  immé- 
diatement, par  des  différentiations,  la  sonmie  des  puissances  négatives 
des  racines  des  équations  algébriques.  On  en  déduirait  celles  des  puis* 
sauces  positives,  en'ne  l'appliquant  k  l'équation  proposée  qu'après  avoir 
écrit  dans  celle-ci  -  au  lieu  de  r. 

y  ■' 

Le  résultat  indiqué  ci-dessus  ne  répondant  qu'à  la  fonction  parti- 
culière - ly'V'^-  -.  )  il  MSle  encore  &  savoir  à  quoi  répond  le  terme 
général  de  la  fonction  /^ç^i^(y)i  poury  parvenir,  il  &ut  se  rap- 
peler que 

sii^î^  =  ^TZTy  +  irij  +  ^i^  +  etc.; 

et  que  par  conséquent, 

a— y  +fiy)         «  — ^  ^  1^  ^  y— y  T  """  ' 

Cela  posé,  -^  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  dej',  onpotim 
la  diviser  par  «—_/,  jusqu'à  ce  qu'elle  ne  renferme. plus _/,  et  si  m 
désigne  l^exposaat  de  son  degré,  le  quotient  sera  du  degré,  m — i.  Ou 
peut  aisément  découvrir  la  forme  du  reste,  en  partant  de  l'équation 

!^^  =  «*:*-(-«— ;y^+ 4->*-*    {Élénu^Âlg.), 

d'après  laqnelle  il  est  évident  que  4(«)  —  Mf)  «^t  divisible  par  ar-j- 
En  représentant  le  quotient  par  FÇa^  j)i^  viendra 

eu  of  érast  de  méioe'tur  Ut  iraciion  fi^,  a  nir  toutes  les  astres; 
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on  trouvera 

'^^i^Si+tifp-  =--P(«».  J)  ~n^y)-ny.r)  -  etc.  j 

Le*  iônctions  F(a yJ^)jF($y  y),  etc.  étant  entières  et  du  degré  m — i ; 
ne  sauraient  avoir  plus  *de  m  termes,  dont  le  dernier  sera  affecté  au 
phjsàejT—'  ;  au-delà  de  ce  degré,  le  développement  du  second  membre 
de  l'équation  précédente  ne  comprendra  plus  que  les  termes  provenant 
du  développement  des  fractions  que  ce  membre  renferme;  donc  en 
prenant  n  >  m,  son  terme  général  sera 

donc  c'est  à  la  fonction 

;^  "r  j5^  -r  y^  -t-  etc. , 
<m  bi«n  à  la  fimcdon 

en  mettant  n— i  k  la  place  de  n,  et  prenant  "{"(a)  s^^^*  l^e  ré- 
pond la  série 

lorsqu'on  s'y  borne  an»  tenues,  contenant  des  puissances  négatives 
de  a. 

m.  D  reste  encore  à  examiner  &  quoi  répond  la  série  entière.  Le 
nombre  de  ses  termes  à  exposant  négatif  augmentant  avec  la  valeur 
de  n,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  aurait  aucun  -  terme  à  rejeter  de  la  série , 
si  on  regardait  cette  valeur  comme  infinie;  mais  on  ne  voit  pas  ce  que 
ponrratt  signifier  alors  la  fonction 

~^ 

U  n'en  serait  pas  de  même  du  rapport  de  cette  fqncttonà  la  suivante^ 
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Car  ce  rapport  peut  se  mettre  soas  la  forme 

et  si  et  de'signe  la  plus  petite  des  racines  e,  fi,  y,  etc.,  les  dÎTisean 
f  ~Y»  (^y »  ®*^*»  P*>'^'"**  ^^^  rendus  aussi  grands  qu'on  Toudn  par 
l'augmentation  du  nombre  n ,  U  limite  de  l'expressiiHi  totale  sera  a.', 
d'où  il  résulte  que  ù  l'on  de'signe  par  n(a)  la  fonction  ^^,lafonctioa 

aura  d'auttnt  plus  de  termes  communs  avec  le  de'veloppement  de  a% 
qu'on  y  supposera  n  plus  grand,  puisque  les  premiers  termes  du  quo- 
tient ne  dépendent  jamais  que  d'un  certain  nombre  def  premiers  teimet 
du  dividende  et  du  dÎTiseur  :  or  c'est  une  propriété  trèa-remirqoable 
des  séries  ci-dessus,  que  leur  produit  et  leur  quotient  sont  ce  que  de 
viendrait  la  série  du  numérateur ,  si  on  y  subsUtuait  à  la  fonction  "i^Ça)  le 
produit  ou  la  quotient  des  foncUons  ■f(a)  et  Xl(a). 

On  s'en  assure  en  multipliant  en  effet  l'une  des  séries  par  Vautre:  et 
pour  abr^er,  je  n'écris  qu«  les  lettres  i*  et  II,  comme  \e  Yû  déjà  ^t 
plus  haut:  il  Tient 

+  «te.. 


où  il  iant  se  rappeler  que 


■aï» 

'0  en  rêttùlbe  d'sbord  qne 


w  — *  rr  —i^ 


*Ti  +  *n--ng  +  *g  =  î^; 
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on  a  flnsoHe 

et  par  ces  -râleurs  on  trouTe  qae 

fW+i^tgS  +  lnl^     ■ 

revient  & 

â      30      * 

Ce  calcul ,  dont  la  marche  eal  suffisamment  mditjaée  pour  qn'on  puisse 
l'étendre  &  un  plus  grand  nombre  de  termes ,  montre  que  le  produit 
des  séries  proposées  est  de  la  forme 

*rT  4-  ?  -5,-  +  — 2E •"  *^*' 

qui  est  la  même  que  celle  que  prendrait  la  première  série  en  "ir,  si 
l'on  y  i^ensplaçait  cette  fonction  par  le  produit  de»  fonctions  *?  et  TT. 
Si  on  représente  donc  par  (i')  la  s^rie  en  ^,  et  par  (n)  k  série  en  II , 
on  aura  Téquation  identique 

(•i-)(n)  =  (*.n), 

qm,  d'après  le  sens  attaché  ci-dessus  anx  parenthèses,  exprime  que  le 
produit  des  séries  en  "i*  et  en  H  est  le  même  que  la  série  qn*on  for- 
merait avec  la  fonc^n  égale  an  produit  des  fonctions  'f'  et  n. 

En  £kisant  le  produit  "irM^Cl,   l'équation    précédente    devient 
(*)(n)=:(n),  et  donne 


W^  =  w> 


mais  n  =  —  :  donc 


^-(})' 


(♦)" 
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et  par  conséquent  le  quotient  des  séries  en  "¥  et  en  û,  est  identique 

avec  la  série  formée  du  quotient  de  ces  fonctions. 

De  cette  dernière  équation ,  qui  est  indépendante  de  la  forme  des  fonc- 
tions il  et  ■*",  on  conclut  que  le  quotient  des  séries  formées  avec  les 
fonctions  ^^~  et  ^^^  est  identique  avec  la  série  formée  du  quo- 
tient de  ces  fonctions ,  c'est-i-dire  en  remplaçant  *(o)  par  tfj  et 
comme  le  quotient'  des  premières  séries  considérées  en  entier,  répond 
à  a',  et  étant  la  plus  petite  des  racines  de  l'équation  a— 7H-^0')=o, 
on  aura  enfin 

série  qnï  se  change  dans  celle  du  n*  i  lo ,  lorsqu'on  y  met  —«n  an  lieu 
de  r  j  d'où  suit  cette  conséquence  :  la  série 

qui,  lorsqu'on  n'en  prend  que  les  termes  affectés  d'exposaus  négatif, 
exprime  la  somme  des  puissances  du  degré  — «n  de  tontes  les  racines 
^de  l'équation  proposée  ,  étant  considérée  avec  tons  ses  termes ,  offre 
alors  l'expression  de  la  puissance  — n  de  la  plus  petite  de  ces  racines. 

lia.  On  passe  sans  di£Sculté  du  développement  de  «'  3i  celui  d'ont 
fonction  ^(a)  qui  senùt  de  la  forme 

Ma.'  +  Ha'  -t-  Pif  -f  etc.  , 

parce  qu'en  prenant  séparément  les  expressions  des  termes  Ma.',  If»', 
i*»',  etc.,  et  .les  ajoutant,  il  vient 

Ma'  -f-    iVa'    4-    Paf     -H  etc s=  4(fl) , 

(/■Jtfiï'-'H-  sNa-'  H-  tPaf-'  4-  etc.)^(«)  =  •i''(a)(p(a)  , 

et  en  changeant  a  en^,  on  retombe  sur  l'expression  générale  de  -^j) 
donnée  dans  le  n*  109.  Cette  matûère  d'étendre  la  fonnule  trouvée  ci- 
dessuB ,  offrirait  une  démonstration  du  théorème  de  M.  Lagrange ,  très- 
complète  ponries  fonctions  rationnelles  et  entières ,  mais  moins  directe 
et  moins  générale  que  celle  cpi'en  a  donnée  M.  Laplace. 
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M.  Lagrânge  rémarqae  encore  que  si  l'on  Eut  a  =  0  dans  l'équation 

« — jr-\-^(j)=sOf  elle  se  réduit  ^J'=<p(j)t  sans  perdre,  au  fond, 

rien  ^e  sa  généralité  ;  nais' il  faut  aussi  &ire  a=o,  après  le  développe* 

ment  des  termes  de  la  série 

+W  =  +W  +T  4'W'pW  +  '''^i!°y°''  +  etc. 

Une  dernière  remarque  qu'il  ne  faut  pas  omettre  ici,  c'est  que  pu 
des  ctangemens  de  forme  convenaLIes,  opérés  dans  l'équation  proposée, 
lorsqu'elle  est  algébrique,  M.  Lagrange  est  parvenu  à  tirer  de  son  ihéo- 
•rème  les  développemens  des  diverses  racines  de  cette  équation;  mais 
nous  renverrons  pour  ces  détails,  au  Mémoire  cité  à  ce  sojet  dans 
la  Table. 

ii3.  n  est  facile  de  Toir  que  le  théorème  de  M.  Lagrange  présente 
de  nombreuses  applications.  D  donne  d'abord  pour  le  retour  des  suites 
une  formule  générale  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui 
termine  le  n'  58  de  l'Introduction,  et  fournit  un  procédé  régulier 
pour  en  développer  successivement  tous  les  termes. 

Soit  pour  exemple  l'équation  indéfinie 

2  =  «r  +  ^'  +  >7*  +  etc*  i 
en  lui  donnant  la  formé 

î_j— ^■(/3  +  ^  +  jy-+elc.)=o, 

et  la  comparant  à  a  —  j'  +  ^(jy)  =  o,  il  viendra 

«  =  ;>       <P(.r)=— ^(^  +  >^  +  jy'+etc.); 

et  mettant  en  dehors  des  différentiaticms    indiquées,   le  facteur  cons--^ 
tant  =i,  qui  multiplie ^(^ +5^ +etc.),  on  trouvera 

^  =  a' —      ^       a^' (/S +  5^  + «Ta»  4. etc.) 

_^  n__  dyn-^-'Cg  +  ^a  +  Jj  +  etc  y 

i.a.3«*  do* 

-H  etc. 
>.  58 
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En  làisant  nss  i ,  effectuant  les  opérations  indiquées,  changeant  jr 
en  Xj  a  en  -j  a,  /S,  y^  etc.  en  a,  B,  c,  etc.,  ou  déduira  de  cette 
formule  la  série  indiquée  page  99. 

Si  le  nombre  des  termes  de  t'équalïon  proposée  est  limité,  celte  for- 
mule donnera  la  puissance  n  de  la  plus  petite  de  ses  racines,  et  dans 
le  cas  contra'ire,  l'expression  de^,  d'après  le  retour  de  la  série 

z  E=  «r-f-^^'  +  ^y  +  Jy+elc; 

mais  cette  expression  colresponcb-a  encore  à  U  plus  petite  des  Talears- 
que  peut  avoir^,'  on  s'en  convaincra  en  observant  que  le  retour  de  la 
série  qui  exprime  le  sinus  par  Tare,  dans  le  n*  58  de  llntroduction,  ne 
Aous  a  donné,  pour  le  développement  de  l'arc  par  son  sinus,  qn'une 
seule  série  conduisant  seulement  à  la  valeur  du  plds  petit  des  arcs  dcuit 
le  sinus  est  j ,  puisque  cette  valeur  s'évanouit  par  la  supposition  de 
^  sa  o,  tances  qu'elle  devrait  être  mx ,  m  désignant  un  nombre  entier 
quelconque,  et  -n"  la  demï-circonférence. 

Quelqa' élégant  qae  soit  l'emploi  du  théorème  de  M.  Lagrange ,  dans 
l'opération  du  retour  des  suites ,  il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  le  re- 
garder comme  indiquant  la  loi  des  formules  auxquelles  il  conduit,  du 
moins  à  cause  de  l'usage  où  l'on  est  d'ordonAer  ces  formules  par  rap-' 
port  aux  puissances  de  la  lettre  z  ou  de  la  lettre  a,  suivant  la  dénomina- 
tion de  cet  article  ;  car  avant  d'effectuer  les  différentiattOQS  indiquées, 
il  faut  préalablement  développer  les  puissances  successives  du  poljoome 
(jS  4-  j-a  -f-  /o'  -+-  etc.);  et  en  supposant  cette  opération  faite,  le  pro- 
cédé exposé  dans  le  n"  S9  de  l'Introduction,  qui  ne  repose  que  sur 
des  considéfatioDS  très-élémentaires ,  devient  très-commode  et  présente 
dans  la  dérivation  des  coetBciens  une  loi  extrêmement  simple.  J'ai  cru 
d'autant  plus  à  propos  de  faire  cette  remarque,  que  bientôt  la  liaison 
intime  que  toutes  les  rectiercbes  analogues  à  celles  qui  nous  occupent, 
ont  avec  le  développement  des  puissances  d'un  polynôme  de  la  forme 
tt  -f-  j8x  -f-  j-x*  -^  etc.  sera  mise  en  évidence. 

Par  rapport  aux  équations  transcendantes, le  théorème  de  M.  Lagrange 
a  de  très-grands  avantages  snr  les  procédés  dont  on  se  serrait  avant 
qu'il  fût  connu.  Pour  en  donner  un  exemple,  je  prendrai  l'équation 

jr  =  a  -i-  asin/. 
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«ui  «vpriind  une  relation  géoérale  du  premier  degré ,  entre  on  arc  et 
son  sinus,  et  j'en  déduirai  le  développement  delj-.  La  comparaison 
de  cette  équation  avec  o— 7  +  ç(/)=:o,  donne  ç(7)  =  *sin^;  et 
iaisant  4(/)ï=Jr,  il  viendra 

.à  . .  ,     (T. 

,  ,        ,    tf  sm  a    ,      A*  a   •  ,        tf*  a         ,      , 

!;•=  la  +  j-^+ — -ar-+ m -a?- +«'"■ 

ii4'  Lee  considérations  préeé4eQtes  mènent  nssi  k  des  formules    Fomuiodif- 
très-commodes  pour  la  résolution  numérique  et  approchée  des  équations  i,^,juiiln'm^ 
quelconques;  mais  avant  d'exposer  ces  formules,  je  prendrai  cette  re-""^'?"*  ''"  ^ 
cbercbe  dès  son  origine.  Soit  entre  x  et  des  quantités  données,    une 
équation  quelconque  u=o,  et  cpie  l'on  sache  que  l'inconnue  x  difiËre 
peu  du  nombre  â;  si  on  écrit  a  au  lieu  de  x,  u  deviendra  fonction  de 
<i,'et  aura  une  valeur  d'autant  pins  petite  que  a  sera  plus  près  de  la  valeur 
de  jc.    En  représentant  par  a-^h  cette  dernière,  et  par  u'  ce  que  de- 
vient alors  u,  il  faudra  que  i/=o,  c'est-^-dîre, 

mais  comme,  par  l'hypothèse,  a  est  déjà  très-proche  de  x,  A  est  né- 
cessârement  une  petite  quantité  :  en  négligeant  donc  les  termes  oit 
die  s'élève  an-deU  de  la  première  puissance,  on  aura  seulement 

,   du  I  ■  n    , 

«  +  3^à  =  o.      ou      hz=~~^. 

da 
Lorsque  h  sera  déterminée,  au  moyen  de  cette  équation,  on  fera 
a  -f-  A  =  fl^,  JC  =  </  +  A', 

c'est-à-dire  qu'on  mettra  dans  u  et  dans  -^s  '^  ^  la-pkce  de  «,  et  l'ex- 
pression de  ^'deviendra  celle  de  A'.  Eu  continuant  d'opérer  de  la  même 
manière,  on  trouvera  des  valetu^  de  a;  de  plus  en  plus  approchées. 
Four  appliquer  cetteméthode,  cherchons  la  valeurde  je  dans  l'équation 

JT*  —  lOOSB  «, 

par  laqnella  U  est  visible  <{ae  x  doit  tomber  entre  S  et  4;  >o<u  pren- 
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drons  donc  a  =  5,5  pour  la  première  valeur  approchée,  puis ,  passant 

aux  logaritlimes,  nous  obtiendrons 

x\x  —  lioo  =  o        et        u^al<t^lioo=:— 0,09576. 

En  faisant  usage  des  logarithmes  orcUnaires,  dont  te  modale  est  0^4^39 

(Introd.  37),  nous  aurons  (i5) 

^  =s  1«  +  Jtf  =  0,54407  +  0,43439  =  0,97836  , 
d'où 

—  0,09576  +  o,g7856ft  ;=  o  , 
et  par  conséquent 

donc 

'  X  =1  5,598, 

Une  seconde  opération,  dans  laquelle  on  prendrait  «i^  $,598,  donr 
nerait  une  valeur  encore  plus  exacte. 

ii5.  Si  on  avait  deux  écpiations  u=o  et  f  =  o,  entre  x  et  7,  et 
que  a  et  ^  fiissent  des  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  on  met- 
trait a-\-k  au  lieu  de  x,  b-^-k  au  lieu  de^;  et  on  trouverait,  parla 
formule  du  u'  27 ,  en  négligeant  les  produits  et  les  puissaiices  de  A 
et  de  i, 

,    du  A    ,    du  ft 


ç^. 


Avk 


Ces  équations  serriraient  à  déterminer  les  corrections  A  et  jt;  Êisant 
ensuite  a-^-h^^d^  b-^k=^b'  et  xssd'+A',  j'  =  i'+A',  on  trouverait 
encore  comme  ci-dessus,  les  valeurs  des  nouvelles  corrections  k'  et  *■, 
et  on  continuerait  d'opérer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  f&t  arrivé  à  des  ré- 
sultats suffisamment  exacts. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  équations 

«"+7;^—  1000  =  0,  x'-f-^—  ioos=o/ 
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et  supposons  qu'après  dirers  esMÎs,  on  soit  parrenn  à  rceonnaltre  que  le 
plus  grand  des  deux  nombres  cherchés  doit  être  compris  entre  4  et  5,  et 
le  plus  petit  entre  a  et  3  :  prenant  x  pour  le  premier,  ^  pour  le  se- 
cond, et  disant  4>5^a,  3,5  =  &,  on  aura 


u  =  «•  +  i*  —  1000 

i.  =  o>  +  }■  _  lOO 

Ë  =  «■'«  +  " 

^  =  i-li  +  i^- 

*ï  =  J'U  +  « 

^  =  o'io  +  ai--". 

On  calculera  les  quantite's  «,  "j  ^t  50»  dS>  gjj  en  observant  que  Tes 
logarithmes  indiqués  sont  népériens,  et  on  formera  les  deux  équations 
du  premier  degré, 

—  130,044  H-  aiySjaSaA  4-    18,937*  ss  o, 
4-      4,7ao  +      8o^8k  +  175,786*  =  o, 

d'oh  on  tirera  ^=»,o56,  A=— M>,o5a,  etparconséqoentfl  |  k.  i/=^,56f 
b -^  h  :::=.  1/ =.  3^45  :  une  seconde  opération,  effectuée  sur  les  nombres 
a'  et  £',  donnerait  des  valeurs  beaucoup  plus  approchées. 

1 16.  La  marche  tracée  dans  les  deux  articles  précédens  est  la  pins 
commode  pour  effectuer  le  calcul  arithmétique  des  valeurs  approchées 
des  inconnues;  mais  elle  laisse  à  désirer  leur  expression  en  série  coUt 
vergente.  Cette  expression  peut  s'obtenir  en  appliquant  à  l'équatioa 

d'à    A»      ,    d'«      A»        ,       . 

■dtfr:ï-'-a?7:i:3  +  «*<^-  =  **' 

la  méthode  du  retour  des  suites,  soit  par  la  formule  du  n*.58  de  l'Io- 
traduction,  soit  par  celle  du  n*  ii3;  on  trouvera  la  série 

d*u  a/d»uY  _^^ 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  u. 

Euler  a  donné,  pour  le  même  objet,  une  série  qni  rentre  implicite- 
ment dans  la  précédente,  mais  dont  la  loi  est  plus  simple;  il  y  est 
p^urrenu  en  cousidéraut  a:  comme  fii»iction  de  w,  et  che^bant  qoellk 
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est  la  Talcor  que  prend  x  Iors<|iifl  u  s'évaaouit,  c'est-à-dira  qu'ayant 
J'équatjon  (p(j:)sxo,  il  &it  f(x)  =  i/,  et  conçoit  que  l'on  eu  ait  déduit 
X  s=  4'(")  t  "^  représentant  nne  fonction  inverse  de  celle  que  déùgne  ft. 
Cela  posé,  si  l'on   change  premièrement  u  en  u-f- g*  >  et    ^   en  x', 

il  viendra  * 

prenant  enauîte  ^:= — u,  x'  se  changera  nécessairement  dans  ce  qne 
devient  x  lorsque  u  devient  u — u  ou  o,  et  sera  par  conséquent  une 
racine  de  l'éqnatiop  proposée.  En  la  désignant  par  «  »  on  aura  donc 

«  =  x— T hj-T  —  —  j-T ï  +  etc. , 

du  1    '    du'  i.a        du*  i.a.o    '  ' 

série  ordonnée  suivant  les  paîssances  de  u ,  et  qui  pourra  devenir  con- 
vergente, si  l'on  y  met  pour  x  un  nombre  a  qui  rende  la  fonction  u 
très-petite. 

On  peut  mettre  cette  série  en  nombre,  sans  connaître  l'équation 
x=i-\'(u)f  en  déduisant  de  l'équation  <p(x)ssu  le«  coefficiens  di£* 
-  férentiels  ^  ,  t?,  etc.,  au  moyen  des  formules  suivantes: 


6x          I 

d»  —  aï' 

s 

dx 

aE?=  <k- 

■E' 

1  ^' 

d»' 

a?™  ip 

■E» 

etc.. 

obtenues  dans  le  n*  6i. 

Voici  le  calcul  par  rapport  à  l'équalion  sf=x  loo,  dont  nous  nous 
sommes  déjà  occupés.  On  posera 

it:s:xlx  —  lioo,        d'où        T^s-i+lx, 

«til  viendra,  en  employant  d'abord  les  logarithmes  népértens,  pofir 
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«implifier  les  différentielles  successires. 


SU  = 


^-        aï .(iH-I*).  k:-— p^. 


etc.  î 
puis 


i+Ti 


"ax(i+i«)*""{6x«Ci+Ix)î  +  ax»Ci +!:<:)*}  »'—«»«- 


On  fera  encore  x:=5,5;  maïs  il  faudra  prendre  d'abord  }x  dans  le 
système  népérien,  ce  qui  donnera 

Ix  =s  1,353763a,      1 100  =  4,€o5i703y 

et  par  conséquent 

I  -f-  1^  =  a,a53763o. 


On  pourra  ensuite  regarder  ces  résultats  comme  des  nombres  naturels,, 
et  se  servir  des  Ic^arithmes  ordinaires  ponr  calculer  les  difiërens  termes 
de  la  série  qui  exprime  a.  En  se  bornant  aox  trois  premiers ,  on  aura 

jf  :s  3,5  >         -  "f   =:  —  0,00788  -         — ;  "  1-  .3  =  0,00061 , 

et  a  =  5,59737,  valeur  qui  n'est  en  de'faut  que  d'environ  une  unité 
sur  le  dernier  chiffre. 

11  est  à  propos  d'observer  que  si  Ton  exprime  les  coefficiens  différen- 
tiels -r^tj^t  Etc.,  par  les  coefEciens  t^,  t^,  etc.,  au  moyen  des- 
relations rapportées  ci-dessus ,  et  que  l'on  substitue  les  résultats  danS' 
l'expression  de  «,  pais  qu'on  y  change  x  en  a  et  <t  ena-f-A,  on  ob- 
tiendra pour  h ,  la  série  de  la  page  3o  1 .. 

117.  La  marche  précédente,  modifiée  convenablement,  s'étend  à  la 
question  du  n'  1 15,  ainsi  que  l'a  iàit  voir  M.  Lagrange.  En  regardant 
les  quantités  ce  et  j-  comme  des  fonctions  de  u  et  de  f,  et  cherchant 
ce  qu'elles  devienaent  lorsque  «  se  change  en  w+^  et  v  en  v-irl,  oa. 
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aura,  par  la  formule  du  n*  27, 

+  etc.,  • 


~{%r+'&^'+Z^'} 


+  etc. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  »  et  i  des  valeurs  approchées  de  x  et 
de  ^ ,  et  par  x'  et  y  les  valeurs  exactes  desquelles  il  doit  par  consé- 
quent résulter  «+^  =  0,  f-|-/=o,  il  viendra  g-=— u,  /=— f, 
u  et  V  représentant  alors  les  valeurs  particulières  que  prennent  ces  fonc- 
tions lorsqu'on  y  substitue  a  pour  x  et  i  pour  7.  Retenant  toujours  les 
lettres  A  et*,  pour  les  corrections  af  —  x  et  y — j,  on  obtiendra 
donc 

en  observant  de  fcire,  après  les  différenliations,  xr=«,  J'=*>  dans  u 
«t  dans  i>f  aussi  bien  que  dans  les  coefBciens  difierentiels  de  x  et  de^; 
mais  la  recherche  de  ces  derniers  demande  quelques  attentions  de  plus 
que  dans  le  cas  précédent ,  à  cause  qu'il  s*agit  de  fonctions  de  plnsieun 
variables. 

Je  ferai  d'abOrd,  a&a  d'abréger  les  calculs, 

du  =  mda?H-  nàjr  ,  àif^^pàx-^- qàjr^ 

ensorte  que 

du  '       Au  Av  Av  , 

™  =  E»      "~s?»      P  —  ii*       ?  — ^* 

Cela  posé,  il  Ëiut  se  rappeler  que  les  çoefficiens  différentiels  ^  et 
^  sont  formés  dans  l'hypothèse  de  v  constant,  de  laquelle  il  suit  dv==o; 
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on  aura  donc,  dans  cette  hypothèse, 

du  =  màx  +  nd^ ,      o  =:  pàx  ■+■  q^  ; 
d'où  il  suit  • 

àx    ,       ày  àx    ,       dy 

et  de  la  combinaison  de  ces  équations,  on  tirera 

àx  ;        g        .       dy — p    ^ 

dû  ~~  mq—np'       du  "^   mq-^np' 

Les  coefficient  j-  et  h^  étant  relatifs  à  la  variable  c  seulement,  snp 
posent  dusso,  et  dépendent  par  conse'quent  des  équations  ■ 


o  =  mdx  +  nd^  , 

iv=pix  +  <jfy, 

qui  sont  équivalentes  à 

«>='»^>».^. 

-=/'af+?i. 

el  donnent 

4l=:   ,  ""^ 


Les  coefficiens  différentiels  du  second  ordre  s'obtiendront  aisément  par 
la  différentiation  successive  de  deux  que  Ton  vient  de  trouver,  et  au 

moyen  des  valeurs  précédentes.   Soit  pour  exemple  3-  =  -P;onaur« 

-s-j  ^  j-  3-  ,  où  il  ne  s'agira  que' de  substituer  à  j-  sa  valeur. 

Si  on  met  dans  les  développemens  de  A  et  de  £  les  valeurs  des  coef' 
ficiens  diflerentiels 


Ax-     dy 
du  *  au* 


a;;»  a:» 


et  que  l'on  se  borne  aux  premiers  termes,  on  retombera  sur  les  ex-' 
pressions  qui  résulteraient  des  équations  dont  on  a    &it  usage   dans 
le  H"  ii5;  c'est  pourquoi  je  ne  m'arrêterai  point  à  foire  aucune  appli-  . 
cation  des  résoltats  ci-dessus. 

I.  59 
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ii8.  Les  calculs  du  n*  ii6  conduisent  à  une  formule  très-élégante, 
obtenue  par  M.  Paoli,  qui  s'est  occupé  avec  succès  du  développement 
des  fonctions  en  séries.  En  effectuant  le  retour  de  la  suite 

0  =  a4-T hj-^  —  -h  j-3 — ^H-  etc., 

il  est  parvenu  à  donner  au  résultat  une  fonde  remarquable,  savoir, 

h  sa  —«H- — T-i*  H "  a j  .  t*  H ' — T-7T-r^«*+  etc.  , 

on  jé  désigne  —  (gs)    " 

Cette  formule  se  conclut  très-facilement  de  la  série 

ÔKu  ^^à*x  u'        d^x     li'      ,      . 

*  —  ^  "■  d^  T  "T"  di?  TTÏ  "~  S?  rO  "f"  *'*^"  ' 

indiquée  sur  la  page  3oa;  car  on  peut  donner  aux  expressions  des 
coefficiens  différentiels  de  or  cette  forme 

dï  _i_       ,/du  \ -" 

Su  """  dv        \dj:  /     ' 

dx 

^  dx 

d»«  '3m   dx j_  ^àu\—^  j    ^du' 

Au"  ~ 


d'à 'H^  ^_  I  /'^"\~'j    /JwN-' 

du^'^^d^ 'da  — a^kSij      *■  ^3^^     » 


d»x 


r_  ^-^1  dx_/d.X-^-{(g^r'^-  (ë)"'} 
i'  d,r"'clH~*'\dj;/  dx»  ~~  > 


en  observant  que  dr  doit  être  constant  dans  les  seconds  membres  des 
équations  ci-dessus,  puisqu'on  y  regarde  «  comme  fonction  de  x;  écri- 
vant ensuite  aaulieu  de  x,  dans  lescoefficiensdifférentielsoîia  est  regardé 
.  comme  fonction  de  a:,  faisant  ^=:—(^^  *,  substitoant  les  Talents 
résultantes  de  g^,  g^,  etc.,  «et  remarquant  enfin  que  «  =  a-f-/i,pu!fr* 
qu'il  désigne  la  valeur  exacte  de  Xj  on  obtiendra  la  série  de  M.  Paoli. 
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iiQ.  M.  Paoli  déduit  du  développement  précédent  celui  de  -^(x), 
•{/  désignant  une  *ibnction  qoelconqua  j  et  pour  cela  il  part  du  déve- 
loppement ' 

que  foiimit  le  théorème  de  Taylor,  lorsque  dans  •^(x)^  on  cheage  x 
«n  a+hj  et  il  y  substitue  les  Valeurs  de  h  et  de  £es  puissances  :  ce 
calcul  le  conduit  y  par  induction,  à  une  formule  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  u,  qui  peut  s'obtenir  directement   comme  il    suit  : 

En  concevant  que  x  soit  fonction  de  u,  -^(x)  sera  une  fonction 
de  Uf  et  si  Ton  y  change  uenu-^g,  on  aura  le  développemeat 

~    '    du  i    '    au*  i.2    '    du'  i.a.3    ' 

La  fonction  -^  et  ses  coefficiens  difTérentiels  ne  renfermeraient  que 
u ,  si  l'on  avait  remplacé  x  par  son  e^ression  en  u  ;  mais  dans  leur 
^tat  piîmilif,  on  a 

tlj. fll     dj;       dx  A-i. 

Au  ~~  àx  *  du        da  3x* 

*4, ___    da    êx àx    \'Sû  Sx/ 

OH*  ~~  dx  '  du  """  di»  àx         ' 


,d*4  ,tix,fAxd^\i 

dU^V^   dx__  dr     Idit    UuS;yf   , 

flï?  à.r:    '  du  du  da^  • 


3^ 

etc., 

valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  le  développement  ci-dessus,  pour 
.  rapporter  à  la  variable  x  les  diflërentiations  indiquées  par  rapport  à  u. 
Cela  posé,  si  l'on  conçoit  que  le  changement  de  u  en  u-{-g  ré- 
ponde à  celui  de  x  en  a+A,  on  aura  u-f-^=:o,  d'où  §■=—«;  et 
les  coefliciens  difTérentids  de  «  se  rapporteront  à  la  videur  x=:d: 
faisant  donc 

Ax 1    /du\->  j /^"\~" 
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on  aura 

+  éâL«^^^  +  elc.,    , 

en  »e  rappelant  de  changer  x  en  a  dans  la  fonction  u.  On  pourrait 
aussi  laisser  partout  la  lettre  Xy  et  n'effectuer  son  changement  en  a 
qu'après  les  différentiations;  on  aurait,  sous  cette  condition, 

La  dernière  formule  et  celle  dun'  ii8,  font  la  base  des  recherches 
de  M.  Paoli  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries.  S'il  feut 
que  la  quantité  a  soit  une  valeur  approchée  de  x,  pour  que  ces  sé- 
ries deviennent  convergentes,  il  suffit  que  la  même  quantité  soit  in- 
dépendante de  Xy  pour  conduire  à  un  développement  de.cette  variable, 
exprime  par  tontes  les  autres  quantités  comprises  dans  l'équation  u=:o; 
et  si  cette  équation  renfermait  d'autres  variables  J' fZ,  etc.,  qui  pour* 
raient  entrer  aussi  dans  4C^)  >  <^°  obtiendrait  encore  le  développement 
de  X  et  de  -^(x),  en  prenant  pour  a  une  fonction  quelconque  de^,  a,  etc. 
Les  séries  remarquées  par  M.  Paoli  ne  laissent  donc  rien  à  désirer  du 
côté  de  la  généralité  ;  mais  les  opéfations  successives  qui  s'y  trouvent  indi- 
quées exigent  de  très-iongsValculs  ,  et  ne  conduisent  point  encore  à  des 
développemens  ordonnés  par  rapport  aux  variables  ini^pendantes  de 
l'équation  proposée  ;  ■  c'est  pourquoi  ce  géomètre-  ne  se  borne  pas  à  -«es 
premières  séries.  U  considère  en  parlicnUer  réquatioa. 

X  —  a  —  ip(x)  =  o, 

<iui  revient  à  celle  dont  M.  Lagrange  s'est  occupé,  et  par  laquelle 

•  M __i d#     *  d**        dp' 

d»  —  ~'        dx        d?        I?~"''' 
""  d« 

la  substitution,  de  cette  valeur,  et  le  développement  du  calcul,  des 
premiers  termes  de  l'expression  précédente  4Wj  conduisent  M.  Paoli 
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au  tLéorème  de  M.  Lagrange.  Je  ne  lé  suivrai  pas  dans  ces  opéra- 
tions, ayant  déjà  démontré  le  même  théorème  d'une  antre  manière  j 
mais  )e  donnerai  un  exemple  des  artifices  analytiques  à  l'aide  desquels 
il  ordonne  par  rapport  aux  puissances  des  variables^,  z,  le  dévelop- 
pement de  X  tiré  d'une  éijuation  u;so  comprenant  x,  y  et'«. 

lao.  Concevons  qu'on  ait  tiré  de  Téquation  u=o,  la  valear  de  a:, 
elle  sera  fonction  des  autres  variaLIes^  et  z;  il  en  sera  de  même  de 
la  fonction  4(-^)  >  ^*  '^  terme  général  de  son  développement  sera , 
d'après  le  n'  gS, 

i.a...mdy".  i.a. .  .nd»"*'        ' 

en  ayant  soin  de  &ire^:=:o,  et  z=o,  après   les    diSerentiations  ; 
mais  alors  l'équation  u=o  ne  contenant  plus  que  x  et  des  quantité» 
indépendantes  de  ^  et  de  z,  si  l'on  suppose  que  a.  soit  une  de  ses  ra-* 
cincs  simples,  ou  pourra  lui  donner  la  forme  {x—iC)A=x>^  et  dans  son  ^ 
état  général,  elle  sera  réductible  à  la  forme 

(x  — *)  A  —  C>-—  Fzxs:o, 

V  ei  V  étant  des  fonctions  de  x,  y  y  s,  qui  ne  deviennent  pas  infinie» 
l<H%q<ie  l'on  y  &ît  ^=;o,  z=o.   Sous  cette  forme  on  en  déduit 

a  —  X  -I-  -*— 7 —  =  O  ; 
et  si  l'on  fait 

on  sera  conduit  à  l'équation 

a  —  A"  +  ?(^)  =  o  , 

qoî  répond  an  changement  àejr  en  x  et  de  a  en  a ,  dans  celle  du  n*  109  :; 
on  aura  donc,  par  le  théorème  de  M.  Lagrange, 


+Cx)=++îf  +  i^+^^.- 


pourvu  qu'après  les  différentiaUons  on  change  x  en  a  dans  le  second 
membre. 
Cette  valeur  de  -^.ix)  étant  substituée  dans  le  coefficient  du  produit 
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j^a',  indiqaé  ci-dessus ,  il  deviendra,  en  supposant  qoe  -^(x)  contïennt 
implicitement  /  et  z,  pois  séparuit  la  partie  iodépendiutte  de  k  fiaac-* 
lion  f,  et  faisant,  pour  abréger,  m-^noar. 


i.a..  .mày'^.i.n.  ..nds* 
^^  i.B...mdy-.t.«...ad»"  l    i    ^  i.odx  ^  i.a.si?  ^  "^'j  * 

Expression  où  il  faudra  regarder  les  variables  j-,  _/  et  2  comme  indé- 
pendantes ,  faire  x^a.  après  les  différentiations  qui  se  rapportent  à 
la  première  ,  et  supposer  les  autres  nulles ,  après  les  diflerentiatioiis 
qui  s'y  rapportent. 

Si  l'on  Ëiit  attention  à  la  forme  de  la  valeur  de  (f>(x)f  on  verra  qu'il 
«st  inutile  de  poDssor  an-delà  du  terma  — - — ^^;=î  ï*  wrie  r«ttfermée 
entre  les  accolades,  parce  que  la  quantité 

ou  la  somme  des  exposans  de^  et  de  z  n'est  pas  moindre  que  r+i» 
ne  M  trouvtfait  pas  déÙvrée  de  ces  variables  par  les  r  différentiatîou 
qui  lent  sent  rslatives,  et  s'évanouirait  par  conséquent  ,  lorsqu'on  lef 
,   égalerait  à  zéro  :  on  pourra  donc  prendre    l'expression 

1.3.,  .mdy'".!  .a. ,  .nàz"  \    i-    *"  t  .aàx i-a.  ..«Ls"^^  / ' 

pour  la  seconde  partie  du  -  coefficient  cKercbé. 

'  Quoique  cette  expression  n'allie  plus  k  l'infitû,  on  peut  l'^réger  eop 
core  en  cbercbant  à  lui  donner  la  forme  du  développement  de  quelqae 
fonction  connue,  sur  laquelle  on  puisse  opérer  avec  Êtciiité,  et  pour 
cela,  M.  Paeli  observe  que  puisqu'il  faut  &ire  x=a,  après  les  diffé- 
rentiations  qui  se  rapportent  à  cette  variable,  la  série  . 

1    "^  1 . adx *^  1.3;  '..  rdj?"** 

-  est  étpiivalente  à 
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1a  virile  de  ceUe  remarque  se  reconnaît  en  différentiani  uu  tenne 
quelconque 

(g— «)y4'_  (X— «)— .f'4.' 
six~-»y  ,    s         '       ■ 

commenn  produit  de  deux  fecteurs,  d'après  la  forinule  du  n*  91,  et  en  ob- 
servant que  les  coefficieos  différentiels  du  facteur  (x—a)'--  s'évanouissent 

tous,  excepté  celui   de  l'ordre  r — s,    qui  est  i.a.3 (r— «)  (aa). 

Les  deux  diflërentiadons  relatives  à  _?'  et  à  z,  qu'il  faut  encore  efièctuer 
sur  l'expression  précédente ,  supposant  ces  variables  indépendantes  de 
a:,  peuvent  être  transposées  (a8)  ;  et  il  est  permis  d'écrire 

■'-•c— ')',.....„d,^'...,..„d..{,^+;fë^.+3Të:-,+e.c.} 

en  considérant  la  série  comprise  entre  les  accolades ,  comme  si  elle 
devait  aller  à  l'infini ,  puisque  les  termes  qui  suivraient  ■  .^^'l-  dispa- 
raissent dans  les  différentiations  relatives  à^  et  à  z;  mais  la  série 

=+'{i+K^)'+3-(ï^.)'+--} 

=  _+'l{,_-£_J(7„,.  39), 
on  peut  donc  iotroduire  — 4'l{i  —;^}  «la place d«rexpress«M 

et  il  Tient 

d".  i^^y. * U-s(, — £_\» 

i.a.*.nidy".i.g...nda'  t^    V.        x—xjf 

i.a....(r— ()dx^ 

A  cette  expression,  M.  Paoli  joint  la  suivante  : 

1.2 (r— i)dx^'  '" 

dont  le  re'sultat  est  o,  lorwju'oa  a  effectué  les  différentiations  et  changé 
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X  en  etf  ainsi  qu'on  le  verra  plus  bas;  et  par  cette  addition,  qni  n'al- 
tère point  la  valeur  de  la  première  foimule,  on  a 


_     <i-.(j-^y 


i.a...C'" — i)dj;'~'i.a. .  .mdy". 


^{+'[l^(x-.)  +  l(,_j±^]},. 


1  ^t^-.)+ 1  (— ^)=1  {Ax-^){^-;^)}  =  ly(,^-a)-Jf}. 
et  mettant  à  la  place  de  ^  sa  valeur  -^—j — ,  on  obtient 

I  {>^(x— a)  —  -^p}  =  1  {J(x—x)^Vy  —  Fz}^\a. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  expression  rapportée  ci-dessns, 
à  laquelle  on  ajoutera  la  première  partie  du  terme  général,  indiquée  sur 
la  page  3 10,  on  aura  pour  résultat  final. 


d'.4.  ''■  ■*  i.3...mdy-' ■i.3...7ida- 

].a...mdy"'.  i.a...nd6"  i.a....(r — Odj;^'  » 

en  faisant,  après  les  diflerentiations,  ^:=o,  z=o  et  x^xa. 

Il  reste  à  montrer   que  l'expression 

d'-».  (x—^C)' -r:^ 3-  {4.'l^(x-«)} 

^  1.3. .  .moy"  ■  I  .a. .  .nda"  '-^        *■      .    '' 

1.3 O'— i)dïf-'  ' 

employée  cî-dessus  ,  s'évanouit  dans  les  circonstances  indiquées.  H 
faut  d'abord  observer  que  la  quantité  \A(x—it)  étant  indépendante  des 
variables  j'  et  z,  peut  être  transposée  avant  les  ^fférentiations  qui  se 
rapportent  à  ces  variables,  et  que  le  numérateur  de  l'expression ,  peut 
s'écrire  ainsi  : 

d'3' .  {x—aylA^x—a)  Af  , 

M  désignant  le  coefficient  différentiel  de  -s}/',  par  rapport  aux  vanabTes 
j  et  z.  On  voit  alors,  par  la  formule  du  n*  91 ,  que  la  différentiation 
indiquée  conduit  à  un  résultat  de  la  forme 

itfd'^'  {(x— *)'UCjc— «))  + H-  (x— «)'  1^  (x— «)d'-'JJf, 
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«t  que  les  termes  dans  Iesi]ueb  le  fectenr  (x—et)  anra  le  plus  petit  ex- 
posant,  seront  ceux  du  développement  de  d'~'.(x — *)'l^(x — a). 
.  En  l'effectnant  par  la  formule  déjà  citée ,  on  trouvera 

[i^Cx— «)./</— i). .  .3Cji>-«)+— .r(/^ï). .  .3(x— «)»+etc.}dx^'. 

Dans  la  fonction  qui  multiplie  dr,  le  second  terme  se  réduisant  à 
r(r — i)"...5(j: — a),  et  tous  les  suivans  prenant  une  semblable  forme, 
s'évanouissent  lorsque  xs=».  A  l'égard  dn  premier  terme,  qui  revient  à 

,<r— i)...2Cx— «)l^(a:— a)=r(iw-i)...3{(a:-«)l^H-(j:— k)l(a:— «)), 
la  supposition  de  jc=a,  dans  le  produit  (a:— a.)  1  (a>— a) ,  annullant  le 
premier  iacteur  et  rendant  le  second  infini ,  laisse  de  l'ambiguïté  sur 
la  vraie  valeur;  mais  si  l'on  Êtit  x^ec  =  -,  il  viendra 

(x— a)l(x— «)=  — -^, 

expression  qui  tend  à  devenir  zéro  à  mesure  que  «  augmente ,  puisque 
le  rapport  des  logariAmes  aux  nombres  correspondans  diminue  sans' 
cesse,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par  l'inspection  des  tables  île  lo- 
'%irithmes,  ou  par  la  comparaison  des  progressions 
.  .fr.i  :  iQ  :  10,0  :    looo, .  etc. 
î-    o  .     I     .     a     •       3     ,     etc.  ; 
on  en  verra  d'ailleurs  la  démonstration  dans.le  chapitre  suivant,  oii 
on  trouvera  des  procédés  pour  obtenir  la  vraie  valeur  des  expressions 
qui  se  présentent  sous  nue  forme  indéterminée. 

1 3j .  Je  n'ai  supposé  dans  Féqnalion  u  =:  o ,  que  trois  variables  ;  mais 
il  est  aisé  d'appliquer  le  procédé  de  M.  Paoli  aux  équations  qui 
en  contiennent  un  nombre  quelconque:  c'est  ce  qu'il  ùît  dans  son' 
Mémoire  ;  il  s'occupe  même  du  cas  où  l'on  aurait  plusieurs  équations 
simultanées.  Il  a  été  conduit  à  ces'  formulés ,  en  cherchant  à  prouver 
un  théorème  très-remarquable,'donné  sans  démonstration,  par  M.  Laplace, 
duos  les  Mémoires  de  t Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  Vannée  1 777, 
Ce  théorème  répond  an  cas  011  l'équation  u=o  ne  renfermerait  qne 
deux  variables  x  et  jr;  la  formule  obtenue  sur  la  page  Z12  de- 
vient alors 

i.s...indy"  i.a...(»t— i)<l*^'     * 
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<A  a  ft<t  *ire>>»=0  et  jc  =  »,  «pi*»  lu»  diffiiiontialbB»)  tt  le»  m» 
cherche»  de  M.  PMiK,  snpfosint  ipw  la  tfxmxili  A  ne  caminuie  pae 
le  acteur  :c — «,  sane  <pioi  9  deviendfait  iafini,  montreHt  que  la 
fornmleci-deraiii  b»  n'ileai  pas  au  ci»  où  le  ficteur  x— «  «erail  miil- 
tiple  dans  le  premier  meinlire  de  l'équation  a,  quand  on  y  fait  /==o. 
Dans  ce  cas,  où  l'équalion  proposée  serait  de  la  forme 
u  =  J(x  —  «)'  —  Vjf  =i  o, 

m.  iM»»»  kdiffiw  l'Ofiwnon 

^^  _  J-(.l.'li.) 

d-4.  ^    ■fr'-^'^i....,»dy. 

1.9. ..ini^  i.a,..Cn»-r-i)wla;"~'    ' 

mais  die  produit  un  développeinent  qui  ne  satisfiiit  pas  t  rëqaatioik 
proposée. 

Soit  pour  exemple  Te'quadon      . 

de  Ut^Ue  on  tire  înuasdiatemcnt 

d'où  il  suit 

*  =  r~^- (*^-i3/){i-t-5iy  +  >;^-f  >y  +  etc.} 

et 

=  «-  (*>  +i3)  j  +  (4>  +  ^)W^—  (*>  +/3)3'>*  +  etc. 

Au  liau  lie  o«s  deint  déveioprpemtn»,  U  fonnuE*  de  AL  hajbcQ  àonM 
scnlsmentla  sén« 

»»«  +  («;,+ ,8}^  H^  C*y  +  ,*)j.y*- +  etc. , 

qoie&t  égale  à.Urmoàié'deltvr  sonnner,  *;*esb>à-i£re,  «pi  tuntlc  miliaa 
entre  eux  ;  il  tn,  est  de  méiae  dsin»  tous  Us  cas.  où-  le  fiicteoc  or — a  est 
élevé'  à- une  puissance  aupérieuM  à  Iti  première.  Je  xenvoie  tes  lacteurs 
qui  désireraient  entrer  dans  ces  détails,  au  Sfémoire  de  M.  Pac»Ii,.^T.  IV 
du  Recueil  de  la  Société  It*lujme).f  ou.  au  Supplément  à  ses  Elementi 
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laa.  M.  Hindetibar^  s'étaat  Ureé,  d'a|H^  les  iàées  de litàHaâkn ,  t«r  BtciierahmiiT 
les  combinaisons ,  à  des  recherches  relatives  au  développement  des  poly-  ^^^^,  al 
nomes  de  k  fense  («+jS*-f-j'X'+/ icH*te.)-,«e  sujet  attira  l'attention  poip"««- 
-de  jklnsiears  An^jstes  :  les  uns  le  traitèrent  par  des  procédés  analogues  k 
cens  deîa  difliftrentiatîon  ;  les  antres  s'en  servirent  pour  réduire  ces  pro- 
'ccdés  en  formules  générales.  De  là  sont  nées  l'analyse  combinatoirv  elles 
méthodes  Ae  dérivation.  Pumi  ces  dernières,  on  doit  distinguer  celle 
qu'a  donnée  Arbo^asl,  daas  son  Traité  Ses  Dérivations,  et  celle  dont  se 
'sert  M.  Kramp,  dans  Bes  Élémens  ^jilgebre.  J'ai  d^à  indiqué  générale- 
ment  le  1)iit  de  Tanalyse  contbînatoire  (ïnt.  3o)j  c'est  aussi  plutôt  le  but 
'que  les  relies  des  méthodes  de  âénvation^  que  je  me  propose  d'exposer 
ici,  et,  comme  ;e  l'ai  dit  dans  une  autre  occasion,  pour  marquer  la 
place  qae  ces  rpohercbes  ,  dont  ob  s'occiqie  encore  -fort  peu  en  France , 
doivent  tenir  dans  l'analyse  transcesdaute.  D  y  aurait  sur  leur  uMure.) 
SUT  les  espérances  qu'elles  offrent  par  rapport  aux  proigrès  futuis  de  la 
science,  et  même  snr  leur  dénomination,  des  ofaeervations  à  fiûre  -qui 
tiendiwieBt  ixo^  de  place  au  milieu  -des  calculs,  .et  que  pour  cette  rai- 
son, j'ai  inse'rées  dans  le  Discours  préliminaire. 

Le  premier  problème  que  s'est  proposé  Arbogast,  est  de  développer 
suivant  les  puissance*  de  Xj  une  -^i^res^An 

*TC*  +  l3«  +  >-«'4Vj^-f-etc.),.  ..    . 

A  étant  la  caractéristique  d'une  fonction  quelconque. 
.   U  est  aisé  d«  remarquer  que  ce  -déTdoppement  -est  ^  régtt^dii  tfiéé* 
rème  de  Taylor^  oe  que  le  dévd«ppeme«t  dn  poljnrome 

(a  +  ^ar  +  ^x"  +  Jlr»  +  etc.)- 

est  par-Tiipport  à  celai  du  binorbe;  -car  le  théorème  de  T^^Ior  e$t  la 
type  du  développement  général  de  toutes  les  fonctions  de  quantités- 


-  Pour  rappfiqaer  ■'k  la  4lt>Bction  iproftosée  ci-dessus ,  Il  faat  mettre 
d'abord  sous  la  forme  d'un  binôme  la  <]uantité  soumise  à  la  caracté' 
l^que  0;  et  je  poserai  eu  conséquence  ^ 

«  +  jSx  +  j-x'  H-  J^jc*  -H  etc.  =  a  +  (x , 
ensorte  que 

f  =  jS  +  5^  H- cTjc*  4- etc.  ; 

it-aloB  A-'OcoMite  k  varîd^,  M  «oalime  «on  accroissement. 
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et  repréMntant,  pour  abréger,  <p(«)  par  f  seulement,  .on  mn 

,      ,        .  ,    d«  te    ,    dV  fa:'    ,    dV    t'a:'      ,      , 

L'application  de  la  formule  de  Taylor  a  rejeté  sur  les  différentiations 
relatires  au  premier  terme  a,  tout  ce  qui  tient  à  la  nature  de  la  fonc- 
tion proposée  ;  et  le  développement  ne  dépend  plus  que  d^  celui  des 
diverses  puissances  entières  et  positives  du  polynôme  algébrique  t.        ' 

Si  on  voulait  obtenir  le  terme  multiplié  par  x*,  dans  le  développe- 
ment cherché,  il  iàudrait  prendre  le  premier  terme  daus  la  «*"  puis- 
sance de  f,  le  second  dans  la  (n — 1)'°",  et  ainsi  de  suite.  Représentons 
en  général  le  développement  de  f  par  . 

7*,+  7^,x+  7^^»-f- +  7*,ar', 

ensorte  que  l'exposant  de  la  lettre  T  marque  la  puissance  k  laquelle  est 
élevé  le  polynôme  t^  et  l'indice  inférieur,  celle  de  ta  lettre  x  dans  le 
terme  que  l'on  considère;  d'après  cette  notation,  qui  se  rapproche  beau-^ 
coup  de  celle  que  nous  avons  employée  dans  les  n°*  ai  et  Sq  de  l'IntrtH 
duction,  le  terme  général  du  développement  de  <p(a  +  ^)>  sera 


3...nd*-      *   ^i.fl...Cn— Od«"-'     '      ^i.a...(n— a)d«— ' 


.(  + 


formule  qui  montre  la  liaison  annoncée  plus  haut  (i  i5) ,  entre  le  déve^ 
loppemêot  des  puissances  du  polynôme  algébrique  n  et  celui  des  fcwc- 
tions  en  général  :  on  en  déduirait  en  effet  tout  de  suite  le  terme  géné|^ 
de  ce  développement,  si  l'on  avai^  l'expression  du  coefficient  indéter- 
miné 7^,;  et  voilà  comment  l'analyse  combinatoire,  qui  donne  des  règle» 
^ur  iorm<^^te  coefficient ,  s'appliqHe  au  sfijet  qui  notts  oecopc. 

ia5.  M.  PaoH,  en  suivant  une  marcbe  que  je  vais  tracer,  d'après 
lui.,  a  cher<^é  k  remplacer  ces  règles.par  des  procédés  tirés  immédiate- 
ment de  la  différendation. 

En  appliquant  le  théorème  de.Maclauiin  (io3)  an  développement  du 
polynôme  c,  le  coefficient  de  jt",  dans  son  développement,  sera  ex- 
primé par 

d-.r      _  ■• 

lorsqu'on  aura  iàit  xs^o^  «près  les  difliBreati^twia;  et  pu  conaâpieBl 
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le  terme  g^énéral  îudiqné  dans  le  n*  précédent  pourra  «'écrire  ûdqî  : 

'li.a...nd«"     "'*i.a...Cn— i)d«--'    dx     "^  i .a...(n— a)d«—  i . adr-         f  .,™. 

i  d->  d'.f-''       ,  d»  d^'.t  >x-....^iv;, 

(  ~'"..a...(n— 3)d*— 'i.a.3dr*"**^E  i.a...(«— Odr— '    ) 

en  observant  d'y  faire  J7=o  après  les  differeotiations  ^  ainsi  qne  dans  f, 
qui  se  réduit  à  /3*,  valeur  du  coefficient  7^,. 

Le  polynôme  (  prendra  loi-même  la  ibrme  jS+t'x,'  en  posant 

r'  =>•-(-  (Ta;  -4-  SX*  +  etc.  , 

et  ~~J5  ^'*  '®  coefficient  de  x"  dans  le  dévdoppement  de  (^-(-r'xy; 

mais  l'expression  (N)  peut  s'appliquer  k  ce  dèrqler,  en  changeant  ce 
en  ^f  t  en  t",  et  substituant  la  puissance  rà  la  fonction  <p,  ou,  pour 
plus  de  simplicité,  laissant  ^Si  la  place  de  (^-^^x)'  j  et  £  à  celle  de  ^, 
puisque  cette  dernière  letb^  représente  la  valeur  de  /,  lorsque  j;=:o: 
il  viendra  par  ce  moyen , 


d'.t'      d'.r      j,   ,  à-'.t'  d.^"-' 

3». .  -idx'       i.a...«l('      "t"  J.9  .. .  (s—iyit—'     àx 

d-'.f  d'Y*-  d^'  d' 

"T"i.a...O— ajdt^i.adx*  '  "~^  At 


eh  il  est  à  remarquer  qne  le  polynôme  f*  a  nn  terme  de  moins  qne 
le  polynôme  t.  On  pourrait  ramener  de  même  la  détermination  des 
coefficiens  difiërentiels  des  puissances  de  f',  k  celle  des  coefficiens  des 
poisSances  d'un  polynôme  t",  ayant  un  terme  de  moins  qne  ^,  et  ainsi 
de  suite  ;  mais  il  sera  pins  simple  de  cbercfaer  à  tirer  chacun  des  coefli- 
ciens  diflerentiels  d'uçe  puissance  quelconque  de  t,  de  celui  de  Tordre 
inférieur. 

Pour  cela  ou  écrira  «  •+•  1  au  lieu  de  s,  dans  la  formule  précédente  , 
et  21  viendra 


.£ y^,   ,_  .   d'.r     â.f\ 

.     d.t'    d'Y    r^^' 

"*"  dt  i.a...six'  J 

Ca  comparaison  de  cette  formule  avec  la  denuère»  montre  qu'on  peaV 
passer  de  l'une  à  l'autre  par  les  opératiouA  suivantes  : 


d'^'.r d>*-l:.. 

i.a..;(f+i)dx^'         i.i...(j4. 
..  d-'.r         d'.t"-' 

"*^  i.a...(j— ijdt'-i.adj' 
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I'.  Diffléresdflr  te  premier  teroM  de  la  formule  (j/)  (tenM  -où  il  n'y  % 
ancnae  différentielle  de  f'),  ea  y  disant  varier  t  comme  fonction  de  Xj 
ëcriie  daas  le  i^Botot  ï  sa  iiet  as  j-»  vt  dmscr  par  le  «a«Td  «xp»- 
sant  de  /  :  on  tronve  aioû 


a'.  Diffiérentier  Ions  les  leiviai  de  ^  fbimnle  (ji) ,  en  n'y  fiùsant  Tt> 
rier  que  f y  par  rapport  à  x,  et  diviser  par  l'exposant  de  son  ordre, 
chaque  nouveau  coefficicmt  -diffiÉrafttivl  da  t'. 

Si  i'«Q  fàt  4k  même 

^  =  /  +  fcr  +  Ca:'  +  etc. , 
/•  =  e  +  C^  +  etc. , 
etc. , 

on  exprimera  le  coefficient  différentiel  ^  v'"';p  P"'  ^>  «yva«  It  for- 

mule  {ji)f  et  l'on  passera  an  coefficient  """'kJ,  ig^-t'PMty^^^' 
règles  ci-dessus,  c'«st-à-dire,  en  regardant  (  eonme  constant,  excepté 
dans  le  premier  Tevme  y  <où  il  n'entre  aucuive  diffiirentielle  de  f*,  et  où  il 

&nt  ^an^r  K-tSif,  puis  diviser  par  Is  nouvel  ei^osaat  de  f.  Qbt 
opérera  de  mime  à  regard  des  ibnctioiiB  Kdtérieares  f,  f,  etc. 

Si  l'ai  oiMBne  arec  adeatkm  lamanièBe  dcmt  a'enckafaieiitles  oyjr^ 
bons  indii[«ées  ci-'destai,  «n xecoBiialtFa  «{aapatir  (BttaÊBt,Vvmt mfx^ 

l'antre. les  Taleurs  de — -j-:.  en  commençant  à  -x-jtïfeiit  ïàire 

varier  t  dans  les  seuls  termes  où  n'entrent  point  les  différentielles 
de  fy  c*est-4-dire,  fy  fy  etc.,  feire  varier  /  dans  les  seols  termes  où 
il  n'entre  aucune  des  différentielles  de  f*,  c'est-à-dire  les  lettres  f*» 
Vy  etc.  Il  %st  visible  que  cela  revient  îi  m»  faire  varier  au  pkis  que  deux 
lettres  4ans  thaçue  tarme  de  Vexpressien ,  savoir,  celles  ^ui  parient  le 
plus  'faccens,  si  toutefois  elles  sont  consécutives,  autrement  ne  faire 
vwier  que  la  lettre  portant  le  plus  d'accens;  et  ehaqHefois  tjue  Fune 
de  ces  lettres  pretid  im  escpotaat  plus  élevé,  il  faut  dùnserpar  .cet  expo- 
sant. 
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Voici  ïe«  six  premières  vateurs  Je  ,  \      ^t  fonnëeff  d'kprèf  celte 

<l.f        _*■«'/ 

j-.f    _*■('    ^   .il'  j 

râJ?     ~"  "d?"     a.    "'"  dl  •'^» 

-"+"37''» 


a*.»-     _d'.y    ^*    ,  d'.f.'-  ,  ,  a-J/y^ .  i~\  ,  J  p  ... 
t.a.5.4ixi—'W;T:i'*"S?'T-'^'^'SF\'"^T)'*"St'  ' 

d".!-  d'.l-    '<"      ,  d».l'    l"'    ,,  àf.eft»;,   f    f\ 

134-  €és  Taknrs  o£&«Bt  une  particvfinîté  ti^-remtrqmhle  ;  }«• 
nombres  qui  expriment  combien  la  lettre  t  doit  porter  d'accens^  font 
dans  tons  les  termes  une  somme  égale  ii  Texposant  de  l'ordt^  du  coef* 
ficient  différentiel  relatif  à  t,  dans  le  premier  membre,  et  comprennent 
les  dÎTerses  manières  dont  cette  somme  peut  être  composée ,  par  Tad* 
dation  dee  nonibres  depuis  i.  En  prenant  pour  exemple  la  sixième  Tft- 
leur,  on  Toit  que  dans  le 

i"lerme  if  =(.<.<.(.<./,  d'où  1+1+1+1+1+1=6,  enSparties; 
^-....  t>e=t.t.t.t.f. 1+1+,+,+a       =6,  «n5 

Se>f=(.<.(.e i+i+i+s         =6.1 

"^^   ■•\fC=tXJ.t ,+,+:+3i  =6.J     * 

lj£H"=i.t.i.i;- 1+1+4  =6,1 


(«'•(■•=«'.i'.i;" 1+1+4  =6,; 

ir'....\itf i+a+5  =6,Jen5 

(f  =C.C.f.. 2+3+1  =6,S 

(iV i+S  =6,1 

5"' Ut" a+4  i=6,Jei 

fi"  =f.f 3+5  =6,^ 


6"" r 6  =e,eni. 

Je  reviendiai  sur  cela  dam  le  IroisièiiM  Toliune  de  ce  Traite'- 
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laS.  On  doit  se  rappeler  que  dans  la  recherche  .qui  noua  OCcnfVf 
il  faut  &ire  x=  o,  après  les  difiërenliations.  Cette  hypothèse  réduisant 
à  leur  premier  terme  les  pol^omes  représentés  par  les  lettres  I ,  f^  f^ 
<*,  etc. ,  ces  lettres  derront  être  remplacées  respecllTement  par  j3, 
y,  /,  (,  etc.j  et  si  on  fait  en  outre  T-=n — i  dans  la  première  des  for- 
mules de  la  page  précédente,  /■=» — 3  dans  la  seconde,  et  ainsi  de  suite, 
puis  que  l'on  substitue  les  résultats  dans  la  formule  (iV)  page  Si^^  on 
trouvera  pour  le  multiplicateur  de  Jt~,  dans  le  deTçloppement  de  h 
fonction 

<p(»+/Sx-4->«* -}-;«*•  H- etc.), 

l'expression 


i/S-, 


3 . . . nd4*  ' 

d— »(<)  d.g- 


■.■(«-a)A*-'i~ar'  a  ^"ar**  /» 

d-^fW         rdM8-'  2l  -i-'*'-^'"'^J^j_*'-^*'\  l 
,..(„_5)d<.-*t-3F~  O  "*— dF~  ''*'  "*"- dis-'  / ' 


dans  laquelle  il  n'entre  que  les  quantités  que  doit  contenir  le  résnllat 

n  est  visible  que  la  règle  énoncée  page  5iS,  pour  la  formation 
des  valeurs  snccessiTes  de  -■-■  "  ■,,  s'étend  à  celle  des  quantité  qni 
multiplient  ct-dessus  les  coeflSciens  difiërentiels  de  <p(a),  en  traitant 
^,  >>  ^i  etc.  comme  des  fonctions  de  x,  et  en  observant  que  le 
rang  des  lettres,  dans  l'alphabet,  répond  aux  accens  que  portent  les  f , 

puis  substituant  y  &  ^,  S"  à  ^fCtc-,  et  diminuant  l'exposant  de  /ï 
d'une  unité,  lorsqu'on  pksse  à  tm  nonvean  coeSLcient.  Le  dernier  terme 
-î^/t,  est  compris  dans  cette  formation;  car  /S  ne  devant  point  porter 
d'exposans  négatifs,  l'expression  s'arrête  au  terme 

d"-- *Vd.ie— "-*■'  df 

-7C 35—^=3;'^ 
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Par  la  même  nîflon,  U  finit  exclure  du  déreloppement  de  cbaqae  ligne 
decette  expression^les  tenues  où  l'expos&ntde /S  est  moindre  que  celui  de 
la  caractéristiqae  d  qui  le  précède. 

Aumoyen  de  ces  remarques,  rexpression  ci-des5us.se  déduit  sans  peine 
de  son  premier  t^me;  et  l'on  peut  par  conse'quent  calculer  un  terme 
quelconque  du  dâveloppement  de  la  fonction  ^  y  sans  passer  par  ceux  qui 
le  précèdent.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  le  développement  du  7* 
terme,  c'est-à-dire  de  celui  qui  est  affecté  de  x*,  que  j'ai  rapporté 
ci-dessous. 


Premier»  partie  de  l'opération. 


].a...S(]. 

dV(.)     fà\^-i?  __ 

fd'./ï^/J'   ,  .    \   ,  d./S» 


d.(3' 


.  3 .3d> 
i.adct' 

"sr  as"- 


Deaxiime  partie ,  opération  e^ctuée. 
i.a...tid«*  '^ 


1.3. ..Sd< 


-a>-e+3^C) 


Dans  la  première  partie ,  j'ai  laissé  les  différentiatîons  en  évidence  ^ 
afin  que  l'ap^cation  de  la  règle  de  la  page  précédente  fût  immédiate.' 
D'ailleurs,  en  observant  la  marche  des  coefficiens  numériques  et  des 
exposans  introduits  par  les  ditTérentiations  relatives  à  )3 ,  il  est  &cile  de 
modifier  la  règle  de  manière  à  déduire  directement  l'une  de  l'antre  , 
toutes  les  lignes  de  la  deuxième  colonne. 

136.  S'il  fallait  elTectuer  le  développement  de  la  foncUon  ç,  on  trou- 
verait peut-être  plus  court  de  déduire  chaque  terme  de  celui  qui  le  pré- 
cède,  que  de  lés  calculer  séparément  un  h.  un,  CMnme  on  l'a  indiqué 
ci-dessus,  et  cela  peut  s'effectuer  par  la  simple  application  de  la  règle 
de  la  page  3i8. 

En  premier  lien,  si  dans  l'énoncé  de  cette  règle,  qui  exprime  la  dé- 
rivation des  valeurs  successives  de  .■-■ ,  on  remplace  les  lettres 

tj  (*,  (*,  ^,  etc.,  par  jS,  j-,  (T,  e,  etc.,  conformément  au  rang    que 
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ces  deraièrM'  tiennent  dans  leur  alphabet  (isS),  on  anrt  nn  |m>cédé 
très-commode  pour  déduire  successivement  les  uns  de»  antres,  tous 
les  termes  du  développement  de 

(jâH->a:+<rx'  +  £!c'  +  etc.)-, 

et  qui  oflte  un  complëment  très-utile  à  ce  qui  a  été  dxl  dans  les  w»  19 
et  30  de  V Introduction. 

Le  même  procédé  s'applique  immédiatement  k  la  fonction 

f(a'\~^-j-yx'-^^-j-«x*--\-  etc.) ; 

car  si  dans  la  formule  (If)  (page  Siy)  on  écrit  re-f- 1  an  lien  de  «; 
on  passe  à 

i.a...(n+i)(U^' 

d'»      d.i'_| d'~'f  d'.f*"'  d'~*<>  "'•*-  'i.^^.     /K'\ 

i.a...iid<»»d«'*"i.B...(n— i)d«—    r.ad:c"  "*"  i.9...C»-a)d«»*i.a.3di^  "'^■"  •'* 

d'-'»  d*.l— '  dy       d'f 

-'^i.a...CB— 3)d*'-^  i.s.3.i(dst'  '  '  ■T^i.B...n<Ix" 

OÙ  l'on  voit  qa*Ji  l'exception  du  premier  terme ,  U  n'jr  a  que  /  qui  ait 
varié;  ensorte  que  le  multiplicateur  de  chaque  coeffîàent  ^fférentiel 
de  ^f  dans  (i^),Be  déduit  immédiatement,  par  la  règle  de  la  page  SiS, 
du  multiplicateur  du  même  coefficient  d^is  (N)  :  il  y  a  seulement  à 

écrire  en  tête  du  résultat  le  terme r-r^r3-=rr^'.   On  peut  en- 

core  comprendre  ce  terme  dans  la  règle,  en  regardant  <p  tx>mme  une 
lettre  qui  précéderait  immédiatement  f,  qui  ne  peut  par  conséquent  pas 
varier  dans  les  termes  où  se  trouvent  les   différentielles  de  f,  et  ea 

remplaçant  3-  par  t.  Je  laisse  an  lecteur  le  soin  de  s'exercer  sur  des 
exemples. 


137.  On  a  déjà  vn  dans  nn  assez  grand  nombre  d'occasions,  le  parti 
qu'on  pouvait  tirer  du  développement  da  ptrijnome ,  et  par  conséquent 
de  la  formule  précédente  et  des  rè^es  qui  servait  à  la  construire  :  je- 
n'insisterai  donc  pas  beaucoup  sur  ce  sujet;  mais  cependant  je  croi» 
devoir  revenir  sur  la  recherche  des  sommes  des  puissances  des  racines 
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des  ^quittions  slgâari^itet,  recheBcbeArès-imptrlanteeii  Amlyte.  Oii,a 
obtenu-dans  le  n'  96,  l'équatioa 

— ax—^a*x* — ^a'x' — ete.  ^ 
— ftT— f  c'a*— sc*x*— etc.  > 
en  posant 

l(i+jSj  +  >j:'  +  irx'4"«tc.)c«  Bx+Ca:*+i)x'4-etc.î' 
Ton  aurait  donc  l'expression  immédiate  de  •— -  (<3'-f-5'>^-c'4-etc.), 
ou  de  —->$'.,  si  l'oa  cimnaissatt  le  coefficient  de  x"  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  logantliniîque  ci-dessus.  Or  si  Ton  fait  d'abord 

/S  +yx  +  /x*  +  etc.  =  t, 
le  coefficient  ie  x',  dans  le  développement  de 

1  (•  +  j8x  +  j'o:'  +  /*•  +  etc). 


t.a...Rd4*     "*"i.*...<n— i)4(^*  dr    "*"  1  .a. . . («— fl)d4— •  1  .adx» 

*  •  •  *  * "*"  "ari.a...(7i— odj^' 

En  efièctnant  les  difierentiatîons  relalÎTes  ^  «>  et  disant  ensuite  as=i^ 
il  viendra 

i  ç  __  /_L  ("  __     I    d-f  '  j_     I    d'.f*-'        j d— -è  ) 

«  •"" i^«  =t=;r^'ïr^B-ai.3d**--""*'i.a...c»-oAi^'/* 

le  signe  supérieur  rendant  an  cas  où  n  est  impair,  et  le  signe  inférieur 
an  cas  contraire.  On  éviterait  ces  doubles  signes  en  posant 

^  -j-  ;,x  +  J^jtf  +  etc.  =  —  «. 

n  suit  de  ce  rapprochement,  que  les  règles  du  n*  laS  fourniront  nn 
moyen  très-sknple  et  très-«xpéditif  pour  développer  l'expreasioa  de  iS*., 
sans  passer  par  celles  qui  la  précèdent  ;  on  voit  aussi  qu'on  y  arriverait 
également  par  la  connaissance  des  coefficiens  du  polynom« 

(  j3  4-  yr  -I-  <f «•  +  etc.)'. 


Digitizeclby  VjOOQIC 


324  CHAP,  n.  DU  DÉVELOPPEMENT 

pnisqne   ces    coefficiens  ne  sont  autre    chose    que  les  Ttlevrs   d« 

d'.f      . 

138.  Il  est  souvent  très- commode  de  pouvoir  exprimer  les  coeffi- 
ciens d'une  équation  algébrique  par  les  sommes  des  puissances  de  ses 
racines  (CompL  des  Élem.  ^Jlg.);  cette  question  revient  à  trouver 
/S,  y,  etc.  au  moyen  des  quantités  B^  Cj  Dy  etc.  du  u*  précédent,' 
et  se  résout  en  transformant  en  nombres  Téquatioù  logaritlunique 

1  (i  +  jSx  +  j.«» +<rie ...  .+/*cï-)  =  J*  +  C«'H- ZJje*  +  £jp<  4- etc., 

qui  donne 

, +^  +  ^x' 4-^**.  ...+  ;«-==:  e*'*'^"*^'**^'**~- 

On  pose 

j  4.  Cx  -H  Da^  -t-  Ex>  +  etc.  =  1; 
U  en  résulte 

ï  +  )8jc-t->^'4-J^** +>«:-  =  «"; 

et  VoB  voit  que  les  coefficiens  ^,  y^  J^,..../«  sont  respectivement 
égaux  k  ceux  des  puissances  x ,  aCy  a^., . .  af*^  dans  le  développement 
de  la  fonction  e";  celle-ci  résulte  de  la  fonction  «s*"^'*,  lorsqu'on  y 
&it  «=0.  En  substituant  dans  la  formule  {N)  du  n*  123,  e*  à  9(«^» 
effectuant  les  différentiattons  et  faisant  ensuite  <e=:o,  on  trouvera  que 
le  coefficient  de  x',  dans  le  développement  de  e'%  est  exprimé  par 


..(n— a)  i.adx*'*'"'"».a...(n— Odj:--' 


Les  coefficiens  différentiels  de  /,  pris  relativemenf  à  x,  se  formant  tou- 
jours comme  on  l'a  prescrit  n'  laS,  il  faut  également  faire  ;r  =  o, 
après  les  différentiations,  mais  substituer  B  k  t,   Cà  /,  2?  à  £",  etc., 

et  se  rappeler  que 

B  =  -S„      C=-^,      Z>  =  -^,    etc. 

lag.  Quoique  la  forme  donnée  dans  ce  qui  précède  à  la  quantité  dont 
se  compose  la  foociion  9  soit  parûculiècej  ks  procédés  qu'on  en  a 
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déduits  s'appliquent  kcette  question  très-générale:  développer  i  suivant  les 
puissances  de  s.,  la  fonction  <p(y)rj  désignant  une  Jonction  quelconque 
<ie  X.  La  difficulté  tient  à  toujours  former,  sans  réduction,  les  quantités 

lîCjO       ^      ^m.      etc.  (941 

puisque  ^(^f)  étant  au  moins  implicitement  une  fonction  de  x ,  on  a 
encore,  par  le  théorème  de  Maclaurin, 

pourrn  que  l'on  fasse  x=o,  après  les  difTérentiations. 

Pour  parvenir  à  Texpresùon  des  coefficiens  différentiels  de  9{y), 
par  rai^rt  à  la  variole  or,  il  suffit  d'observer  que  si  l'on  change  x  en 
x*|-dr,  en  même  temps  que,/  devient 

la  fonction  (p{y)  devient 

»W  +  ^-^^'  +  ^S  +  É^^  +  eu:.  ; 

et  qne  l'on  doit  parvenir  à  un  résultat  identique,  indépendamment  de 
dz-,  en  substituant  dans  ^[^),  au  lieu  de  7*,  le  dévelc^pement de  son- 
nouvel  état;  on  a  donc  cette  équation 

d'oît  l'on  conclut  que j^  est  égal  au  muldplicateur  de  dr*  daa» 

le  développement  du  second  membre;  et  ce  développement  centre  dan» 
celui  de 

ç  (a  +  ^  4-  j-x*  +  «Tx»  +  etc.)  , 
en  changeant  dx  en  x,  et  &isant 

j-^»,     %  =  ?,     ^-y.     7^  =  ^'  «>«■ 
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Je  ferai  ei^oorc  renunpier  ^ueé.  4ans  l'eiqiressioa  de  — ''*^^»0P 
sapprime  le'  dénomipsteur  i  .a. .  .nàx*y  on  aura  celle  delà  différentidle 
n""'  d'une  fonction  quelconque ,  dans  l'hypothèse  où  la  difiërentielle 
de  la  variahle  dont  elle  dépend  immédiatement  ne  serait  pas  constante; 
etU&ut  obserrer  que  dès  177a,  M.  Lagrasge  avait  ramené  au  dévelop- 
pement de$  fonclions  la  recherche  de  c.es  sortes  de  différentielles. 

i5o.  Si  l'on  compare  les  procédés  indiqués  ci-dessus  avec  les 
principales  règles  énonce'es  dans  le  Traité  des  dérivations  ^  on  recon- 
naîtra sans  peine  l'identité,  non-seulement  du  but  des  calculs,  mais 
celle  de  leur  marche  et  de  leurs  xésultAts.  L<es  quantités  qu'Arbogart 
«ppelle  dérivations  immédiates,  et  qu'il  marque  par  la  caractéristique  D, 
revieiment  aux  cgefficiens  diSëreiitiels  pris  relatÎTement  ans  quantités 
t,  ff  ff  etc.  :  la  difiërence  ne  consiste  qu'en  ce  que  le  câlcol  des  déri- 
vations prescrit  de  substituer  iomiédiatement,  à  chaqne  dififérentiationy 
suivant  robservation  du  n*  ia5,  les  premiers  termes  des  polynômes  2,1', 
t*,  etc.  A  l'égard  des  coefficiens  différent!^  de>^ ,  relatif,  à  x,  comme 
leur  dérivation  n'est  pas  immédiate ,  le  D  qui  les  indique  est  précédé  d'an 
point ,  et  les  opérations  qu'il  faut  faire  pour  les  obtenir  sont.jappor- 
tées  au  premier  terme  du  polynôme.  Dans  le  développement  des  fonc- 
Uoas  ,  les  coefficiens  différentiels  étant  ordinairement  divisés  par  les 
produits  i.a,  1.3. 3,  etc.;  Arbogast  exprime  cette  circonstance  en 
écrivant  un  c  sous  la  caractéristique  D. 

La  médiode  de  M.  Kramp  difiire  principalement  de  celle  d'AHwgait,' 
en  ce  qu'il  joint  anx  dérivations  que  j'ai  indiquées  page  %^^ ,  les  pro— 
cédés  de  l'analyse  combinatoire ,  pour  obtenir  les  coefficiens  pris  des 
termes  du  développement  des  puissances  de  polynôme  (12a).  D'ailleurs 
ses  dérivées  primaires  sont  les  coefficiens  différenUels  relatif  aux  va- 
riables t,  ff  /*,  etc.,  et  ses  dérivées  secondaires^  ceux  de  la  fonction, 
pris  par  rapport  à  x.  Il  considère  ensuite  les  dérivées  réciproques  ^  qui  ne 
•Mit  autre  chose  que  les  coefficiens  ^âërentiels  de  la  fonction  inversa 

4e  la  proposée.  Par  exemple,  u  étant  fonction  de  x,  et  ayant t^  iS^*^* 
pour  dérivées,  ?-,  j-^,  etc.  seront  ses  dérivées  réciproques.  On  a  vn 
dans  le  n*  1 16  comment  l'expression  de  celles-ci  par  les  premières  donne 
des  formules  pour  le  retour  des  suites;  c'est  aussi  par  ce  moyen  que 
H.  Kromp  traite  la  même  question. 
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Examen  des  valeurs  pa^tiotûière*  que  Us  co^cien»  â^érmtieh 
prennent  dans  cerfaùis  cas, 

s5i.  Lis  formules  de  déTcloppement  obtenues  dans  le  chapitre  pré-  D««ew  ob 
cèdent,  «posent  toutes  sur  des  valeurs  particnlières  que  prennent  les  ^^^!^^ 
coeffidensdîfiërentiels,  et  ne  peuvent  par  conséquent  s'api^quer  qu'aux  de^mnoiii»- 
cas  où  ces  valeurs  sont  assignables,  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  La^^' 

fiHictioii^s=i-t'(x— a)v  f*  étant  >  i ,  m  (^&e  tin  exemple  très- 
•ônple  ;  car  enr  k  ^ffâ^tiant  oa  frtMiv» 


â-;(--'^" 


nix—a)  ■ 


et  la  snppoûtion  de  xssa,  qui  donne  yssb,  rendr*  infinie  I«  valeur 
de  -<^.  n  en  est  de  même  des  coefficiens  différentiels  des  ordres  supé- 
rieurs, parce  qne  chaque  différentiation  augmente  Texposant  de  x-~-a, 
au  dénominateur.  On  le  voit  aussi  en  développant,  suivant  les  puis^ 

I  de  A>  la  valeur  de  (*—«■+*)•:  il  iwai  alors 

J-œJ  +  Cx— l.)-H r- i^ — 


H — - — !> A' + etc. 


et  toates  les  pmssances  de  (x — a)  étant  négatives  ii  partir  du  second' 
terme,  ce  tenue  et  les  suivans  deviendront  infinis  quand  on  fera  xssaj. 

mais  la  même  supposition  réduit  (x—a+hfh,  A',  Tileorcbus  laquelle 
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h  est  élevée  à  une  puissance  fractionnaire ,  et  qui  par  conséqnent  n'est 
point  comprise  dans  la  forme  générale  du  développement  de  f(j:+A), 
où  il  ne  se  trouve  que  des  puissances  entières.  Cette  contradiction 
n'infirme  en  rien  les  raisonnemens  du  n°  18;  et  la  manière  très -satis- 
faisante dont  elle  s'explique,  en  remontant  à  la  considération  des  ac- 
croissemeQS  respectifs  des  variables  et  des  fonctions  qui  en  dépendent, 
fournit  une  nouvelle  preuve  qne  cette  conStde'ration  est  l'origine  la 
plus  naturelle  que  l'on  puisse  donner  au  Calcul  différentiel. 


i53.  Lorsqu'à  une  même  valeur  de  la  variable  x,  correspondent 
plusieurs  valeurs  de  la  fonction  jr ,  chacune  de  ces  dernières  doit  avoir  ^ 
son  accroissement  particulier;  c'est  ce  qui  résulte  en  effet  de  la  diffé' 
rentiation  des  fonctions,  soit  explicites,  soit  implicites.  Occupons-nous 
d'abord  des  premières. 

Une  fonction  de  cette  nature  n'a  plusieurs  valeurs  qu'autant  qa'elle 
renferme  des  radicaux  qui  sont  susceptibles  du  double  signe  ±,  ou 
d'un  nombre  d'expressions  égal  à  celui  des  racines  des  équations  al- 
gébriques k  deux  termes ,  dont  on  peut  les  concevoir  dérivés  (Étém: 
eC^lg.).  Ces  radicaux  passant  aussi  dans  les  coefTicieàs  diflërentiels  de 
la  fonction,  les  rendent  en  même  temps  susceptibles  de  plusieurs  tï- 
knrs,  dont  Tem^oi  successif  dans  la  série 


.•=v  +  *!:*  +  Jji±.4.&_^. 


fournit  autant  de  valeurs  pour  y  qu'en  avait  j^.  C'est  ainsi  qne  dans 
tous  les  états  par  lesquels  passé  U  fonction,  se  perpétue  le  nombre 
de  valeurs  que  comporte  sa  forme,  et  qui  ne  saurait  changer  tant  qne 
cette  forme  demeure  la  même. 

Soit,  par  exemple. 


en  prenant  alternativement  le  radical  avec  le  signe  -f*  et  avec  le  signe—) 
tm  aura^ 
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d'où  ïl  résultera 

y  —  b^{x—af  —  i(ar— a)"'*  +  J(j:— «)"'^  — etc.; 

mais  la  valeur  J?=i>  faisant  disparaître  le  radical   \/x — a,  et  rendant 
égales  à  i  les  deux  valeurs 

h  +  V-^ — <»  *        6  —  Vx—a,' 

si  le  développement  de  y  conservait  la  forme 

j-4.  i>A  4- QA»  _|- iîA»  4- 5A*  H- etc.  y 

P,  Q,  A,  S,  etc.  étant  alors  des  fonctions  rationnelles,  on  n'obtiendrait 
plus  qu'une  seule  valenrconsécutive  à  y^^h^  tandis  que  pour  tonte 
valeur  de  jc  ,  aussi  peu  "différente  qu'on  voudra  de  la  quantité  a ,  la 
fonction  proposée  reprend  les  deux  valeurs  dont  elle  est  en  général  . 
snsceptiUe.  Le  développement  ci-dessus  ne  convient  donc  point  pour 
passer  de  la  valeur ^=i  aux  valeurs  qui  lui  sont  consécutives;  mais  par 
Is  substitution  de  a-^h  au  lieu  de  Xj  dans  Texpression  même  de  la 
fonction  proposée,,  le  radical  devenant  s/h,  il  se.  conserve,  et,  par  soa 
double  signe,  reproduit  les  deux  valeurs 

/  =  *  +  *', 

qui  naissent,  comme  on  le  voit,  de  l'irratïonnalité  dont  l'accroissement 
A  est  alors  immédiatement  affecté. 

La  même  chose  arrive  sans  que  la  fonction  proposée  devienne  .ei>* 
tjèrement  rationnelle.  Lorsqu'elle  contient  plusieurs  radicaux,  c'eâtasses 
qu'un  seul  s'évaaouisse  ,  pour  que  le  nombre  de  .s^  valeurs  diminue  ;  et 
il  ne  peut  plus  se  rétablir  qu'en  faisant  port<^  à  l'accroissement  de  U 
variable  un  exposant  fractionnaire.  Voici  un  exemple  de  ce  cas  : 


La  supposition  è.ex-=a^  qui  ne  &it  disparaître  qu'on  seul  des  radicaux, 
fend  néanmoins  les  coel&ciens  différenlîeb  infinis,  et  cela  parce  que  ^  est 
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55o         cha:p.  in.  des  valeurs  paaticulieres 

en  général  susceptible  des  quatre  Taleurs 


qui,  lorsqne  le  radical    V'^ — a  lUsparalt,  se  réduisent  k 

b  -\-^a—c,         h  —  y/a—c. 

Tontes  ees  valeurs  reparaissent  dès  qu'on  écrit  a-f-A  au  lieu  de  x^ 
parce  qu'il  vient 

J  4-  A'  -j.  \/a—c+h  ,     *  +  ft^  —  Va— H-A,      . 
^  _  A«  +  \/»..^c-{-hf    h  ~~h^  —  Va— <+A. 


Il  Éiut  remarquer  que  le  radical  y/à — o+h  peut  encore  se  développer 

suivant  les  puissances  entières  de  A;  mais  il  j  a  toujours  le  terme  A^où 
l'accroissement  de  x  est  affecté  d'irrationnsdîté.  Il  laut  remarquer  eacore 
que  quoique,  dans  les  fonctions  proposées,  jen'aye  pas  mis  auxiadicauji 
le*  double  signe ,  ils  se  comportent  comme  s'ils  portaient  ce  signe,  parce 
qu'il  &ut  toujours  les  envisager  dans  le  calcul,  comme  exprimant  les 
racines  de  l'éqnation  qu'on  obtiendrait  en  les  ^sant  disparaître,  et 
qui  serait  ici  du  quatrième  degré. 

Quoique  les  exemples  ci-dessus  soient  très-particuliers ,  ils  suffisent, 
ce  me  semble ,  pour  Êiire  concevoir  que  toutes  les  fois  que  la  fonction 
dont  on  développera  l'accroissement,  perdrd  momentanément  qnelqaes- 
uns  de  ses  radicaux ,  par  l'effet  d'une  valeur  particulière  de  x,  alors  l'îr- 
ratioonalité  qui  a  disparu  tombera  nécessairement  sur  l'accroissement  A, 
et  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  entières  de  cette 
quantité,  ne  pourra  pas  représenter  le  passage  de  cet  état  particulier 
de  la  fonction,  à  l'état  consécutif  ;  mais  du 'moment  que  x  a  changé, 
les  TAdicaux  reparaissant  indépendamment  de  A,  la  fonction  proposée 
reprend  sa  forme,  et  la  .détermination  de  ses  valeurs  consécutives  peut 
se  iàire  par  la  série  de  Taylor. 

Telle  est  la  circonstance' oti  l'on  dît  communément  aujourd'hui  que 
le  théorème  de  Tajlor  est  en  défaut.  Je  ne  sais  si  cette  manière  de  par- 
ler est  bien  exacte,  et  si  ce  que  l'on  regarde  alors  comme  un  paradoxe , 
n'est  pas,  comme  tous  les  paradoxes  analytiques^  plutât  une  perfection 
de  l'Analyse  qu'un  défaut,  puisque  c'est  ud  moyen  d'indiquer  les  excep- 
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tioits  qtu  ont  lim  dans  le»  formoles  y  tt  p»  montrer  en  némt  tan^ 
comment  elles  se  lient  aux  autres  cas.  On  s'en  convaincra  dans  le  cas 
aciael,  en  examinant  de  quelle  mamère  l'existence  des  exposans  frac- 
tionnaires de  h  dans  le  développement  de^,  rend  les  coefficiens  lUffé- 
rentîels  infinis. 


t55.  Donnons  à  l'expression  de  j^la  forme  générale 

y  s^  jr -\- Ph^  +  Qh^ i+I^'+elc.; 

la  fonction/'  Awt  formée  da  binomô  x-f-A^  est  sounise  à  la  con- 
dition 

^  =  ^(.05). 

par  laquelle  les  coefiiciens  différentiels  dey,  pris  en  £ûsant  varier  «,  «e 
déduisent  de  ceux  que  donne  la  variation  de  h;  et  Ton  passe  ensuite  aux 
cbefficiens  difTérentiels  àejj  en  faisant  A=zo.  Cela  posé,  un  terme 
quelconque  7T%  en  produit,  dans  rexpressïon  de  -^^,  nn  de  cette 
forme 

j((  — 1)(«-.3) («_„4.,)rÀ*""; 

tant  que  le  nombre  r  sera  an-dessous  de  e,  Texposant  t—n  étant  post- 
tif,  la  sBpposîtioa  d*  As=o,  &im  éfanouir  ce  terme,  et  si  le  abmlire  s 
est  fractionnaire,  l'exposant  i~—n  passera  du  positif  au  négatif,  sans 
s'évanouir.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  a  lieu  dès' que  n  surpasse  £,  le  term* 
devient  infini  lorsqu'on  y  &it  A=so,  et  par  couMquent  au^  U  valenc 
de  ^ ,  dont  il  frit  partie  (*). 

n  est  visible  aussi  quç  si  les  termes  k  exposans  fractionnaires  sont 
précédés  par  des  termes  où  l'esposani  est  oitier,  il  y  aura  des  coeffi- 


(*)  La  conndératioii  du  limite*  conduit  an  même  rémltat  ;  car  à ,  ponr  usa  foiic* 
tiOB  quelconque^,  on  ay=3y-f-T%*-f- etc. ,  il  viendra 

■îî^z=ïrA;-'-»-etc., 

quantité  âent  k  premier  terme  aura  pour  lâtditeo,d  '^ii  etdevieiiA'a  ioBaitt  »<<■• 
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ciens  dîfférentîeU  qui  auront  une  Tftienr  finie.  La  foncticm    ' 

m  étant  nn  nombre  entier,  présente  la  réunion  de  ces  circonstances. 
Le  déTeloppement  de  la  Taïeur  correspondante  à  jc-J-A  est,  par  le 
théorème  de  Taylor, 

H-  {m{n^i)h,^  +  ^^  (x-«jï"' }  ^  -f-  etc. ,       - 
et  on  a 

tant  qne  n  sera  moindre  que  -,  les   puissances  de  x^a  étant  posi-, 
tives  s'évanouiront  lorsqu'on  fera  x-=^a^  et  on  aura  senlCTient 

^=  m(m— i) (ot— n-f-i)ia''~". 

U  anÎTera  même  qu'un  certain  nomLre  de  coefficîens  différentiels  sfr< 
tont  nuls,  si  m<^,  puisque  la  première  partie  de  l'expression  de 
^,  s'anéantit  dès  que  n  surpasse  m  (  as  ),  et  que  U  seconde  s'anéantiîE 
aussi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  n>-^. 

Le  développement  immédiat  de  l'expression 

y  =  i(<H-A)- 4- c^,  * 

qni  résulte  de  celle  de  y  quand  on  y  £iit  «:^a+^)  oS-ct  les  mém» 
circonstances,  et  il  s'y  trouve  aussi  une  lacune  dans  lesexposans  de  A, 

quand  m<C.-. 


i54-  U  &ut  bien  observer  que  dans  ce  qui  précède,  c'est  ta  quan- 
tité comprise  sous  les  radicatix  qui  s'anéantit;   car  le&  radicaux  pour- 
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nient  aussi  disparaître,  s'ils  étaient  mnltîpUés  par  nn  fitctenr  que  Itf 
Talenr  particulière  de  x  rendit  nul;  mais  par  rapport  aax  fonctions 
explicites,  ce  cas  ne  &it  point  exception  à  la  forme  da  déyeloppement 
de  la  se'rie  de  Taylor,  parce  qae  les  radicaux  qui  ont  dispam  dans 
,  la  valeur  de  la  fonction  ,  reparaissent  dans  ses  coefficieos  différentiels. 
Si  l'on  avait,  par  exemple, 

^  =  ft  4-  (x— a)Vx  — c; 
on  obtiendrait 

d^ i ,       X — a     _ 

et  dans  ]a  supposition  de  x^a,  qui  ne  donne  que^:=^,  on  a 

valeur  implicitement  double,  puisqu'elle  renferme  nn  radical.  La  même 
chose  aurait  lieu  pour  les  coefflciens  différentiels  des  ordres  supé-' 
rieurs,  et  par  conséquent  on  obtiendrait  deux  séries  pour  exprimer^,  ce 
qui  rétablirait  le  nombre  des  valeiurs  dont  la  fonction  proposée  est  sus- 
ceptible par  sa  forme. 
Soit  encore 

^  1=  i  4-  (x— o)' x/x— e; 


il  Tiendra 


.      ^  =  3(X—  fl)  \Œ^^  +    ^T°^'  ■ 


Ce  résultat,   qui  contient  encore  à  tous  ses  termes  le  ûcteur  x—a 
5*anéatttit  quand  on  £iit  x=:a;  mais  en  le  différendant  on  bvuve 

et  U  supposition  de  x=i)  ne  réduisant  ce  dernier  coçfilcient  qu'à 


en  fournit  deux   valeurs  qui   rétablissent  le  nombre  des  développe^ 
mens  de  y. 
Le  radical  n'a  reparu  ici  qu'au  second  or^e;  en  général  il  ne  fe- 
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panlM  ipi'ii  fordw  m»  lon^M  la  fonctîoa  proposée  un  âà  bi  fimne 

/  s=  i  -f-  (jc^-d)"\/* — ^î 

car  en  (âiBMil(x — 0)-  =  ;,  Vx^--ë=aj  on  a,  par  le  n*  91, 

d:;-  =  d- . ÉB=: ïd"a  4-  "  d/d— a  4-  ^^^^  dVd— « -+-  ïd'/ , 

expression  dont  tous  les  termes  s'eVanouissent  tant  que  n  est  moindre 
<me  m,  puisque  les  quanUte's  /,dï,  d*i,. . .  .d"""'ï  contiennent  toutes 
ie  facteur  x  — o  (^s);  mais  quand  nsm,  ct^nme  alors, 

d-ï  »  flï(/»— i)(a>— a) idjp", 

il  Tient 

d-y  d-(  /  \  /  \  .  / 

a^  —  »  Jï=  =  ni(i»-i)  (*-a) I .  Va  —  c. 

Le  radical  m  oonserre  ensuite  dans  toos  les  ordres  aapânenn,  {mt  k 
tem«  «ffpcté  de  d-id*"^,  et  les  miratis  seront  tous  aob,  pois^M 
4r^'t,  df+V,  eie.  cao. 

■  11  art  k  ;m>pM  de  rcMMnpier  que  si,  dans  les  expressions  qtn  nous  oc* 
cupent,  on  faisait  passer  sous  le  radical  le  &ctenr  «— «,  les  coeficieu 
différentiels  se  présenteraient  d'abord  sons  la  forme  de  |. 
La  fonction  j-;ssb^  (j? — a) \/j;— c,  pftr  «xemple ,  donnoait 

jz=b  -^y/i^x—ayQc—c), 

^  ___  fl(j— 0  (x—a)  +  (j:— a)' 
^  a\/(x—à)\x—cy        * 

et  la  mpiwsîtÎDn  de  orssii  »  am^aotirait  es  inAnie  tempe  le  nuaiénteiv  et 

le  dénominateur  âe  ^ ,  à  cause  du  facteur  x — a ,  commun  à  l'un  et  à 

l'autre;  mais  si  an  réduisait  la  fraction  It  sa  plus  simple  expression, 
on  aurait  • 

dy  __fl(3?— c)4.3!^a 

expression  qui  revient  à  eelle  qu'on  a  trouTee  plus  haut,  et  se  réduit 
k     V«*-«»  lorsque -XSSKa. 

|55.  FaMOM  mainteftamt  an^  fimctiaiis  impUcites  ;  elle«  offrent  Us 
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dctcrfM  ciroonitaBocs  .que  nowi  yaqom» 'd'esfoên.  Chaque  eoMKdeitt 
diSiérentiel  u'étaûl  qu'au  premier  degré  daos  l'équatioa  de  s<m  ordre, 
par  laquelle  il  est  déteTiuiné ,  n'acquiert  plusieurs  valeurs  que  par  la 
substitution  de  celles  de  k  fosction  primitife,  et  des  coefficiens  .diffé- 
rentiels des  ordres  inférieurs  (  47  )■  Si  donc  parmi  ces  dernières  il  s'en 
trouve  qui  soient  égales,  il  y  aura  njfcessairement  réduction  dans  le 
nombre  des  séries  qui  expriment  le  second  état  de  la  fonctioD  propotée. 
Soit  l'équation  u=o,  entre  or  et^;  om  aura  généralement 

d« 

£4^+a74r=o,    d'où    ^a=-iî 

mais  qntmd  nne  valeur  particnUère  xs=sa,  rend  égales  phuietirs  des  Tr- 
ieurs de  ^,  la  fonction  u,  qui  ne  contient  plus  alors  que  les  quantités 
j'  et  fl,  prend  la  forme  Pif^— i)",  et  donne 

Cette  Talew  âerenoat  nnlle  lotsqne  jrsxb  tt  tf$e  n»>  i ,  cell«  de 
^  deviendra  iaffme,  si  ^  ne  t^éranonft  pas ,  et  prendra  la  ferme  - 
s'il  s'évanouit,  ce  qui  arrive  quand  il   a    pour  &cteur   x^-a  ou 

La  fonction  ^=3 b -f- ^x — a,  qm  nous  a  d^à  servi  d'exemple,  con- 
duit à  l'équation 

(7— *)'  —  (*— «J  =  o, 
de  laquelle  on  tire 

=0—i)ij—àx=i,,      d'oi      g=jjji-j5. 

La  supposition  de  xs=a,  dans  l'équation  primitive,  donnant  y^^h  ^ 
il  en  résulte  ^  =  5»  de  même  que  dans  le  n*  iSa;, 
L'équation 

Cr— *y  — C-^  — «)*  =  o, 

ofire  un  exemple  du  cas  où  les  quantités  jt.  ^^  x:  s'évanouissent  en 
même  temps;  car  elle  donne 

5(;r-i)-dr-,(x-«)dr=o,       1  =  1^., 
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«xpreMÏon  -que  la  sabstiUition  de  x^^a  et  de  ji-=i  rend  §.   Sa  Traie 

»  dv  a  -i 

valeur  esl  infinie,  puisque  ^=i+(x— a)'    donne  ^=  g(a:— «)  '; 

mais  pour  le  voir  d'après  l'équation  prop'osée,  il  faut  remonter  à  la  gé- 
nération des  équations  différentielles  à  deux  variables. 

t36.  On  a  TU,  n'  41  >  <iue  ces  équations  naissent  de  la  substitution 

de  x-t-h  et  de  r-h^  -  •+■  ^ |-étc.,  au  lieu  de  ar  et  de  r,  dans 

une  équation  primitive  u  =  o,  et  qu'on  les  forme  en  égalant  successi' 
vemeot  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  puissance  de  A ,  dans  le  déve> 
loppement  du  résultat.  Si  quelque  valeur  particulière  de  x  fait  évanouir 

les  fonctions  ~f  r- ,  les  termes  affectés  de  la  première  puissance  de  h 
disparaissant  d'eux-mêmes ,  la  première  équation,  t-  +  -j-p  :s=  o ,  ne 
peut  rien  apprendre  sur  la  valeur  de  ;>  ;  il  faut  donc  avoir  recours  a  la 
seconde  Q=^o,  qui  dépend  delà  différentielle  seconde,  ainsi  qu'on  peut 
le  conclure  du  n*  43,  et  d'ailleurs  on  le  voit  sur-le-champ,  lorsqn'en 
vertu  de  k' liaison  des  variables  x  et/,  on  regarde  a  comme  une  fonc- 
tion implicite  de  x  ,  puisque  sous  ce  point-de-vue  le  résultat  de  la  sobstH 
tution  de  X-+-A,  dans  u;=o,  revient  à  la  forme 

-dP^'"TX3  +  «^-=°' 

gnent  les  dil 
en  faisant  varier  les  fonctions  implicites  de  x. 
La  différentielle  d*u,   qui  est  en  général 

'Ù^'  +''^y  ^^■r+  d7 -ir.-  +^dy=o  (48), 

se  réduit  ii 

a^ '^' + ^  ^  ^'i^  + 1?  "i^ = "> 

lorsque  ^=0,  et  conduit  k  une  équation  de  la  forme 
ToUk  donc  ^  donné  par  une  équation  du  Gtiecond  degré. 
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Si  les  coefficiens  x-ij  j^x,>  s^*  s'éTanouIsseat  aussi,  on  fera  usage 

de  la  différentielle  trMsième,  qui,  se  réduisant,  dans  cette  hypothèse,  à 

dominera  pour  déterminer  ^ ,  nne  équation  de  la  forme 

Si  tons  les  termes  de  cette  dernière  s'évanouissent  encore  d'eux-mêmes, 
il  Ëtudra  recourir  li  la  difierenlielle  quatrième,  et  ainsi  de  suite;  etle  d»- 
gré  auquel  montera  $-,dans  ces  (^Tersea  équations,  rétablira  toujours 
le  nombre  de  râleurs  que  doit  avoir  le  second  état  de  la  fonction. 

Les  hypothèses  précédentes  faisant  disparaître  d^,  d'/,  etc.  des  dif- 
férentielles snccesÙTes  de  u,  ou  voit  que  pour  former  les  équations 
relatives  à  ces  hypothèses,  il  suffit  de  diffsrentier  l'équation  proposés 
u=o,  en  y  regardant  dx:  et  d;'  comme  coostans,  et  en  poussant  I0 
calcul  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  résultat  que  la  substitution  des 
valeurs  particulières  de  x  et  de  ^  ne  &sse  pas  entièrement  évanouir. 

£n  traitant  ainsi  l'équation  (^— £/— (j?~-<i)*s=o,oa  troarera 

5(jr  —  byijr  —.  a(jc  —  a)d«=  o, 
"     a.3(^  — J)dy'  — aiCssOî       - 

et  la  différentielle  seconde  donnera  les  Taleus 

qtu  deviennent  infimes  quand  j*  sa  ^  • 

L'éqnadon  (7— &)*— (x—- a)'(x^c)sao  étant  aussi  différentiée 
deux  fois  de  suite,  conduit  à 

a(j'  — *)4ï'  "^  a(x— ■a)(x— c)dir  —  (x— a)*dx  sa  o, 
adr'—  a(x  — c)dx*  —  4(x — a)dx*  ^  o; 

et  en  fiiisant  xssa,  on  tire  de  la  différentielle  seconde, 

^=a-c.      d'où      g  =  *V'-"=ï, 

de  même  que  dans  le  u'  i94< 

'45 


Digitizeclby  VjOOQIC 


S58  CHAP.  m.  DES  VALEURS  PARTICULIÈRES 

Avec  an  pea  d'attendon ,  on  remarquera  qœ  le  suecis  du  prooédé 
dont  on  a  &it  usage,  tient  à  ce  qne  U  différentiation  abaisse  la  pnifr- 
Mnce  des  facteurs  égaux  qui  peuvent  se  trouver  dans  les  fonctions  ^,' 
^,  lorsque  son  exposant  est  entier;  il  &ut  donc  que  l'équation  «=o 

soit  ratîonDelle,  et  que  par  conse'queot  on  ail  d'abord  fait  disparaître  les 
radicaux,  si  elle  en  contenait. 

Les  variables  étoieat  séparées  dans  les  exemplts  ci-dessus;  en  voici 
où  elles  sont  mêlées  :  premièrement  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

(4^?*  -p-  aayx)dx  —  (ax*  —  5hj'*)iy  sb  o. 

Si  l'oB  iatt  Jis^fOf  OB  «  en  même  temps  f^o,  valeurs  qmjbnt^n- 
BOoir  tous  les  termes  de  l'équation  différentielle,  et  il  faut  poasserjos- 
qn'an  troisième  ordre  pour  parvenir  à  tm  résultat  qui  ne  s'anéantisse 
pas;  car  il  vi«at  successivement 

(iix* — a«r)dîe» — 4iMdw|r  ■+■  6*r4r' = •; 

a4rd«»  — 6od«'dr  +  6M/*  =  o. 
La  dernière  de  ces  équations  étant  mise  sous  k  forme 

*e  réduit  k 

Ion<]ae  j>so,  et  iamg  la  tniii  Tileon  réellet 

U  arrive  quelquefois  que  plusieurs  des  valeurs  de  x~    wnt    imsn" 
naires.  Ce  cas.  «M  celui  de  l'équiuioa 

«ar'  +  j:^-  — a^spo, 
dont  les  dJOërentielIes  première  et  seconde  s'évanouissenl;  par  la  si^ 
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poMtion  d*  «e^oj  k  4ifiUreatîelle  troisièm»  w  r^dttisaat  • 

(5ad«i_6a4r*=0,      d'où       ^  —  1=0, 

donne  seulement  ^  ^  1 ,  et  les  dense  autres  valeurs  sont  imaginaires. 


157.  On  doit  être  conraîncn,  par  l«s  propositions  et  les  exemples 
précédens,  que  les  exceptions  dont  la  série  de  Tajlor  est  susceptible, 
ne  sauraient  se  rapporteï  qu'ï  des  cas  particuliers,  et  sont  une  suite 
nécessaire  de  ht  consemtion  des  formes  des  Jonctions  >  ainsi  qn'on  l'a 
ETancé  dans  le  n*  i3i.  M.  Li^prange,  qui  a  le  premier  complété  l'ex-. 
plîcation  de  ces  exceptions,  remarquées  sous  d'autres  rapports,  dès 
l'origine  dn  Calcul  diÎTéraitiel,  a  employé  les  mêmes  principes  à  prou- 
ver que  le  développement  du  second  état  d'une  fonction  ne  pouvait  en 
général  contenir  aucune  puissance  fractioun^re  de  l'accroissemeat  de 
la  variable. 

Eai  effet  ce  dévdoppement  ne  doit  pas  foiurtiir  pins  de  ^enrs  qne 
n'en  conpoile  la  nature  de  cette  fimction,  on  le  degré  de  l'équation  qui 
la  détenÂiaef  or  laat  que  les  coefficiens  P,  Q,  etc.  de  la  série 

_y4.i»AVÇA^'*fetc.. 

recevront,  des  valeurs  différentes  pour  chacune  des  valenrs  de^^  elle 
oSHra  daos  tontes  ses  parties  un  nombre  de  résukats  égal  à  celui  de 
ces  valeurs.  D'un  autre  c6te,  des  puissances  fractionnaires  telles  que 

h*  f  h^f  etc.,  auraient  par  dlas-^mÂmes  un  nombre  de  valeurs  égal  au 
dénominateur  de  leur  exposant  (Élém.  jt^lg:);  et  comme  il  ne  parait 
pas  dans  la  nature  de  la  clMwe,  de  c^dition  implicite  pour  employer 
une  de  ces  valeurs  préférablement  à  toutes  les  autres,  il  s'ensuit  que 
le  même  terme,  Pf^  aurait  autant  de  valeurs  qu'on  en  peut  former  ea 
eombinant  de  tontes  les  manières  posnbles  celles  dn  coefficient  P  avec 
celles  de  h*  :  on  voit  donc  par  là  q«e  le  ntttbve  des  sâies  résultantes 
surpasserait  celui  des  valeurs  de  la  fonction  proposée ,  et  il  faut  obser- 
ver qu£  les  radnes  imi^nairer  compteraient  d&ns  ce  nombre,  puisqu'elles 
sont  comprises  dans  celui  que  comportent  les  équations  alge'briques. 

Ce  raisonnement  cesse  d'être  applicable,  quand  le  nombre  des  valeurs 
des  coefficiens  /*,  Ç,  etc.  vient  à  diminuer  sans  pouvoir  se  rétablir  à  l'égard 
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des  tennes  oltérîeun  de  la  série;  et  ce  sont  alors  lei  puiistiicet  fric« 
tîonnaires  de  raccroissement  qui  y  suppléent.' 

j58.  M.  Lagrange  examine  aussi  s'il  n'est  pas  possible  que  le  dér» 
loppement  du  second  état  de  la  fonction  contienne  des  puissances  né- 
gatives de  h,  pour  certaines  râleurs  particalîères  de  x  seulement ,  car 
on  a  déjà  tu  (17)  que  cela  ne  pouvait  avoir  lieu  en  général.  Ces  va- 
teurs  particulières  sont  celles  qui  rendraient  infinie  la  fonction  proposée. 

Dans  ce  cas  où^=-,  on  aura-sso,   et  en  pommant  a  la  racine  de 

cette  équation,  on  peut  la  concerotr  sons  la  forme  ^^T^sao,  E^oe 

derenant  ni  nul,  ni  infini.  Q  resuite  delà 

__      U  ^_        y        _  tZ  +  J't  +  QJi'-t.ete. . 

^  — (x— a)"'      -^   — (x+A— o)-  "■  1^  ' 

quand  r<m  fait  x=s<i;  et  il  est  éTÎdent  alors  que  y  peut  renfènner  des 
puissances  négatives  de  A.  C'est  ce  qui  arrive  ï  la  fonction /=^^^; 
dans  le  cas  où  x:=;a,  et  à  la  fonction  y^ix^  dans  celui  où  je^o;  de 
là  vient  aussi  qu'on  ne  peut  développer  celle-ci  en  série  ordonnée 
Suivant  les  puissances  de  x.  La  marche  de  cette  dernière  fonction  offi>e 
encore  quelques  particularités  remarquables  que  je  forùbient6t  connaître.' 

iSg.  n  est  encore  à  remarquer  que  la  série  de  Tajior  devient  îOo^ 
soire  pour  toute  valeur  cpii  tend  imaginaire  l'un  quelconque  de  ses 
termes;  et  que  cela  peut  arriver  sans  que  la  fonction  soit  elle-mém» 
imaginaire,  comme ,  par  exemple,  à  la  suivante  : 

Lorsqu'on  y  fait  x  :s  o ,  elle  donne  ^  =  £  ;  mais  en  passant  à  ses  coeffî- 
ciens  différentiels ,  on  forme  les  expressions 

g  =  >^(x— )^  +  5:r-(x-«)-V 

g=   a  (x^af  +  ax(x— «)-'— ix-Cx— fl)*^ 
ele., 
dont  la  première  devient  o,  el  tontes  le»  autres  sont  imaginaires. 
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n  est  tiâê  de  former  sur  ce  mod^e  tfes  fonctions  dins  lesquelles 
l'inuginaire  ne  paraisse  qu'à  tel  ordre  qu'on  voudra;  et  en  examinant 
leur  marche,  on  voit  que  la  valeur  ^^&  n'est  précédée  ni  suivie  im- 
médiatement d'aucune  antre,  puisque  l'expression  j-^i-^^C^*™**)* 
est  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  x^  et  continue  de 
l'être  pour  les  valeurs  positives,  tant  que  x  <  a ,  il  est  donc  tout  simple 
que  l'expression  du  second  état de^  devienne  alors  imaginaire.  Ou  verra 
encore  mieux  dans  l'application  aux  courbes,  ce  que  signifie  cette  cir- 
constance analytique. 

140.  Dans  les  cas  parâcnlîers  oii  le  c^eul  diffifrentiel  se  tefiise  à  l'ex- 
pression du  développement  de  f  (x-f*A)>  il  &ut,  si  la  fonction  est  ex- 
plicite, développer  immédiatement ks  radicaux,  ainsi  qu'on  t'aMt  dana 
le  n*  i5i.  La  fonction 

>  =  (a— «)'  Va»— X*, 

qae  je  prends  encore  pour  exemple,  mène  à 


»»+!, 


y  =  i'V— Sa-A— 3«A"— A'=— *      '{5^  +  P«+*W 
=  -  (5«')4AS{.  +  A{3«  +  *)+etc.} 
=  -  (5«-)Ûi  -  ^(5«-/at  _  «c. 

Je  n'ai  calculé  que  \ts  deux  premiers  termes ,  parce  qtw  dans  l'usage 
qne  je  ferai  de  ce  genre  de  développemens,  par  la  suite,  ce  terme  suf- 
fira le  pins  souvent. 

S'il  s'agissait  d'une  fonction  implicite ,  donne'e  par  une  équation  entre 
xet^,  a  désignant  la  valeur  particulière  que  l'on  suppose  à  x,  et 
B  la  valeur  correspondante  de  ^,  on  substituerait  a+A  à  x,  b~i-k 
^■Ti  regardant  ensuite  h  etk  comme  les  variables  de  l'équation  résul- 
tante, on  trouverait,  d'après  les  n»*  6a  et  64  de  nutroduclion,  l'ex- 
pression de  k  en  série  ascendante  ordonnée  suivant  les  puissances  de  h^ 

Soit  pour  exemple  l'équation 

j^ -— ax^' -h  3«* — a*  =  o  ; 
on  en  tire 

ày  __  ag^— îir*  _  ^ 
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et  quand  on  y  fait  x=.a,  «Ue  devient 

^__2fl;r'  +  «*=o,    d'où.  j-=±d,     g^  =  — -. 

Pour  obtenir  les  premiers  termes  du  dtÎTeloppement  de^^,  dans  ce  cas 
particulier,  on  change  x  en  a  +  ft,  ^  en  a+A:,  puis,  suivant  la 
méthode  des  ntanéros  cités,  on  écrit  Ah*  an  lieu  de  A,  et  il  vient 

a4_2(a+A/-f-3(a+A)*(a  -\- Jhy  —  (a  + -rfA^aso. 

Comme  on  ne  doit  considérer  duis  cette  équation  <^e  les  termes  affec* 
tés  de  la  pins  petite  puissance  4e  A>  il  soffixa  d'avoir  égard  i 

— 4«*AH-8«'-rfA'^*  — 4.'-^'à"—  4ai»A^— ^*A*'=ro, 

d'où  on  tirera  ass-  et  (j+^*=o;  on  aura  donc  poor  résultat 

y  =  a  d=  A*"  \/^  etc.   =  «  =fc  %/■—«*. 

On  voit  par  Ui  qu'en  prenant  A  de  même  signe  que  a,  ou  x>a,  la 
valeur  4e  y  sera  imaginaire,  et  qu'elle  est  réelle  quant}  A  et  «  sont 
de  signes  contraires  ou  x^a. 

L'équation  proposée  étant  résolue  par  rapport  à  ^ ,  à  la  manière  des 
équations  du  second  degré,  donneni. 

d'où  l'on  déduira,  par  les  développemens  immédiats  des  Adicaaz,  la 
valeur  dey  trouvée  ci-dessus. 

Je  ferM  observer  qu'on  peut  envisager  la  quantité  zfcA^  V—o comme 
l'expression  delà  dilférentielie  de/,  dans  le  ca^où  x=a,  puisqu'elle 
forme  ^ors  le  premier  terme  du  développement  de  la  dïflërcuce  entre 
les  valeurs  de/  et  y,  correspondantes  à  x=a  et  à  x=a-f-A.  C'est 
sous  ce  point-de-vuc,  qu'Euler  a  consacré  un  châtre  entier  de  ses 
Institutions  du  Calcul  différentiel,  aux  différeatieUes  propres  à  certaines 
valeurs  des  fonctions. 

i4i.  Quand  on  a  reconnu  la  loi  des  exposans  des  puissances  snirant 
lesquçUes  doit  procéder  la  série  qui  représente  le  développement  par- 
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Ucnlier  dn  second  éut  de  la  fonctioa  propooée,  oopoimùl  «nfioycr 
le  théorème  de  Mackuria,  pour  eo  obtenir  les  difiërens  termes ,  ea 
transfonnant  d'une  manière  cooveni^Ie  cette  fonction. 
Soitj  par  ezenaple, 

jr  K=  >  -f-V^Ca:— a), 
qui,  dans  le  cas  de  x=:«+A^  dsrient 

et  comme  la  série  ne  contient  que  des  puissances  dont  l'exposant  est 
multiple  de  \,aa  fera  Aess*»  lÂn  de  pouvoir  dJrdApper  suirant  les 
poisfances  entièfvs  de  «.  Par  cette  transfonnation,  il  Tiendra 

(/—*)'  =  «'  +  »*• 
En  formant  l«i  dUff£renti«Ues  sncce^aHes,  oit  a 

(y-c4)d'y +4d/dy +Hy = ii.di<,  t       •)  ^==fc-^, 

etc.  /  \  etc. 

et,  comme  ci-dessus , 

y  =  A  =fc  z  V^  ±  ~  3=  e  te. 

n  est  TÎsStle  ^oe  ce  piocMé  ae  doit  itrs  considéré  que  S9us  1* 
nqpport  de  la  théorie;  car  il  exige  des  calculs  presque  toujours  plus 
longs  que  les  autres  méthodes,  Ji  cause  des  termes  qui  peuvent  man- 
quer dans  la  série ,  ce  dont  on  ne  s'apperçoit  qu'en  formant  les  équa^ 
tions  difiërentielles  dont  ils  dépendent. 

143- Non-seulement  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  Iesex->- 
posans  des  accroissemens  peuvent  être  fractionnaires,  mais  il  aftive  en- 
core qu'on  ne  saurait  développer  le  second  état  de  ces  fonctions-  en 
MomKues  où  les  pmssknees  de»  accroiss^uens  sosiut  tontvs  positives. 
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en  même  temps.  La  fonction 

en  fournit  nn  exemple»  lorsque  l'on  y  &it  x^o  etj^^so,  d*o&  il 
résolte  zs^th.  Le  second  état  est  alors  exprimé  par 

expression  qni  ne  saurait  élre  développée  que  sons  des  formes  telles 
qae 

Les  coeffidens  différentiels  .  _ 

dx  __       —ax  àz  — ay        . 

prennent  alors  la  forme  -  ;  maïs  ils  deriennent  réellement  infinis  qnand 

on  suppose ^=ax,  afin  de  conserrerun  rapport  entre  les  variables  i 
au  moment  où  elles  vcat  s'érwioair.  On  trouve  es  effet  al«is 

ds  ^_        —  3  ds  .—  — . 

Talenrs  dont  k  supposition  de  x=  o  £ut  disparaître  ftolement  le  dé^ 


^  i45>  Nous  TcncHude  voir  que  les  coefficiens  différentiels  ont  toujours 
DU  une  Talenr  déterminée,  soit  nulle,  soit  finie,  soit  infinie,  lors  même 
'■^  qu'ib  se  présentent  sons  k  forme  ^  ;  cette  propriété  ne  leur  est  pcunt 

particulière;  elle  a  lieu  pour  toutes  les  fonctions  d'une  seule  variable , 
qui  ne  peuvent  jamais  être  indéterminées  ;  car  si  une  valeur  partica- 
lière  x^a  anéantit  en  même  temps  leur  numérateur  et  leur  dénomi- 
nateur, on  peut  toiqonrt  concevoir  qu'elles  soient  mises  sous  la  forme 

P  eiQ  étant  des  qotatttéa  qui  ne  devïmoent  ni  tktdle»,  ni  infinie*  par 
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la  supposition  de  x:=a.  Une  fraction  de  cette  forme  devient  encore  -,- 
si  on  laisse  les  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur  : 
mais  les  lofs  du  calcnl  exig;ent,  avant  tout,  qu'on  la  réduise  à  sa  plus 
simple  expression,  et  alors  sa  vraie  valeur  doit  être  ou  nulle,  ou  finie , 
ou  infinie,  selon  qu'on  aura  m>'n,  m=:n,  m<[n;  car  en  eOaçant  les 
facteurs   communs  au  numérateur  et   au  dénominateur,   on  trouvera 

-^ dans  le  premier  cas,  tj  dans  le  second,  et  -.;■'■■_    ^^;,  dans 

le  troisième. 

Lors  donc  qu'une  expression  cfuelconque  se  présente  sons  la  forme 
-,  il  £iut,  pour  connaître  sa  vraie  signification,  la  dégager  des  fac- 
teurs qui  sont  communs  à  son  numérateur  et  à  son  dénominateur.  La 
fraction  -  ~  ,  par  exemple,  qui  devient-  lorsque  x^s^a^  étant  ré- 
duite à  &ea  moindres  termes,  se  change  en  °  "^"f  T,_  et  donne  —  . 
.  '  ^  a-px       '  a  ' 

quand  on  y  fait  xs^a. 

i44-  Le  Calcul  différentiel  fournit,  pour  parvenir  à  la  vraie  valeur 
d'une  fonction  qui  devient-,  des  moyens  plus  simples  et  plus  géné- 
raux que  la  recherche  du  diviseur  commun. 

D'abord  la  formule  du  n*  gi  montre  que  toutes  les  différentielles 
d'une  expression  de  la  forme  P(x  —  a)"  jusqu'à  celle  de  Torfke  m—  i 
inclusivement,  s'évanouissent  dans  la  supposition  de  x^a^  lorsque  m 
est  un  nombre  entier,  et  qn'alors  la  différentielle  de  l'ordre  m  se  réduit 
À  i.3...ntPdx":  le  ÊK:teur  (a;— a)"  disparaît  donc  dans  cette  hypo- 
thèse ,  après  m  différentiations.  Il  n'est  pas  nécessaire  qu'on  connaisse 
l'exposant  m,  ni  même  que  le  £icteur  (x — a)"  soit  en  évidence  ^  pour 
savoir  quand  l'expression  /'(a;— a)' en  est  délivrée;  il  suffit  de  s'as- 
surer, après  chaque  différenliation,  si  le  résultat  obtenu  s'évanouit  ou 
non,  lorsqu'on  met  a  à  la  place  de  x;  dans  le  dernier  cas  l'opéra- 
tion est  finie,  et  ce  qu'on  a  trouvé  représente  la  quantité  i .  a . .  .mPàxf. 

Soit  pour  exemple  la  fonction  a^—ax* — t^x-^a^,  qui  s'évanooït 
par  la  supposition  de  x^a;  sa  différentielle  première  s'évanouit  aussi 
dans  cette  hypothèse ,  mais  non  pas  sa  différentielle  seconde,  qui  est' 
(6x—  a<i)dr*:  la  voilà  donc  délivrée  du  facteur  (x  — a);'et  puisqu'il  a. 
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fallu  pour  cela  deux  diflërenliatioDS,  on  en  doit  conclure  qu'elle  «ttde 

la  forme  P{x — «)',  ce  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier,  car  oo  trouTcn 

x"  —  AX'  —  a'x-J-  a*  =(j:+a)(x— «)•. 
D'après  ce  qui  précède,  si,  en  différentiaDt  plusieurs  fois  de  suite  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  (raclioD  y^-.--_— -- j  c'est  le  nu- 
mérateur qui  donne  le  premier  un  résultat  qui  ne  s'évanouisse  pas,  ce 
sera  une  preuve  que  le  fecteur  (x — a)  s'y  trouve  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  dans  le  dénominateiu* ,  et  par  conséquent  la  fraction  propo- 
tée sera  infinie;  si  c'est  au  contraire  le  dénominateur,  la  firaction  pro- 
posée sera  nulle;  mais  dans  le  cas  ou  ms^Uy  ou  troavoa,  après  m 
dî0e'rentiations , 

i.a...mPdx" P 

TTâTTTfrïySx-  ç' 
ce  qui  est  la  vraie  valeur  :  on  peut  donc  énoncer  la  règle  suivante  :  Pour, 
obtenir  la  -vraie  valeur  ^une  fonction  qui  devient  -  ,  lorsqu'on  donne  à  x 
une  valeur  particulière  ^  iljaut  différentier  son  numérateur  et  son  déno- 
minateur, jusqu'à  ce  qt^on  trouve  pour  tun  ou  pour  Vautre  un  résultat 
^ui  ne  s'évanouisse  pas;  Ut  fonction  proposée  sera  infinie  dans  te  pre- 
mier eaa,  nulle  dans  le  second;  et  si  elle  a  une  VMUurJàue^  onreneort' 
trera  en  même  temps  deux  résultats  qui  ne  s'anéantiront  point.  Quelques 
exemples  éclairciront  suffisamment  ceci. 

145.  Soit,  I*.  la  fonction  ■  ~^  dmt  on  demande  la  valeur  Icvs- 
que  x=:a;  en  différentiant  ion  nnmératenr  «t  sou  dénominateur,  on 
trouvera  __;^^^  ,  d'où  il  résulte  —,  lorsqu'on  cliange  x  en  a,  de  même 
que  dans  le  n*  i43- 

a*.  La  formule  ^^^  qui  exprime  la  somme  des  h  pretaiers  termes 
de  la  progression  par  quotiens  (  ou  géométrique)  H  i  :x  :  sc*'.:):^:ttc. 
devient  -  quand  xs=  i  ;  cependant  cette  somme,  dans  la  pr<^;reE»on 
H  1 : 1  : 1  : 1,  etc.  à  laquelle  on  est  conduit  alors,  a  une  valeur  déter- 
minée et  égale  an,  que  la  règle  précédente  va  nous  donner  aussi.  En 
effet,  ^rès  avoir  différentié  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'exprct* 

«Ott-^^— ^,  on  trouve ^-^1^,  et  eo  écrivant  i  attlt«udex,ilTteatfi. 
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_      -  •  1  1      ax'' —  aacx  ■4- ac"       -,  ,  , 

5'.  La  Traie  TaJenr  de  j^rr^î^^'Xô?  »  •*^°*  '®  '^^  ****  x=c,  ne 

peut    s'obtenir  qu'après  deux  difierenliations  ;  car  la  première  donne 

V^~^^,  résultat  qui  devient  encore  -;  mais  en  diflërentianton  trouve^, 
ox — bc'  ^  o'  b 

4'.  Cherchons  encore  la  valeur  de  la  fraction — ~  -»~>~ , lors- 
que 3c=:a;  nous  trouverons,  après  ^Toir  diiTérentié  une  fois  le  numé- 
rateur et  le  dénomiDatenr,  que  le  premier  seul  devient  encore  nul  quand 
on  met  a  an  lieu  de  x;  ce  qui  nous  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposée  est  nolle.  Le  contraire  aurait  eu  lieu  pour  la  fooc 

ax — jg* 

a* — aa'x+aax' — x*' 
5*.  Quoiqu'on  ne  voie  pas*  tout  de  suite  comment  il  est  possible  da 

donner  la  forme  Jf~~°\.  h  la  fonction  transceadante  — ^ — ,   qui  de- 
Q(a>— flj*  a:      '     * 

vient  -,  lorsque  x^o,  on  peut  néanmoins  y  appliquer  la  règle;    et 

après  avoir  différentié  son  numérateur  et  son  déaominatenr,  on  trouve 
O'ia — b'ib:  en  mettant  o  pour  x,  on  a  Ia-~1£  pour  la  vraie  valeur 
cherchée. 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux  fonctions  o* 
et  h*  leurs  développemens  (^Introduction,   a"a)  ;  car  il  vient 

^  =  (l.-U)+{(la)--(l*)-}  i  +  elc.. 

et  la  soppositioa  de  x=:o  réduit  le  second  membre  de  cette  éqnatiott 
k  son  premier  terme.  En  &isant  ropération  ,  on  remarquera  qu'il  j  a 
un  &cteur  x  qui  disparaît  par  la  division. 

6".  La  fonction  '— '^^-rcosj^  ^  réduit  k  -  lorsque  l'arc  x=:-, 

ir  étant  la  demi-circonférence  ;  mais  en  lui  appliquant  la  rè^e,  on  trouve 
que  sa  vraie  valeur  est  alors   —  i . 

7*.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions  ■■~^'!!~^  f"*"".^  ^^ 

t  — x4- fj'  **  première  devient  2  lorsque  xssa,  et  la  seconde  lorsque 
x=iî  leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement  •— i  et  —a. 

146.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  règle  du  n*  144  œ  serait  pas  appli- 
cable au  cas  où  les  &cteurs  qui  s'évanouissent,  seraient  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires;  car  les  difiërentielles  de  la  fonction  i'(j;— «)* 
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sont  oa  nulles  ou  infinies  lorsque  m  n'est  pas  an  .nombre  entier  (i3i). 

Si  on  aTaitj  par  exemple i-,  quoique  la  vraie  valeur  de  cette 

ix-o)' 

fraction,  lorsque  x^na^  soit  (ai)',  on  n'y  parviendrait  jamais  par  U 
diâ'ërentiation  :  on  trouverait  successivement 

-_  ^      —^ j      eic.  , 

le  premier  de  ces  re'sultals  devient  encore  -  ,  quand  on  &it  jc=:a,  et 
la  même  supposition  rend  infinis  les  numérateurs  et  les  dénomina- 
teurs de  chacun  des  suivans.  Si  on  fait  disparaître  les  ezposans  néga- 
ti&,  enpassant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  numérateur, 
et  vice  versa,  les  expressions  nooTelles  qui  naîtront  de  ce  changement 

se  réduiront  toutes  à  -. 

o 

i47-  "Voici  un  procédé  général  exempt  de  toute  difficulté,  qui  com- 
prend la  règle  du  n'  144,  et  que  je  n'ai  présenté  le  dernier  que  parce 
qu'il  m'a  s«mblé  que  les  considérations  du  n*  cité  pouvaient  jeter  iu 
grand  jour  sur  l'objet  qui  nous  occnpe. 

Soit  jp  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'évi- 
nouissent  tons,  deux  quand  x=a;  en  substituant  a-^h  au  lieu  de  x, 
les  fonctions  X  et  X'  se  développeront  suivant  des  séries  ascendantes 
de  la  forme  ^A"  +  Bh^  +  etc. ,  A'h*'  -^BT}^  +  etc.  ,  puisqu'elles 
doivent  devenir  nulles  dans  l'hypothèse  de  A=;0j  qui  répond  à  celle 

de  x=.a'.  on  aura  donc  ~4-t-^-/tlî£:_     au  lieu  dé  la  fonction  pro» 

^A*  +  ff)f  +  etc.  ' 
posée.  Si  dans  ce  résultat  00  suppose  en  effet  A=o,  on  doit  retomber 

sur  la  valeur  que  reçoit  la  fonction  ^,  lorsqu'on  change  x  en  a  j  et 
quoiqu'il  semble  d'abord  se  réduire  à  -,  on  va  voir  cependant  qu'il 
a  toujours-  une  valeur  déterminée.  En  distinguant  les  trois  cas  a.  >■  a', 
a.  =  «'  et  a<a',  nous  pourrons,  dans  les  deux  premiers,  écrire  ainsi 
qu'il  suit  l'expressioà  précédente  : 

-<'+-5A>''— '+Btc., 
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Sons  cette  fonne  il  est  aùé  d'appercevoir  que  tant  que  a  surpassera  <t', 
la  supposition  de  A =0  rendra  la  fraction  nulle, -et  qu'elle  se  réduira  à 
-y  lorsqu'on  aura    a=a'.    Au    contraire,    si  *    est  ■<«',    on    écrira 

— ■"— ,7"  ^*'^' — >  forme  qui    donne  riofini,  par  la  supposition 

^A— •+iî'A«'-*-f  etc.*  ^  >  r  rr 

de  A==o. 

Daus   tous  ces  cas,  k. Traie  Talenr  qu'on  chercke  ne  dépend,  que 

du  premier  terme  de  cbaqne  série  ;  ainsi  la    règle  suivante  s'étend  à 

toutes  les  fonctions  qui  peuvent  se    présenter  sous  la  forme  indéter- 

minée  -  :  cherchez  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qm  expriment  le  développement  du  numérateur  et  du  dénominateur,  lorS" 
que  x=a+h,*  réduisez  à  sa  plus  simple  expression  la  nouvelle  fraction 
formée  de  ces  premiers  termes,  et  faites  ensuite  h=:o,'  les  résultats  que 
vous  obtiendrez  ,  seront  les  différentes  valeurs  que  prend  lafraciion  propo- 
sée lorsqi/on  J'fait  x  =  a. 

Quand  le  second  état  des  fonctions  X  et  X*,  correspondant  ^  la  valeur 
:c=ui-+-h,  peut  se  développer  par  le  théorème  de<Taylpr,  On  it^ttent 
par  ce  théorème  -■'■■.. 

-et  si  la  valeur  x=a  disait  disparaître  X  tt  tas  cocfficiens  différeiK 
tîels  jusqu'à  l'ordre  m,  X"  et  ses  coefficieos  différeatieU  jusqu'à  l'ofdre  n^ 
la  fraction  proposée  se  réduirait  à 

â'X        h"       .        . 

dr"     1.9..  .m 

a=s' — r- — > 


àa^    i.a..  .n 

quantité  qiû  sera  nulle  si  m'^n,  infinie  si  nt<n,  et  é^gate  k 
d-x 

"   J^'  ' 

d_-JK' 

dr" 
quand  m=::n:    ceci  rentre  évidemment  dans  la  règle  du  n*  i44- 

148*  Le  développement  kome'diat ,  d'après  la  règle  da  n*  précé^nfe^ 
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jwnttra  quelquefois  pltu  commode  qae  le  proce'dé  de  la  différetuiatioa  , 
dans  le  ca«  où  il  peut  s'employ%r.  Ce  n'est,  par  exemple)  qu'après 
avoir  dlHërentlé  quatre  fois  de  suite  le  Qume'rateur  et  le  dénominateur 
de  la  fracli6n 

a:*  —  aoar  —  a"  +  aa  V'^stu:— a:* 

qu'où  parvient  à  «n  trouTetla  vraie  Talenr»  dans  le  cas  oii  xbso. 
En  écrivant  a-\-h  au  lieu  de  x,  comme  le  prescrit  la  règle,  il  vient 

fltt'-J-flfl'fi  — aA'+ft'— -aa*  V^a' +  aoA  _ 
—  ao'  -f-  A*  +  aa  \/a*—)i* 

réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 


,     y«'+  2aA=  «+  A  —  ^  +  ^.  —  g?  +  *>'«■  * 

»  n 77  h'         h* 

■       ^?  =«— 55""8^  — ®^- 

-La  substitution  dé  ces  deux  suites  dans  la  fiaction  précédente,  dounen 
—  5a  pour  la  vraie  valeur  cherchée. 

Dans  les  cas  où  la  Valeur  particulière  de  x  &it  disparaître  quelques 
radicaux,  et  qui  .par  là  échappent  à  la  règle  du  H'  i44t  ^  ^^^  néces- 
sairement avoir  r^cou^  à  celle  dont  nous  venons  de  faire  usage.   La 

^«tîoB  *— — -y>  dont  <w  ne  peut  obtenir  la  Valeur  par  la  difféfàitù- 

tion,  loiçsquè  xhs^a  (i4^),  devient 

A». 
en  changeant  x  en  a-\-h,  et  faisant  A=o,  on  obtient  la  vraie  ti- 
leur  (au)*'       ■  -         '  ' 

Il  faut  remarquer  que  ce  derpier  etemple,  et  tous  ceux  du  même  genre, 
peuvent  être  traités  par  le  procédé' «h  n*  i56,  en  les  égalant  ^  rf^>  ** 
fusant  ensuite  disparaître  les  radicaux  «t  les  fractions.  Eu  effet,  si 
l'on  posait 
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on  en  difdnïrait  Ti^qaalion 

(x  —  «)'cl/*  —  (x'  —  a'yAx'  =  0  ; 
et  après  trois  difierentiations,  on  aurait,  en  faisant  x=x(i, 
6dr*d/'— 48a'dj:*  =0, 

ce  qiii  donnerait  encore,  comme  ci-dessus,  ^=(aa)*.' 

Je  n*ai  considéré  dans  cet  article  que  des  fonctions  explicites  de  x  ; 
mais  il  est  visible  que  s'il  s'agissait  d'une  fonction  de  x  et  de  j'y  dans 
laquelle/  fût  une  fonction  implicite  de  x,  on  pourrait  employer  la 
règle  du  n*  1474  eo  substituant  kjr  les  diverses  séries  ascendantes  que 
fournit  l'équation  cpiî  détermine  son  second  état  lorsque  x  se  change 
en  x-\~bi  et  pour  les  obtenir,  on  ferait  usage  de  la  méthode  du  n'  64 
de  l'Introduction. 

149.  Une  fonction  peut  encore  se  préseater  tous  plvsienr»  formes 
indéteisninées,  difTérentes  en  apparence  de  -,  mais  qui,  dans  le  fondy 
reviennent  an  même,  et  qu'il  est  bon.  de  connaître. 

1*.  Le  numérateur  et  le  dénonûmatenr  die  la  £ractioQ  ^  penrtnt  de* 
venir  infinis  enmème  tempsf  nous  en  avons  donné  un  exemple  dans: 

le  B*  146,  «url  expression -i ^—^ — i— , ^— ,  «t   nou»   avon» 

iscUqué  comment  on  poaTait.  en  tirer  on  résottat  qui  devhit  ^  quanj 

'  ■    i    '         '.     "■ 

«ssd.  En  général  la  fraction  ^  étant  écrite  ainsi:  ——,  «e  réduira  k 

2  lorsque  X  et  X^  seront  infinis;  la  substitniioa  de  <i+  ^  >^  ^i^^  àe  x 
conduira  aussi  à  sa  vraie  valeur,  sans  qu'il  soit  besoin  de  la  changer 
de  forme.  L'exemple  rapporté  ci-dessus  devient,  par  cette  subititntiony 

'  :     . 

et  en  bisant  Asso,  il  en  résulte  4a*(ao)'*  =:  (aa)'. 
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a*,  n  peut  arriver  qu'on  rencontre  un  produit  composé  de  deux  Je- 
teurs, l'un  infini  et  l'autre  nul.  Soît^PQ  ee  produit;  si  la  supposition 
de  x^a  donne  P=:o,  Ç=35-,  on  fera  Q  =  -^f  et  R  sera  une  qoaa- 
tité  nulle  dans  la  même  hypothèse  :  il  viendra  donc  PQ  =  ^  =  -. 

Prenons  pour  exemple  l'expression  (i  —  œ)  tang  — ,  'X  désignant  U 
demi-circonférence.  Lorsqu'on  fait  a:  =  i,  d'un  côte',  la  quantité  i— x 
s'évanouit  ^  et  de  l'autre,  l'angle  ' —  devenant  -,  a  une  tangente  infinie.'    . 
Pour  parvenir  donc  à  connaître  la  vraie  valeur  de  ce  produit ,  il  Êiot 
faire  tang —  =3-^;  et  en    se  rappelant  que    tang  ^=;  ~— ,  on  ton 

R  =:  cot  —  ;  la  fonction  proposée  deviendra  par  conséquent        ■  ,  frac- 

col 

11 

tion  qui  se  réduit  à  -lorsquej=i.OntronTera,parlarègledun*  i44,qQe 
sa  vraie  valeur  est-,  en  observant  que  d.  cot —  sx^^-r :    f  i5  ), 

et  que  sin-=a!  i.' 

5'.  Supposons  enfin  qu'on  demande  la  vaJeor  de  la  différence 
P~Q  f  lorsque  les  fonctions  de  x,  représentées  par  les  lettres  P  et 
Q,  sont  infinies.  Si  ces  fonctions  sont  algébriques,  rationnelles  et  en* 
tièreSf  elles  ne  peuvent  devenir  infinies  qne  dans  le  cas  où  x  le  devient 
aussi',  et  l'expression  P —  Q  ne  peut  avoir  une  valeur  finie,  à  moins  qu'on 
n'ait  Ps^Q-^Ôf  &  étant  une  quantité'' constante.  Quand  P  et  Q  sont 
des  fractions  dont  les  dénominateurs  s'e'vanouissent,  il  est  facile  de 
changer  la  fonction  proposée  dans  une  autre  qui  devienne  °  ;  ïl  -  suffit 
pour  cela  de  réduire  P  et  Q  au  même  dénominateur. 

Soit,  par  exemple ,  i*=  -^  et  Ç=-^^  j  il  en  résultera  l'expres- 
sion ^ ^  —  ■jju»  dont  chaque  terme  devient  infini  lorsque  x:^i } 


fraction  qui  devient  2 ,  en  y  faisant  xssi  ,  et  dont  la  vraie  valeur  dans 
ce  cas  est  — -. 
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Considérons    encore    les    fonctions    transcendantes  —3-  —  r-^  el 

—  —  — T .  La  pr«mière,  quand  x=i,  devient  la  diflférence  de 

deux  quantités  infinies  ;  mais  en  substituant  i  -^  A  an  lieu  de  x ,  elle 
prendU  forme i^—|~jr;  or,  l(i+A)=A — 7+3- — de-  :  donc 

i  +  A  1  _(l-^a)l(l  +  A)— A_a       3.5'^"*'' 

A  l(i  +  A)  AKi+A)  A*-^  +  etc    ' 

s  "*" 

Divisant  les  deux  termes  de  la  dernière  action  par  h*j  et  disant  en- 
suite A=:o,  elle  donne  -  pour  la  vraie  valeur  de ^i— .  dans  le 

cas  où  x=i. 

La  fonction  — -i— — : devient ,  lorsqu'on  y  fait  x^ot 

3jr       SX  tang  vx  o       o  '  ^  •' 

mais  si  on  met  A  à  la  place  de  jc^  et  qu'on  substitue,  an  lieu,  de  taog  -xh, 
le  développement  —H — —«-f-etc.,  qui  résulte  delà  formule  dun'90, 
on  aura 


i.a.3 

On  réduira  ces  âeux  firactions  an  même  dénominateur;  on  divisera 
les  deux  termes  du  résultat  par  h*^  et  en  supposant  A=o,  on  ob- 
tiendra ■g'.  Je  ferai  remarquer  qu'en  réduisant  les  deux  termes  de  la 
fonction  proposée  an  même  dénominateur,  on  trouverait  -^"^^"."j 
et  si  on  écrivait  o  au  lieu  de  x,  il  viendrait  -. 


i5o.  La  fraction  —,  dont  le  numérateur  et  le  dénominatenr  de- 
viennent infinis  lorsqu'on  suppose  x  infini ,  mérite  un  examen  particu- 
lier; car  en  la  préparant  comme  il  a  été  dit  n'  149,  et  appliquant  Ift 
règle  du  n"  t44>  il  vient 

X        °x 3^    _Oxy 
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résultat  dont  on  ne  peut  rien  conclure.  Cependant  il  est  aisé  'de  yoir 
que  dans  l'hypothèse  établie^  la  fraction  propose'e  doit  se  réduire  à  zéro, 
puisque  les  nombres  croissant  beaucoup  plus  rapidement  que  les  loga- 
liljhmes,  cette  fraction  diminue  sans  cesse,  k  mesure  que  x  augmenie} 

et  il  en  arrivera  autant  à  la  iiractioa  ■—,  tant  que  n  sera  un  nomlm 
positif. 

Le  moyen  qui  m'a  paru  le  plus  simple  et  le  plus  clair  pour  Térî- 
fier  cette  remarque,  est  de  recourir  à  la  série  qui  exprime  le  nombre 
par  son  logarithme  (  Int. ,  aS) ,  et  qui  Buit  toujours  par  devenir  con- 
Tei^ente,  à  cause  de  la  forme  de  ses  diviseurs  (Jnl. ,  33).  On  a,  par 
cette  série,  en  j  changeant  a  en  x",  la  en  nlx,  et  fûsttat  Sfssi  1 , 

la;  Ix 


■  +1^7+  Cl*)*77^  +  Cl-^^TT^  +  etc. 

I 


La  dernière  expression  ayant  son  numérateur  constant ,  tandis  qae  son 
dénominateur  augmente  avec  la  valeur  de  x  et  devient  iafioi  en  même 

temps  que  cette  valeur,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  —  tend  sans  cesse 
4  s'anéantir ,  k  moioi  cependuit  que  le  aonilve  m  ne  toit  d'une  pe- 
titesse comparable  k  p. 

On  m'a  &it  remarquer  que  l'on  parvenait  à  une  conclusion  semblable, 
en  se  bornant  k  différentier  séparément  te  nomératciv  et  le  dénonùo»- 
tenr  de  ~ï,  ce  qui  dopue 

jësultat  que  la  supposition  de  x  infini  rend  nul,  à  moins  qoe  a  ne  soit 
très-petit.  .Pour  justifier  ce  procédé ,  on  observe  que  si  Voa  af^ùpt 
k  la  fraction 
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la  rè^  da  n*  i44>  >1  ^ent 


et  que  SI  OB  ^ale  cette  valenr  à  ^ ,  on  oBtient 


d'où 


jr       iX 


nuûs  on  Toit  par  le  (>reimer  exemple  du  n*  149*  <jae  ce  procédé  ne 
conduirait  pas  généralement  à  la.  Traie  Taleur  de&  fractions  proposées. 

Connaissant  la  limite  dont  est  susceptible  ,1a  fonction  -^ ,  on  en  dé- 
duit celle  de  plusienrs  antres  fonctions  du  même  genre  : 

I'.  La  fonclioa  j^  étanl  é^e  à  r—^  ,  d«Tienti«£iù«lo»^«c«Q»< 
ci'etfE  jMiUe,  c*est-Jt-d!ire  tortque  :rest  infini. 

a*.  La  fimctieR  x*Ijr,  qni  devient  oX  llnfîm  forsqoe  x=:o,  et 
se  transforme  en  "^^ ,  lorsqu'on  iàit  x = - ,  est  réellement  nulle  dans 
ce  cas,  si  l'ex^^sant  n  est  poùlif,  et  infinie  dans  le  cas  contraire. 

n  est  à  propos' d'observer  que  la  foncUon  jc'(lxy  rentre  dans  les 
pràxdcntes;   car  em  aUn^aat  la  racine  ds   degrtf  r,  «#e  deTieot 

xf  Ix,  et  sa  yaleor  sera  de  la  même  nature  que  celle  de  sa  racine.  ST 
les  logarithmes  n'étaient  pas  népériens,  il  n'y  aurait  qu'à  multiplier  par 
le  module ,  ce  qui  ne  chaînerait  pas  la  nztone  des^  résultats 

t5i.  Ceci  sert  k  iroaTW  ce  qM  deriennent  les  eoeffieienff  ^Wéten-' 
tieb  d'une  fanctioa  coat»naM  des  togarithmes,  lorsqu'une  Taietir  pai» 
ticaUèxe  de  x.  bit  anéantir  ht  quantité  comprise  sous  la  earactéris- 
tique  1.  Le  développement  du  second  état  de  la  fonction  contient  des 
termes  affectés  du  logarithme  de  l'accroissement  de  la  variable  indé- 
pendante ;  ces>  termes,  de  la  forme  hXlhy'y  seront anls  ou  infinis,  selon 
que  n  sera  positive  on  négative,  queDe  que  soit  d'ailleurs  x.  Les  dif- 
iërentîations  relatives  à  h  dnninnaut  l'exposant  du  facteur  A",  il  suit  da 
n'  1S8,  que  les  coefficiens'  diSerentiéls  relatife  à  x,  à  partir  d'un  ordre 
plus  ou  moins  élevé,  suivant  la  grandeur  de  n,  deviendront  infinis.  Soit 
po«r  tanapte  h  fonciie* 
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La  supposition  dex=:o+^  donnant 

il  &nt  par  conséquent  deux  difierentiations  pour  Ëiire  disparaître  A*;  c'est 
donc  à  partir  du  troisième  ordre,  que  les  coefficiens  différentiels  de- 
viendront  infinis,  et  on  a  en  effet  les  expressions 

^  =  -ï^-  +='<--">  +  '' 

à'u  _       __3__     .        a 

dont  la  dernière  devient  infinie  par  la  supposition  de  x^a. 

La  fonction  (j; — ay[l(x — a)]'  se  comporte,  dans  la  différentiation, 
comme  un  radical,  puisque  la  quantité  a: — «  passe  au  dénominateur, 
et  cela  parait  assez  simple  quand  on  se  rappelle  la  formtde 

l<i=:mle(v^— !)(/«/.,  a5), 

qui  exprime  d'autant  plus  exactement  la  valeur  de  la  que  m  est  pluf 
grand;  car  en  écrivant  x— a  à  la  place'de  a,  il  vient 

\(x—à)  s=;nile(  V**— â— i), 

d*on  l'on  voit  que  le  logariiLme  peut  être  considéré  comme  contenant 
dans  son  expression,  la  limite  des  racines  de.  degrés  de  plus  en  plus 
élevés,  ou  celle  des  puissances  dont  l'exposant  est  de  plus  en  plus 
petit,  limite  que  M.  Lagrange  apwlle  puissance  infiniticme.  Diffi^^k'*- 
tiant  en  effet  cette  expression ,  on  obtient 

ic dl  —  ie[_x—a) 

or  plus  m  est  grand,  plus  (x— a)*  approcbe  de  (x— a)*,  on  de  i,  et  la 
limite-  est  par  conséquent  -^- ,  comme  ou  le  conclorait  du  n*  i3- 
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iSa.  Pour  mieux  fixer  l'attention  du  lecteur  snr  les  propositions  et 
les  règles  énoncées  dans  les  articles  précédens,  nous  allons  en  faire  la 
récapitulation. 

I*.  Toute  fonction  qui  se  présente  sous  la  forme  -,  lorsqu'on  donne 
une  certaine  valeur  particulière  à  la  Tariable  dont  elle  dépend ,  a  tou- 
jours une  -valeur  déterminée,  soit  nulle,  soit  finie,  soit  infinie. 

Cependant  il  y  a  des  quantités  exprimées  par  -,  quisontréellement 
indéterminées.  Si  on  avait,  par  exemple,  les  deux  équations 


C  cl/- 


On  en  tirerait  j  ^  *  —  âb' — bt/ 
[  comme  on  sait,  J  ^  v^~cd 


ces  valeurs  deviendraient^,  en  y  Élisant  d^^^eony  V^hm^  c'=semj-  et 

dans  ce  cas  la  question  serait  réellement  indéterminée,  puisque  la  6e> 
coude  équation  se  changeant  en  max  -^-rnhy  ^=:^cm,  ne  dit  rien 
de  plus  que  la  première.  Nous  avons  parelllemeut  rencontré  dans  le 
n'  67  deux  résultats  indéterminés;  mais  dans  l'une ^et  l'autre  circons- 
tance les  fonctions  ne  deviennent  -,  que  parce  que  plusieurs  quantités 
prennent  &-k-fois  des  valeurs  particulières.  (  Voyez  ptusbas^  n**i55.  ) 

a°.  Dans  tous  les  cas  où  la  fonction  dont  on  cherche  la  vraie  valeur 
ne  renferme  point  de  radicaux,  ou  bien  lorsque  les  quantités  placées 
sous  ces  signes  ne  s'évanouissent  pas,  ensorte  qu'aucune  irrationnalilé 
ne  disparaît,  on  peut  se  servir  de  la  règle  du  n*  i44-  Dans  le  cas  con- 
traire, il  &at  employer  celle  du  n*  147. 

En  terminant  cet  article,  je  préviendrai  ceux  de  mes  lecteurs  qui 
pourrûenl  voir  ce  sujet  pour  la  première  fois,  que  les  faits  analy- 
tiques exposés  dans  les  n"*  i33,  i54,  peuvent  se  peindre  par  les 
lignes,  courbes,  et  qu'ils  se  rapportent  à  certaines  circonstances  de  leur 
forme.  Ces  rapprochemens,  qui  jetteront  un  grand  jour  sur  tout  ce  qui 
a  été  dit  jusqu'à  présent,  seront  développés  -avec  soin  dans  le  cha- 
pitre IV. 

i53.  Les  circonstances  qui  rendent  -  les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable, peuvent  se  présenter  dans  les  fonctions  qui  dépendent  de  plu- 
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sieur*  ;  UiM  «n  oatre  ces   deraUres  fonctions  offrent  à   cet  i^aà 

de  DOUTAS  |«zUjnl«rités ,  trop  remarquables  pour  lea  passer  sous  ' 

silence. 

Unft  fonction  de  deux  varisUes,  par  «xanple ,  peut  deveoir  ~  de 
phifiieurs  manièr«a  i  >".  )o^s(IU^ln8  des  vu-iables  restant  indéteraùnëe, 
l'antre  jtfend  une  valenr  p«rticuUàre  i  3*.  Iors<{u'elles  reçoÎTent  cbacnnt 
une  détermination  propre. 

Soit  2=-: —  ,  ,  ,  '  .•,  en  ^sant  x=a.  on  aura  z^-, quelque 
«oit  ^i  mais  en  supprimant  les  Ëiçtenrs  communs  au  numérateur  et  «a 

dénominateur,  lafonction  se  réduit  »za=3-\    ■     -,  qui  devient  ;k= — .  Ce 

'  y-j-x—a     *  y 

cas  est  très-«împle;  toutes  les  fois  qu'il  a  lieu^  l'aiiplication  des  règles 
des  n"  i44>   i47f  conduit  kun  résultat  déterminé  par  rapport  à  x, 

«t  qui  ne  dépend  plus  que  de  la.  valeur  de  /• 

n  »'ea  serait  pas  de  même  si  on  avait  4=?^^^^.  Cette  firaction^ 
qui  devient  -  I«rsqne  x^a,  etj=£  y  est  réellement  mdéternmiée  ;  pour 
s'en  convaincre  on  fera  _;'— i=m(a>- o),  ce  qui  est  permis,  puisque 
jr  tt  X  sont  ijadétennînç'sj  il  résultera  de  cette-  snppositiou  z=— ^qnan- 

tit*  snsceptible  de  toutes  les  valeurs  possibles ,  à  rùson  de  celles  qu'on 
peut  donner  à  m  :  on  aurait  pu  prévoir  ce  résultat ,  puisque  la  fonction  s 
ne  dépend  uniquement  que  du  rapport  des  quantités  x — a  et  _y'- — h. 
Si  on  se  contentait  de  &ire  x:=:a  ou  ^=£,  elle  deviendrait  nnHe  dans 
le  premier  cas  ^  et  infime  dans  le  seconde 

U  arrive  aussi  quelquefois  que  toutes  les  valeurs  que  la  fonction 
jn^posée  peut  avoir  dans  un  cas  particulier ,-  quoiquTnGntes  en 
nombre ,  sont  comprises  entre  certaines  limites  :  c'est  ce  qnî  arrive  à 

U  fonctîoo  s :^ f-^^^\./~^y )  lorsque  x=:a  eXj^pi.  En  £ùsant 

J-— J^=m(x — a)  f  on  aura  z=z-~-^=x — '^  ;  il  est  aisé  de  remaf- 

— (-"• 
quer  que  la  supposition  Ôe  m^  i  donnera  la  plus  grande  Valeur  que 
puisse  avoir  2,  et  que  par  conséquent  cette  fonction  sera  toujours  com- 
prise entre  les  limites  -  et  —  -,  qu'on  obtient  lorsqu'on  met  •+•  i  et 
—  i  à  la  place  de  m.  Ces  résultats,  fàcifes  à  saisir  en  eux-mêmes , 
cerout  encwc  Torifies  êas»  im  suite,  par  des  epplicutiens  gëemétrtques. 
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Prenons  Texemple  plus  général  z  =  i!^wl^f'?ZiC  '  lorsque  «=« 
etjr^si^  z  devient  -;  et  en  écrivant  o-f-A  et  b-\-k  an  lieu  de  x  et 
de_7-,il  en  résulte  »=»^^y,  expresMon  de  laquelle  on  ne  penl  rien 
conclure  à  l'égard  de  z,  tant  que  les  quantités  A  et  A:  demeureront 

iadép'efadantes  l'une  de  l'autre.  Si  on  ^t  k  =  Ak  ,  «  étant  un  non^re 
positif,  afin  que  k  e\  h  puiacent  s'éranoair  en  même  temps,  on  trou- 
vera   z  =  — "— ^ ,  et  suivant  les  diverses  hypothèses  qn'on  fera 

sur  «,  ou  obtiendra  pour  z,  dans  le  cas  de  hs=so,  de*  Taleors  soit 
Aulles,  soit  finies,  soit  infinies. 

Considérons  en  dernier  lien  la  fonction 

que  la  sa^wsitiou  de  xs=:/ss:a  rend  •:  substituons  a+A  et  a-^k 
tu  lien  de  jret-de^  respectiTement ,  nous  aurons 

*  =  ^ C^^ÎSS ' 

en  développant  les  puissances  indiquées,  faisant  les  réductions  et  effeC> 
ïuant  la  division  par  (&— A)A^, 

,  =  =fea  a-+  '■^'T.'.^T-  '^(*+*)  +  «'• 

Cette  expression  ne  renfermant  plus  que  des  termes  dégagés  des  quan- 
tités A  et  k^  ou  susceptibles  de  devenir  nuls,  en  même  temps  qu'elles, 
donnera  une  valeur  déterminée  de  h  fonction  proposée  ;  et  en  faisant 

A  et  £  égaux  ï  zén>,  on  cAtiendrazss^^S^^^a""'.  J'observerai  qu'<n» 
piuriendrait  aussi  à  cette  valeur,  en  traitant  d'abord  la  fonction  pro- 
posée comme- ne  renfermant  que  la  seule  variable  x,  et  çhercbaut  par 
la  règle  du  n"  i44>  ce  qu'elle  devient  lorsqu'on  suppose  a:=/;  puis  en- 
.Afférentiant  deux  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  ré- 
«nllat>  pour  obtenir  sa  vraie  valenr,  lorsque ^^=0.  Ces  divers  exemple» 
sullisent  pour  préparer  le  lecteur  aux  difficoltés  <^  même  genre,  qu'iï 
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pOQiTait  rencontrer  par  la  suite,  et  pour  le  mettre  sur  la  voie  de  leur 

solution. 

154.  La  recherche  des  plus  grandes  et  dés  moindres  valeurs  dont 
est  susceptible  une  fonctioa  donnée,  forme  une  des  plus  importantes 
•  applications  analytiques  du  Calcul  diSërentiel  ;  en  voici  les  principes  : 

Lorsque  la  variahle  de  laquelle  dépend  une  fonction  proposée,  passe  suc- 
cessivement par  tous  les  degrés  de  grandeur,  il  peut  arriver  que  la  série 
des  valeurs  que  reçoit  cette  fonction,  d'abord  croissante,  devienne 
ensuite  décroissante  ;-  et  alors  il  y  aura  une  de  ces  valeurs  qui  surpas- 
sera toutes  les  autres.  Si  au  contraire  la  série  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion proposée  est  d'abord  décroissante,  et  devient  ensuite  croissante,  on 
en  rencontrera  nécessairement  une  qui  sera  moindre  que  toutes  les 
antres.  Le  terme  où  l'accroissement  d'une  fonction  s'arrête ,  s'appelle 
maximum,  et  celui  oii  elle  cesse  de  décroître,  minimum. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  y^b  —  (j: — a)*:  en  faisant 
xs=o,  ona  y=^b — 0%  etla  quantité  (x — a)*  venant  à  décroître  lors- 
que a:  augmente,/ augmente  aussi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  x:=a,  d'où 
il  résulte /  =  ^  pour  le  maximum;  mais  passé  ce  terme,  quoique  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens,/  décroît,  et  devient  nul,  quand 
(x — ay^h.  La  marche  de  la  fonction  proposée  est  ûcile  à  suivre;  et 
on  peut  d'ailleurs  yérifier  que  la"  plus  grande  valeur  de  j  répond  à 
XJ^Of  en  substituant  successivement  o-f-cT  et  a — «T  au  lieu  de  x: 
On  trouvera  dans  l'un  et  l'autre  cas  un  résultat /=&—J^*  toujours 
moindre  que  b. 

Soit  encore  _y=ïê-{-^a:— a)'.  Dans  cet  exemple,  x  étant  nul,  on  a 
jr^b^a*;  puis  à  mesure  q\ie  x  augmente,  la  quantité  Çx—a)*  va  en 
diminuant  ainsi  que/,  jusqu'à  ce  que  x=a,  d'où  il  résulte  j^b: 
passé  ce  terme,  (x — a)'  augmente,  et  il  eu  est  de  même  de/,  dont  le 
minîmuiji  répond  par  conséquent  à  la  supposition  de  x=fl. 

Toute  fonction  qui  croit  et  décroit  sans  cesse,  lorsque  la  variable 
dont  elle  dépend  croit,  n'est  susceptible  ni  de  maximum,  ni  de  minimum; 


(*)  Les  mots  maximum  et  minimum,  ayua.  passi  du  latia  dans  la  langue  française, 
ne  doivent  plus  se  décliner  que  par  tes  articles  ;  c'est  pourquoi  je  n'écrirai  p«*  lei 
maxima,  les  minima,  les  questions  de  maximis  et  de  minimis;  seulement  pour  in- 
diquer le  pluriel,  je  mettrai  les  maximums,  les  minimums,  puisqu'on  écrit  déjà  1m 
factumi. 
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puis^'^  une  valeur  quelconque  il  eo  succède  toujours  une  plus  grande 
ou  une  moindre. 

Le  caractère  essentiel  du  maximum  consiste  en  ce  qu'il  surpasse  en  même 
temps  les  valeurs  qui  le  précèdent  et  celles  qui  le  suivent  immédiatement; 
le  contraire  a  lieu  pour  le  minimum  :  iV  est  moindre  que  les  valeurs  qui 
le  précèdent  et  que  celles  qui  le  suivent  immédiatement. 

J'ai  dît  immédiatement,  parce  qu'il  arrÏTe  souvent  qu'une  fonction  a 
des  valeurs  qui  surpassent  son  maximum,  ou  qui  sont  moindres  que  son 
nÙDimum,  ou  enfin  qu'elle  a  plusieurs  maximums  et  plusieurs  mini- 
mums inégaux  entre  eux  :  tout  cela  est  aisé  à  concevoir;  car  si  après 
atoir  crû  et  décru,  par  exemple,  cette  fonction  vient  à  croître  de 
nouveau  et  iudéfioiment,  elle  finira  par.6urpa5ser  le  maximum  qu'elle 
a  eu  d'abord.. 

Au  lieu  de  supposer  qu'elle  croisse  indéfiniment,  nous  pouvons  ima- 
giner qu'elle  décroisse  après  un  certaîa  terme  ,  et  de  là  naîtra  un  nou- 
veau maximum  qui  pourra  être  di£fà:ent  du  premier:  on  verra  sans 
peine  ce  qui  doit  arriver  lorsque  cesclungemens  se  répètent  et  va- 
rient dans  leurs  quantités  respectives. 

i55.  La  méthode  q^î  se  présente  d'abord  pour  découvrir  les  mai»* 
munis  et  les  minimums  des  fonctions  d'une  seule  variable,  consiste  à 
comparer  à  la  valeur  de  la  fonction  supposée  avoir  atteint  son  maximum 
ou  son  minimum ,  la  pâleur  qui  sait  et  celle  qui  précède  cet  état.  Soit 
u  la  fbncdon  proposée,  x  la  variable  dont  eue  dépend,  et  soit  a  la 
vaTeur  de  x  qui  rend  u  maximum  ou  minimum;  comme  il  s'agit  ici 
d'une  valeur  déterminée  de  x,  je  supposerai,  pour  plus  de  généralité, 
que  le  développement  du  second  état  de  u,  correspondant  à  xsna-^h, 
a  été  fonné  immédiatement,  et  j'écrirai 

i/  =:  K  +  PA*  H-  QA^  H-  ilA^"  4-  etc.; 

les  exposanfl  «,  j3,  y  y  etc.  étant  euders  ou  fractionnaires,  mais  rangés 
suivant  l'ordre  de  leur  grandeur,  en  commençant  par  le  plus  petit. 

Cela  posé,  l'état  de  u,  correspondant  à  j:=a —  A,  se  déduira  de  a', 
«n  écrivant  — h  au  lieu  de  A;  et  en  le  désignant  par  u,,  on  aura 

a,  =  hH- i'(— A)*  +  Ç(— a/ -{- iï(— A)^ -f- etc.  ; 

d'où  il  suit  que  les  différences  eatre  l'état  primitifs,  et  les  état^  pré» 
I.  .46 
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cédens  et  stùvans ,  seroot 

„  _  «^  =;  _  -PC— A)*  —  Q(— a/  —  ii(r-hf  —  etc; 

B  — «'se—      Ph"    -.    Qh^      —     JV^      —  ««., 

et  deTTont  être  de  niénie  signe,  si  u  est  à  son  maximum  oa  à  son 
minimum,,  puisque  dans  le  premier  cas  oa  a  eu  même  teiQps 

et  dans  le  second, 

u<C.'*'$       «*C«,  î 

mais  comme  U  faut  que  les  valeurs  u,  et  i/  soient  immédiatement  con- 
se'calÎTefi  à  u  (1S4),  la  subordination  marquée  ci-dessus  doit  demeurer 
Traie,  quelque  petite  que  soit  la  quantité'  h;  et  dans  ce  cas  le  signe 
de  chaque  se'rie  dépend  de  celui  de  son  premier  terme,  qui  contient 
la  puissance  de  A  du  degré  le  moins  élevé,  parce  qu'on  peut  le  rendi« 
plus  «msidérable  que  le  reste  de  la  série  (*).  Dans  cette  hypothèse , 
la  condition  du  fnaximum  ou  du  minimum  exige  donc  que  les  quan- 
tités P( — h)  et  Ph  soient  de  même  si^e;  et  le  coefficient  P  étant 
une  fonction  de  «  qui  ne  change  point ,  il  iâut  que  la  puissance  aie  h 
.oe  change  pas  de'  signe ,  c'esi^à-d^e  soit  Un  nombre  pair  ou  une  frac- 
tion qui,  réikite  à  sa  plus  simple  expression  j  soit  de  munérateur  pairl 
Dans  l'uB  et  l'autre  de-  ces  cas,  on  aura 

«  — "  u,  D»  —  Ph*  —  ete. , 
u  —  i/  =  —  Ph*  —  etc.  : 

si  i*  a  par  lui-même  le  signe  ~\-,  ces  deux  ££fêreqc«s  sefopt  nôgatiTCf , 


(*)  Si  on  aTait  qaetqus  peine  à  concevoir  cette  atsertion,  iTIàiiânit  obserrerqne 
d>P.rt.î  ton  prigine,  Ua^ia  jPA*  rf-,Ç4^  -4r7î4>+etç.  ,  doit  sV^PlK  9Mw4>4=M> 
•t-qu'en  l'éçriyaçt  ainti  : 

J*{j>+ Ç8*— +/!A»— +  cic.}.^ 


la  partie  QA*~"+  /ÎA>~*+  etc.  a'anéantiuant  Içrsqne  A=o,  et  étant  soumise  dan» 
fon  décroÎMetnant]  à  la  lot  d^  continuité ,  p^aw  svccetùvetqent  partons  les  deffi*  po»- 
libles  de  petiteue  ;  elle  peut  donc  devenir  moindre  que  P ,  dont  la  valeur  teste  la 
•mts^ ,  quelle  que  ipit  Â.  '    •  - 
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«C  u  se»  An  miniihnin;  si  P  a  le  ugae— ,  ces  mêmes  différences  se- 
ront {lOsitiTce,  et  u  sera  un  maiûntim. 


1 56.;  Four  appliquer  la  remarque  précédente  à  la  détermination  qnî. 
noos  occupe,  il  faut  distinguer  deux  cas,  savoir:  lorsque  les  exposans 
*>  /S,  y,  etc.  sont  entiers, et  lorsqu'ils  sont  fiTactiounaires. 

Dans|lepreroiercas,laEMePA*+etc.  tkt  cdie  que  founiit  le  théo^ 
rème  de  Taylor,  lorsqu'on  iait  xssa}  ensorte  que 


P=- 


■■«di*' 

et  ptdsque  l'éipoMitit  di  doit  étr«  en  nâHOibrri  paW  qumd  u  é0t  an  tuéxi- 
mwa  eu  vOk  ilÙDhmmi,  il  &tlt  d'àbwd  que  Ift  ^pposiiion  de  x^« 
f^«se  évanouir  le  coefficient  dîffe'renGel  t^, ■  qui  est  d'ordre  impair;' 
ainsi  la  première  condition  que  doit  remplir  la  valenr  a,  est  de  vé* 
i^èt  l'Àjfutîon  7t^=*  ^J  ^^^.  ^^^  ^^^^  ^^  partie  des  i>aèînes  de  celte 
équation,  il  £int  en  outre  qu'elle  ne  fasse  pas  évanouir  n  >  on  si  cela 
vrive ,  que  ^  cti^farÂisse  ànsai ,  mais  non  pas  ^  y  et  en  général 
que  le  pmniet  des  coefficiefts  difiereotiels  qu'dOe  ne  Êùt  pas  éVanooir 
éoKi  d'ordre  ^air  :  elk  rendra  dors  u  maximum,  si  «e  dernier  eoeffi*^ 
cient  est  négatif,  et  minimum  dans  le  cas  contraire. 


\5<f.  CberchoMy  snivfnt  ce  tpi  vient  d'^tiv  dit,  qneh  p«nr4nt  être, 
les  maximums  et  les  minimums  de  la  fonction  u  :=  i  +  c(ar — a)',  n  dé- 
«ïgnant  un  i^w^-e  enUer.  En  la  differentkint,  et  posut  l'équation 

^=nc(a>-«)-'  =  0, 

on  en  déduit  j:=â,  valeur  qui  Eût  disparaître  tous  les  coeŒciens  diffé-. 
rentieb ,  jusqu'à  celui  de  l'ordre  n  exclusivement;  il  suit  donc  de  là  que 
A  n  est  impaire,  la  fonction  proposée  n'aura  ni  maximum ,  ni  minimum; 
mais  si  n  est  paire,  la  valeur  x=:a  rendra  u  maximum  quand  c  sera 
négatif,  et  minimum  quand  c  sera  positif. 
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Ceci  conduit  à  une  remarque  assez  importante,  c'est  que  lonqne  la 
fonction  u  est  algelirique,  rationnelle  et  entière,  ses  maximtuns  et  ses 
minimoms,  quand  elle  en  a,  repondent  à  des  valeurs  de  x  qui  sont  des 
racines  égales  et  en  nombre  pair,  de  l'équation  u^o.  En  effet  ,  soit 
x=ia  une  racine  multiple  de  cette  équation,  u  sera  de  la  forme 

u  =  X{x — a)'f 

' X  ne  contenant  point  lé  facteur  x-~a;  il  en  résultera 

expression  qae  la  Taleur  x:=a  ne  peut  anéantir  qu'autant  que  n'^t, 
et  cette  même  yaleur  anéantissant  aussi  les  autres  coefficiens  dififêreo- 
tiels,  jusqu'à  l'ordre  n  exclusiTeraent  (91;  ),  rendra,  comme  ci-dessus, 
u  maximum  ou  minimum ,  quand  n  sera  paire. 

i58.  Il  faut  observer  ici  que  le  Calcul  différentiel  fournît  ïui-méme 
le  'inojen  de  reconnaître  si  l'équation  u  ==0  a  des  racines  égales,  puis- 
qu'on vient  de  Toir  que,  dans  ce  cas  seulement,  les  fonctions  u  et 

3-  ont  pour  Acteur  commun  la  fonction  (J^— a)"'',  contenant  les  firc- 
teurs  égaux  .élerés  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  que  dans  la 
proposée  :  on  trouverait  donc  ce  acteur,  en  cherchant  le  -plus  grand 
commun  diviseur  des  quantités  u  et  ~. 

La  présence  du  acteur  x — a  dans  tons  les  coefficiens  différentiels, 
jusqu'à  Tordre  m— i  inclusivement,  montre  aussi  que  les  équations 

du  d*u  à'~'u 

auront  lien  en  même  temps  par  la  racine  xi=:a',  et  il  est  aisé  de  voir 
que  ces  équations  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  pour  la  même  cir- 
constance ,  dans  mes  Êlémens  ^ Algèbre, 

Si  réqoation  proposée  contenait  plusieurs  groupes  de  racines  égales^ 
elle  serait  de  la  forme 

H = x{x~-<if{x—hy{3o-^~cy î 
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r-anraît  aloï*'"  '"  ''  '"'' 

—  -■■;■    .fcSi  : 
^pX(X~^y\    (X— 4)^'(X— C)*.  ,'...; 


4'où  il  suit  encore  qae  la  foiiction       .  .   0'' 

^i.renfieniie  les  facteurs  égaux  ^vés  k  une  {)'uissance  moindre  d^ua& 
unité  que  dans  la  proposée,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des. 
foiictA>DS  ^  et^j  et  l'on  voit  Cïisuïte  que  c^^cune  d^s  racines  a*  6, 

Cj  etc.,  vérifie,  outre  Téquation  proposée  ussp-yun  nombre  de  ses 
différentielles  égal  à  Texpo^mt  ^a  d'egré  de  multïpttcité  de  cette  racine, 
dinûnaé  de  l'unité.  .  ,  ■.••,  .■...)  ,. 


159.  Revenons  à  la  théorie  des- maximums -et  des  mûùmums  (i55)i 

«t  occupons-nous  du  cas  où  le  développement  1/1=  Ph  -f-etc.  devant 
contenir  des  exposans  fractionnaires ,  né'péut'^tire  tiré 'immédia'temênt 
thi  théorème  de  Taylor.  La  Considération  des'coefficiehs  diâërentfels  est 
néanmoins 'suffisante  pour  iàîre  trouver  dans  ce  Caï  les' maximums  et'lea 
minimums,  lorsqu'il- y  en  a. 

En  effet,  $i  «(==1,  onaencore^=.^;iet^,i:ai9!9psies(i^t  ^n.°  i55, 
■,9ubsistant  toujours ,  &it  voir  que  P  doit  être  nul  t 
t    Si  «->■  I  ,  la  valeur  J^ssa  ,  qui  donne  au  développement  ci-dessus  sa 
'forme  pacticuli^j  drât  anéantir  tous  les  coefficieiw  différentiels  des 

ordres  dont  l'exposant  est  •<  a  (i35)j  donc  réquatîon^=o  indiquera 

.encore  cette  valeur  x^a;  maisponr  s'assure)^  .-si- eUe  i^Oime  uRmaxi- 
xnum  DU  un  minimum,  il  pourra  être  nécessaire  de  calculer  à  priori 
jes  différences  u-s^u^  et  u  —  i/^  dans  la  supiposition  de  Aitrès-petâe  : 
Jla  fonction  u  sera  maximum ,  si  ces  dlfféreqcés  sont'  toutes  deux  posi- 
tives ,  minimum^  si  elles  sont  négatives;  et  Hl  n^  »wti  ni  maatimunt 
il^  rnininium ,  si  elles  sont  de  signes  difii^^eiMci  l>:- 

Enfin,  ^wmd  a<Ci^  ^  derenant  infîm,-c*e5é^^i&"  PéqnafioEl" 


Digitizeclby  VjOOQIC 


sas:  CHAP.  in.  DES  valeurs  PARTICULIERES 

qmindîqne  la  Tfldeu'jesf-ar^nt  la  propriété  se  discute  comme  il  vient 
d'être  dit  pour  le  cas  oè  a  >  i.  On  voit  par  là  que  pow  embrasser 
Us  différens  cas  !<fc  ht  détermination  des  valeurs  de  x  qui  peuvent  rendre 
la  fonction  u  maximum  ou  minimum,,  il  faut  examiner  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  rendent  ^  Tud  ou  itifini- 

La  fooction  »  =  i  +c(x— a)^  offre  un  exemple  du  dernier  cas;  ob 
en  tire 

«xpresùoo  qtù  devient  infinie  lorsque  x  =  a;  et  en  £ûsant 

x=:a — h       et      x^a-f-A, 
on  a  «,=  *  +  ch'i,        1/  =  *  H-  cA% 

d'où  il  résulte  que  les  fifférences  «  —  u,  et  u—i/  sont  du  même  sTgne 
.que  c  :  la  valeur  de  x  ^  a  rend  donc  u  maximum  quand  c  est  aégttif, 
et  minimum  dans  le  cas  contraire. 

M 

La  fcmctîon  u=£^'4-c(j?  — a)'^'*'',/»  et  q  étant  des  nombres  entier^ 
«nelconques ,  fournit  un  exemple'  très-étendu  des  cas  que  nooa  «xanti- 
nans  en  ce  moment  ;  la  valeur  x=sa  s'obtiendra  en  liiUant  md  ou  in- 
fini le  coefficient  différentiel  ^,  selon  que  sp  sera  >  ou  <  qne^+i; 
et  quoique,  relativement  «ex  «lirconstances  géométriques ,  comme  on  le 
'verra  dans  le  chapitre  suivant,  la  valeur  de  la  fi:»ictioa  u  correspondant* 
à  X  es  d ,  jouisse  de  propriétés  différentes  dans  l'un  pu  l'jiutrc  de  ces  cas, 
«lie  n'est  doit  pas  moins  être  Eaugée  au  nombre  des  maximums  «t  des 
minimums  dans  les  recherclies  purement  analytiques,  puisqu'elle  remplit 
strictement  la  aondilioa  énoncée  dans  la  définition  donnée  page  56i. 

Je  ferai  remarquer  que  l'on  rendrait  left  règles  -du  o"  i56  applîeablei 

à  la  fonctioa  «:î=i-f-c(x— «)'*+',  en  disant  x-^ii=3C2M-i->,  ce  qui 
dwoaarait  u=-b -\- cz''  :  on  en  déduirait  js  =  o,  i'oà  jc==sa;  et  de 
fihu,  Vesamen  d^s  coeffiàens  différentiels  exprimés  en  x  ,  ienit  con- 
naître quand  u  doit  être  maiimom  ou  minimam.  La  néme  ciose 
«ura  lieu  toutes  les  fois  qu'on  transformera  la  variable  x  de  manière 
à  «ropêcber  les  <:oeŒcîeDS  différentiels  de  u  de  devenir  iofînk  (i4')- 
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160.  La  distiDction  àes  cas  on  le  develof^œ^  de  1/  peut  le  dédotre 
on  non  dn  théorème  de  Taylor ,  n'étant  nécessaire  qu'à  cause  que  l'on 
a  considéré  une  valeur  particulièpe  de  j;,  peut  s'éviter  en  disant  atten- 
tion que  le  passage  d'une  fonction  par  son  maximum  on  par  son  mi- 
nimom,  est  toujotirs  marqué  par  le  changement  de  signe  de  sa  iUffé-c 
rence  (t54),  puisque  de  croissante  qu'était  cette  fonction,  elle  devient 
décroissante  après  le  maximum,  Qnvke  versa ,  après  le  miumum.  A« 
lieu  donc  de  prendre  pour  terme  de  comparaison  la  valeur  de  a  qni 
répond  au  maximum  et  aa  minimum,  il  n'y  a  qu'à  chercher  comment 
l'expression 

dï  7 + a?  rs -*- ap  7X5  •+- **^- 

peut  changer  da  sîga»  f  çtf  suf^oMBt  toutefois  qoe  h  pnuac  être  prise 
aussi  petite  que  l'on  vo«^,  afia^  de  mê  point  embrasser  pliuieur» 
maximamsi  on  mnimiuns  (i54)< 

Dans  cette  hypotbAfe,  en  peat  to^'oups  ccmcevoir  k.  telle,  qu'un  terme 
quelconque  d«  la  série  çtr4«wis  soit  plus  grand  qne  la  somme  de  tous 
ceux  qui  le  suivent,  et  on  verra  plus  loin  le  moyen  d'assigner  le»  limites  de 
«cttt  S00W19 .-:  ^Qfft  Ifi  ng^^  d«  tonte  la  série  dépendra  donc  de  son  pre-^ 
xnier  terme,  qui  sera  toujours  3-  ,  puiBq**arï  n»  Qonsidère  pas  une  valeur 

particulière  de-  x,  mais  un  espace  qui ,  quelque  petit  qu'il  soit ,  en  com- 
prend oae  ia^QÎté  poiirleE(|ueUe$  les  coefficiens  dîfférenéets  ne  sauraient 
.d^veoir  nwls  W  infiniç. 

Il  suit  de  là  qu'avant  ou  après  un  auaiwum  oa  ««  sùninwBk^  le 
coefficient'  dîffereotiel  j-  a  ijécesçaîremçntdes  s^aes  contraires,  et  qu'il 

c^WiCitpw  caatéqueat  de  signe  au  passage  ;  or  une  fono^on  ne  change 
^  «^M  <pii'«a  devenanti  0.,  h  elle  est  entière,  et  e  qa  iaRaie,  si  tUe 
«<t  &««boq«airftj^  et  8ak>a  (p&  Via.  «mnénteor  ou  scin  d(w>minateur 
«'év«u)uit  :  il-tut  donc  qu'an  mvàniumet.aju.t)ainiipùQ;t  d*u«.  le  cnef* 
fîcient  difl^>en.tiel  ^  seil  bhI  Ottinfioî-  Toute  valeur  «pu  ven^t  cetitt 
condition  peut  rendre  u  maximum  ou  miomium  ^  mais  pour  s'assurer 
qu'elle  le'rend  en  effet  tel /il  Êiut  constater  qu'en  faisant  x>a  et  x-Ca^ 
l'expression  de  n-  change  de  signe,  quelque  petite  qu'on  suppose  1» 
différence  entre  4t  et  les  uçutoUcs  yaleùris. de. ^^'  f  ..  .: 
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Soit,   par  exemple,  u=A-f-o(x— a)',  il  Tien» 

la  Talenr  de  j:=(i  rendra  3-  nul  ou  infini,  aelon  la  nature  de  l'expo- 
sant n.  Si  l'on  ùdt  ensuite  x^b,  ou  obtiendra 

g^  =  nc(A— a)'-, 

yaleuT  qni  changera  de  signe  en  même  temps  que  h  —  a,  si  n— 1  est 
un  nomine  impair,  ou  une  fraction  de  numérateur  et  de  dénominatenr 
impairs:  il  y  aura,  dans  Tunet  l'autre  de  ces  cas,  maximum  quand  c  sera 
négatif,  minimum  quand  il  sera  poàtif.  II  n'y  «nrait  ni  l'on  ai  J'anb-e, 
si  n— 1  était  on  nombre  pair  on  une  -fraeticm  da  dénominateur  pair; 

et  la  supposition  de  &  <  a  rendrait  ^imaginaire,  A  n  —  i  était  une 
fraction  de  nnmérateur  impair  et  de  dénominateur  pair.  Il  est  aise  de 
Toir  que  ces  conséquences  s'accordent  avec  ce  qui  a  été  dit  plus  baut 
(page  565). 

Ce  procédé  mérite  donc  une  attention  parUcolière,  tant  par  sa  gé- 
néralité et  sa  simplicité,  que  parce  qu'il  n'emprunte  le  secours  d'êacnae 
considération  étrangère  au  Calcul  différentiel;  et  j'û  lieu  de  croire  que 
son  exposition,  jointe  à  ce  qui  précède  ,  ne  laisse  rien  à  désirer  sur  la 
théorie  analytique  des  maximums  et  des  minimums,  qui  ne  me  pinlt 
pas  avoir  été  traitée  jusqu'ici  d'une  manière  aussi  complète  et  aussi  ri- 
goureuse'que  je  Tiens  de  le  &ire. 

La  recherche  des  maximums  et  des  miiÎT^nm*  donne  lien  à  une  foule 
de  questions  très-ctuieoses,  soit  par  leur  énoncé,  qui  se  rapporte  très* 
souTent  i  la  Physique,  soit  par  leurs  solutions,  qui  présentent  des  nn* 
gularités  remarquables.  Il  n'entre  point  dans  te  plan  de  cet  OuTrage, 
consacré  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie  transcendante  pures,  de  rapporter 
beaucoup  de  ces  questions,  dans  lesquelles  la  partie  la  plus  difficile 
n'est  pas  Va^Iication  du  Calcul  différentiel,  mais  l'expression  analy- 
^que  de  la  fonction  qui  répond  ^  l'énoncé,  ou  en  quelque  sorte  U  mise 
en  équation  du  problème;  je  me  bornerai,  en  conséquence,  au  petit 
nombre  d'exemples  qui  vont  suivre. 

|6|.  Supposons  d'd>ord  qu'il  s'agisse  de  partait  une  quantité  a  » 
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deux  parties  ,  de  manière  tjue  le  prçduit  de  la  puissance  m.  de  la.première 
par  la  puissance  nde  la  secortde,  soit  k  plus  grand  de  tous  les  pry^duits 
semblables  fji^on  pourrait  former,  ■  ■ 

.  Soit  X  une  des  parties  de  a  ;  l'antre  sera  a  —  a:,  et  le  prctduit  dont 
on  cIiQrcfae  le  maximam,  étant  repre'sente  par^,  on-aura  j'=aif(ja—x)' , 
d'où  on  tirera  .  - 

■     ^  ''="'>**^'(^ — *)* — BJC"(*— :^)"~'  =  (niar-^mxi~nx]x^'(a^x)'^*  ï 
en  égalaïit  k  zéro  chacun  des  Êicteurs  de  ce  résultat ,  oh  irourera   ' 

•    ma 
X^=  — ; — ,  x^=o,    x=a, 

La  première  de  ces  Taleurs  répond  à  un  maximum,  car  lorsqu'on 
la  substitue  dans  Texpression   générale  de  ^,  elle  donne  la  quantité 

négative  "  '  ,  v  y-h— ^  '  •  ^**  deux  autres  répondront  à  des  miaimums  j 
lorsquf  met  n  saront  pures,  comme  an  peut  s'en  assurer  par  Texamea 
des  coe^ciens  différentiels,  on  plus  simplement  encore,  en  faisant 
x=s±A  et  xssa^h.  On  trouvera  toujours  un  résultat  positif  dans 
l'on  et]t'ahtre!Ëa9,-9tel:<{ae.«Qi(lê  àgpe  qu'on  dom^àA^ce  qui'prouTf 
que  la  foncdon  proposée,  après  avoir  décru  jusqu'à  devenir  nulle,  a« 
passe  point  au  négatif,  mai^  qu'elle  recommence  à  croître. 

i6a.  Donnons  quelques  etemples  de  fonctions  logâritbmiqius* 
.    Soit'd'abord  as:-^,   dont  nous  nous  sommes  occiipeVn*'t5oj  ett 
ayant  égard  an  module,  dans  la  différentiation,  on  trowo. 

du  J/j»-'  — nj*-'la M—n\x  . 

et  par  coMéqnent 

■     *...■•   .1.=  ^.  .  .--    .  -^  .^     ■ 

En  chercliantT^,  î'ii^flerve  qu'il  est. inutile  de  diAérentiér  le  déno* 
xninateur  de  xii  parceqn'ilserailmnltipliéparlenum'ératenramiullép:^ 
rëqoation  ci-dessus,  et  j'obtiens  «-v-;^,  résultat  négatif  qui  montre  qoe 


Digitizeclby  VjOOQIC 


Syo  CHAP.  m.  DES  VALEURS  PARTICULIÈRES 

la  Talenr  de  x  donoe  u  maximum.  Si  on  ]|^nait  Mz=i  i  ,    on  aorait 

Le=i,  et  x=«". 

Lorsqu'on  &it  n  =  i ,  on  a  senlement  la:  =  M.  C'est  donc  une  pro- 
priété  du  module^  d'iodiquer  celai  de  tous  les  logarithmes  qui,  divisé 
par  le  nombre  auquel  il  appartient,  donne  le  plus  grand  quotient  Quand 
Af:=if  ou  pour  le  système  népérien,  le  nombre  est«j  ou  2,7183818,  etc. 

Je  n'examine  point  U  valeur  ^  =  o ,  donnée  par  la  supposition  de 
3^ infini  :  on  a  déjà  vu  (i5o)  ce  que  signifie,  dans  ce  cas,  ■—. 

La  fonction  u  =  V-z^y  ûu  u=:jcfy  jouit,  par  rapport  àsonroÎDimnm^ 
d'une  propriété  assez  remarquable.  On  a  pour  cette  fonctioa 


.il;.:,      ^-i= 

X  '  U 


<lu         iU<lj:'- 


Je  «iMuidèM'd'^rd  le  Acteur  if— Lr^  ^  ^one 
ix=ïlf; 
«t  «n  ^£lfijnmtijtat  :par^ni]iport  k»  firatera-'^eal^eai,  j'ebtàn» 

Talenr  qui  indiqua  encore  vn  maximum. 
Quint  «u  t^Om  ^  :^^>  il  'rerientà  -^^  etsous-oeUe&nne-on 

SC^S    -     .        ^  ... 

Toit  qu'il  diminué  sans  cesse, ï  mesure  que  xatigmente,  et  ne  derieût 
nul  que  quand  j:  est  'infim. 

La  seconde'questîon  de  cet  article  rentre ,  an  fond ,  dans  la  première  ; 
car  les  logarithmes  croissant  avec  les  nombres,  u  doit  arriver-a«  ■MiMwnw 
en  même  temps  que  lu,  et  dans  le  «econ4  cas,  Texpreinon  de  lu  est  com- 
prise dans  — .  En  prenant  Jlfs=:i,  ona,  de  même  que  ci-dessus,  x=e, 

ce  qui  'donne  encore  nue  propriété  Se  la  base  dû  système  des  loga- 
rithmes aépéritng. 

-i65.  Je  passe  aux  fonctions  hnplicites;  et  considérant^  donné   par 
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rcqaalîon 

^* — aiMxy  +  a:'  —  a'ss=o, 

dont  Udiflerentielle  est 

{y  — mic)dy  «—  (mf  —  x)ilr  5:s  o , 
il  viendra 

d'où' on  tirera. d*4bord 

Ponr  obtenir  la  valeur  de  jc,  il  firadra  combiner  cette  dernière  éqoa* 
iion  avec  la  proposa;  on  sara  par  ce  moyen 


d*oii  il  résnlte 


n  resté  &  examiner  ce  qne  devient  le  coefficient  dîSerelHîel  ^*  k 
djfiëreutielle  seconde  de  l'éqnatioh  proposée  donne  la  suivante: 

qne  la  «opposition  de  ^^o  rédoit  k 

(j._mJC>g  +  I=:0,         . 

•t  de  laqoelle  on  tire 

^  _   .  — «  '- . 

a?        »(!  — m»)» 

en  mettant  pour  j*  ta  valeiv  en  jr.  Il  £mt  encore  finbstttaef  celle  (te  x^ 
et  en  le  6)isant  on  trouve 

■  ee  réseltat  étant  négatif,  montre  que  la  valenr  de  j^  déterminée  d- 
4etsas,  est  nn  maximum. 
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En  égalant  à  zéro  le  dénomiDatetu;  de  ^,  poor  rendre  ià6liî  c« 
coefficient  différentiel,  on  Irouve/^rax,  Mlation  qui  rend  ausû  infi- 
nis 3^  et  tous  les  autres  coefficîeos  différentiels.  Elle  conduit  k 


^=-; 


ces  Ttlears  étant  conformes  aux  précédentes,  en  changeant  jt  en/,  et 
réciproquement,  indiquent  un  maximum  de  j;,  qni  se  '  présente  ainsi, 
parce  que  l'équation  proposée  est  symétrique  par  rapport  à  ses  deax 
variables. 

« 

i64-  Froposons-Dons  encore  de  trouver  U  maximum  et  te  minimum 
de  la  fonction  y,  étonnée -pOr.  t^tuuiofi  i' — Jàxy+y'sïO. 

Dans  cet  exemple/  ayant  trois  valeurs  en  x,  doit  être  regardéconune 
représentant  trois  fonctions  distinctes,  mais  cependant  liées  entre  elles 
par  le  caractère  commun  aux  racines  des  équations  du  troisième  degré; 
chacune  de  ces  fonctions  a  sa  marche  particulière,  et  peut  être  sos- 
ceptihle  de  roaximniBs  et  de  minimums  qui  lui,  soient  propres  :  c'est  c<^ 
que  le  calcul  va  nous  faire  connaître  (*)•  _ 

On  a  i^  ^  ^^  ■  i  Ëiisaut  ^  =  o,  on  obtiendra  une  nouvelle  équa- 
tion ajr—'X*=o,  qu'il  ;  faudra  combine^  avec  la  proposée  pour  dé- 
terminer j:  et  /,   et  il  eu   résultera  x*— aa'x'sso,   d'où  jr'  =  o, 

a^— aa'=:o.  Lorsqu'on  feit  X3=6,  il  vient  /=b  .et:^^s=-;    pour 

savoir  donc  ce  que  signifient  les  trois  valeurs  de  l'équation  ;c'=o,  ÏI 
hut  recourir  à  la  difiTéi^ntielle'  seconde  (t36) 

dont  le  terme  affecté  -de  ^  disparaît  par  l'évanouissement  de  /'—or. 
Si  l'on  fidt  ensuite  x=o,  avec  l'attention  de  conserver  tous  les  termes 


{*)  £uler  a  donné  arec  niïon  1«  nom  defonctiotu  mullifomes,  aux  foBCtioos  qoi 
•ont  iuscepUblei  de  plnneçi*  laleun  p«iir  chacnoe  de  cell«i  de  là  variable  doat  eÙet 
dépeadeat 
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où-.eiAre  ^f  on  aura 

Le  premier  &ctenr  donne  ^  =  0,  et  le  second  ^  =  2,   c'est-à-dire 
infini,  puisque  ^reo. 

Passant  ensuite  à  la  différentielle  troisième  poor  trouTer  ^,onob- 
tient  en  général  l'éqoatJbn 

qui,  û  l'on  7  £ût  en  même  tezops 

X=SO,    JSS.O,     ^=so, 

donne  ^=i^f  et  montre  qu'une  de»  Talenrs  de^sso,  est  on  véri- 
table minimum;  mi 
2^=;;»,  on  en  tire 


table  mininram;  mais  si  Ton  n'y  si^prïmfi  qae  3^  >  et  qu'on  7  &ssc 


d» fl  +  aff  _  .    P*"*"'  —y. 

lorsqu'on  •Dppose7'=o  et  p  xofini:  ces  dernières  .Tilenrsmdant  in- 
finis les  coefficiens  différentiels ,  doivent  donc  être  examinées  en  dé- 
terminant celles  qui  les  précèdent  et  qui  lefl  suivent  iminédiatement(i5g). 
Fonr  cela ,  on  '  supposera  x  égal  à  une  quantité  très-petite  A,  et  cher- 
chant  -le  premier  '  tmne  de  la  aéiie-  ascendante  qui  exprime  k^  dans 
réqnatîon  ^  — 5(iAA-t-A*=:o,  cnq  trouvera  les  trois  quantités  ^, 
'•^\/Zah  et  — y/'Zafij  qui  répondent.anx  tn^TdeuTs  que  doikavoir  ^. 
On  voit  maintenant  .que,  soit,  qu'on  iàssexss  +  A  ou  x:=:— A,  la 
première  reste  positive,  et  que  par  conséquent  elle  a  tous  tes  caractères 
d'un  minimum,  lorsque  Asso;  il  n'en  est  pas  de  même  deîs  deux  autres, 
qui  deviennent  imaginaires  quand  on  prend  A  négativement. 

Noua  avons  encore  l'éqnation  x'-r^s=o^  '  qui  deiue  js»t  Va  «t 
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^^  =  01/4»  ®°   vertu  de  l'e'quation  ly — jr'=o;   91  Tod  substitue  ces 

valeurs,  dans  l'expression  générale  de  ^,   en    observant    qu'elles 

rendent  3^  nul,  onaura  g^  ==— -  ,  ce  qui  fait  voir  que   la.   fonc- 

1 
tion  ^    a    un   maximum  correspondant   k   x  ==  a ya* 

Ces  exemples  suffisant  pour  montrer  comment  on  doit  opérer  dani 
tous  les  cas,  je  vais  m*occuper  des  fonctions  de  plusieurs  variables.    ' 

i65.  Lorsque  la  fonction  que  l'on  considère  dépend  de  deux  variables; 
^^  on  peut  en  regarder  une  comme  constante  et  donner  à  l'autre  une  infinité 
Tvii-  de  valeurs  ,k  chacune  descpielles  il  correspondra  une  ou  plusieurs  valeurs 
de  la  fonction  proposée;  parmi  ces  dernières  il  pourra  s'en  trouver  qui 
soient  des  maximums  ou  des  minimums,  et  rien  n'est  plus  facile  que  de 
les  déterminer.  Puisqu'on  ne  doit  avoir  égard  qu'à  une  variable,  il  suffira 
d'égaler  à  zéro  le  premier  coefficient  différentiel  rel^f  à  cette  variable; 
amsî  u  étant  une  fonction  de  j;  et  de  _^,  si  on  suj^se^  constant^  et 
qu'on  fasse  ^=0,  on  obtiendra  les  valeurs  de  x  qui  donnent  les  plus 
grandes  on  les  plus  petites  valeurs  de  a,  parmi  toutes  celles  qâ  ré- 
pondent k  une  même  valeur  de  y.  En  chassant  «  de  U  &BCtion-  u , 
au  moyen  de  l'équation  g- sîo,  on  obtiendra  un  résultat  que  je  re- 
présenterai par  t^,  et  qui,  contcnut  encore  la  variable  j-,  pourra  être 
susceptible  de  ma-rimnmB  on  de  minimums,  que  l'éqnatton  %=^o,  fera 
connaître.  On  peat  ptmnir  à  mw  équation  ^valente  k.  ^  ss  o  , 
uns  qu'il  soit  besoin  d'éliminer  «î  pour  cel*  H  faut  observer  que  Féqua- 
^°  9x^^°'  fb.urue  par  U  condition  du  «layîmBig  on  du  minimum 
rektif  à  «,  établit  une  relation  entre  les  variables  jc  et^,  ensorte  qu'on 
doit  regarder  la  première  comme  une  fonction  de  la  secoode.  Eu  <lif* 
férentitnt  u  dans  cette  hypothèie,  on  aun  ^àusa^^  H-^.résoiW 
qui  se  réduit  à  ^=«0,  puisqu'on  a  déjà  g»=o:les.plus  grandes  ou  le» 
plus  peliles  de  toutes  les  valenn  dé  u,  c'csl-kr-dire,  ses  masinlum»  oa 
ses  minimums  absolus,  répondront  donc  h  qne%tMS-aaes  des  vdears 
de.xetdej-,  donnéespar  ks  éputioss  ^ao,  ^3so..Eik«teodsDt 
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ces  ConsidératicHis  aux  fonctions  de  tant  de.  variables  qu'on  voadra,  on 
trouvera  que  pour  obtenir  les  maximums  et  les  minimnins  absolus  de  ces 
fonctions,  il  faut  égaler  séparément  à  zéro  Us  coefficiens  différentiels  du 
premier  ori^,  pris  par  rappoH  à  chacune  des  variables  dont  elles  dépendent^ 

1Q6.  La  distinction  des  maximums  d'avec  ks  minimnms  renferme 
plus  de  difficulté  à  l'égard  des  fonctions  de  plusieurs  variables ,  que  par 
rapport  aux  fonctions  d'mie  seule ,  quoique  fondée  sur  les  mêmes  {vin- 
cipes  dans  l'on  et  l'autre  cas. 

£oit  u  nae  fonction  contenant  nn  nombre  quelconque  de  variables 
Xyy,  s>  etc.;  sîon  nonune  a,  h,  e,  etc.  les  valeurs  qui  re'poudent 
à  son  maximum  on  à  son  minimum,  et  qu'on  représente  par  J,  B  , 

C,  D,  etc.,  Ff  G,  M,  I,  JTy  £,  etc.,  ce  que  dcYÎenneiU  v>  j|i 

du     du        .  i*a        â*a      '  d*n        d*u  iht-       d*u        .   *     .  , 

3?»  5i'  ***^'>  a^.»  ï^'  ay'  ss»  ^îï»  î?»  «**=••  «»»itt<«iy 

net  a  au  lieu  de  x,i£  an  lieu  de^^  c  au  lieu  de  «,  etc.,  le  résolu 
tat  de  la  substitution  de  o+A,  i+A:,  c^^-l,  etc.  dans  u  sera  (58) 

t^ssJ'^Sb^Ck^D.l-^iilc. 
^J~{  /!%•-+-  aGA*4-vffA^-i-ai*/4'a^W+£^'+  tic.} 
ri- etc., 

exprestion  dont,  la  valenr  doit  itre  moindre  .que  J,  lors  dnmaximom; 
et  i^HS  gnuade  1m»  du  miaimam,  quels. que  soientles signes  des  lettres 
h,  À,  /,  etc.  j  pourvu  qu'elles  n'expriment  que  de  petits  changemens, 
C«la  pos4,  «n-pMMmi 

i.~aj^,       ï=:'j9A,    etc.,, 
ba  aura, 

i^'^.A-st  .h  ,<*•-*- C«-ri-ii^  +  eic.}  , 

'   +-^  {i^4^,J>Gct+-flra^H-a/^4-a*^«|8+£^  +  «tC.} 

+  etc. 

On  .voit  qtfflesipossMe  de  rendrela  valenrde  reBsemhlgtdes  termes 
de  la  première  ligne  |^u  grande  que  la  somme  de  tons  les  antres,  en 
Supposant  h  et  par  conséquent  A,  '^,  etc.  -d'une  petitesse  convenable; 
maiç  les  termes  de  cette  ligne,  changeant  de  signe  en,niéine  temps  qne 
ces  qaantités,-un  nisonnement iemblible  it  celui  ^  tf  .i55,  montrera 
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qu'ils  doiTent  être  nuls  dans  le  cas  du  maximum  ou.du.roiaimnm:  on 
aura  donc  5  =  ^  =  0,  C=j-  =  o, .  lï^  j-=:o,  etc.,  comme  il 
.  résulte  de  la  règle  énonce'e  dans  le  a'  précédeat.  Ces  coaditioQs  étant 
remplies  par  les  valeurs  de  a,  b,  c,  etc.  déterminées  en  conséquence*, 
il  faudra  de  plus  que  les  coelllciens  F^  G. . ,  .Z,  etc.  ne  s'évanouissent 
pas  en  même  temps,  et  que  le  signe  de  la  quantité  du  second  ordre, 
qui  forme  la  deuxième  ligne  du  développement  ci-dessus,  soit  indé* 
-pendant  des  rapports  qu'on  pourrait  étahlir  entre  A,  A,  /,  etc.,  et  de 
leurs  signes.  \, 

On  sait,  par  la  théorie  des  équations  algébriques  dont  Ions  les  termes 
sont  dans  un  seul  membre,  que  toute  expression  de  leur  forme  ne  peut 
passer  du  positif  au  négatif,  sans  devenir  nulle  dans  Tintervalle,  et 
que  lorsqu'elles  n'ont  que  djps  racines  imaginaïics,  elles  ne  changent 
point  de  signe,  quelque  valeur  qu'on  donne  |t  L'inconnue:  il  sut  de  là 
que  si  la  qumdté 

JF%'  -f-  2Ghk  -h  JSTA»  +  2lkl + iKkl + Z^  H-  etc.  ; 

ëgalée  k  zéro  et  résolue,  conmie  une  équation ,  par  rapport  ii  l'une 
des  indéterminées  A,  k,  /,'  etc.  ne  donne  que  des  racines  iougi- 
nairea,  on  en  pourra  conclure  qu'elle  conserrora  ]«.niénte  mgae,  qneUes 
que  soient  ces  indéterminées.  Prenant  la  valeur  de  A,  par  exemple,  ou. 
trouve 

-~  p  > 

résultat  qui  sera  imaginaire,  si  la  qoantité  conuprise  uns  le  nt- 
dical  est  négative;  mais  on  peut  donner  à  cette  quantité  la  {oom 
— (PA'+aÇAZ+iï/'^-elc.)  eu  &isaut  Fff—C^P,  Kr—GI=:Q, 
liF-^I*T^Ry  etc. ,  et  pour  qu'elle  ne  clmge  pas  de  ngœ ,  il  &udra 
encore  qu'étant  égalée  à  iér6  et  résolue  par  rai^rt  à  l'une  des 
lettres  A: ,. /,  etc.,  elle  ait  $ea  racines .  iinagînaires.  On  .ei(  tirera,  par 
ces  opérations,  '     *      ' 

h  ne  pouvant  être  imaginaire  à  moins  que  la  quantité  comprise  sons  le 
radical  ne  soit  négative,  on  mettra  cette  nouvelle  quantité  sous  la  fonne 
r-(7V':Hetç,),  es  fiûwtt.Pil— Ç'ssT,  etc.,  pour  la  traiter  de  1» 
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même  manière  que  les  deux  précédentes,  et  on  continuera  ainsi  jus- 
qu'à ce  qu'on  soit  parvenu  à  l'avant-demière  des  quantités  hy  k,  l,  etc. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées ,  qu'il  n'y  ait  que  trois  variables  dans 
la  fonction  u  ,  l'opéralion  sera  terminée  à  la  valeur  de  k;  et  puisque  T 
doit  être  poïitif ,  il  faudra  qu'on  ait  PU  —  Q* ,  on  7*  >  o.  Avec  cette 
condition,  la  quantité  Pk^'^2Qkl-^  SI*  ne  pourra  changer  de  signe; 
et  comme  elle  se  réduit  à  P^^  lorsque  /=:o,  il  &udra  pour  qu'elle  soit 
positive,  ainsi  que  l'exige  la  nature  de  la  question,  qu'on  ait  aussi 
jP>o,  ou  FIf — G'^o.  On  voit  par  là  que  les  coefBciens  F  et  3 
doivent  être  positifs  en  même  temps,  ou  négatif  en  même  temps:  dans 
le  premier  cas ,  la  quantité  J^A'+etc.  conservant  toujours  le  signe  po- 
sitif qu'elle  a,  lorsque  ^,  /,  etc.  sont  égaux  à  zéro,  indique  un  mini- 
mum; le  maximum  anrait  lieu  dans  le  second  cas  où  elle  serait  négative. 
Pour  se  convaincre  à  posteriori,  que  lorsque  les  conditions  qn'on 
vient  de  trouver  sont  remplies,  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre 
de  la  série  ^-|-BA-(-  Ck-^elc.  restera  toujours  de  même  signe,  quels 
que  soient  h,  A,  /,  etc.  ;  il  suffira  de  remarquer  que  l'équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  seraient  t=:  —  ddz  V— p',  aurait  la  forme 
(*-H«)*  +  /3'=:o,  et  en  représentant  par  —  K',  — Z',  etc.  les 
quantités  qui  sont  sous  les  radicaux  des  valeurs  de  A,  k,  etc. ,  on  trans- 
fopnaera  les  expressions 

FA'  +  aGH H-Z/--hetc.)        f  F{(ft+^'+^^+'*")'+g} 

/>A'-|-aÇ*;-f-iî/'+.tc.our»)  «»Jp{(A4.    Si+IÎ^    )'-*■?} 
etc.  )        Cetc. 

mettant  dans  K',  pour  Z'  sa  valeur  Tl^  -f-  etc. ,  et  substituant  le  ré- 
suluit  dan.  f  [(*  -t.«i±«±fï:)'  +  p],  «  viendra 

F(,+9i+J^y+Ç(t+  2i+iE:)-+^(/+-:)-+e... 

On  voit  bien  maintenant  que  cette  expression  ne  sanrait  changer  de 
signe,  en  même  temps  que  A,  ky  /,  etc.,  et  que  P  et  7^  étant  po- 
sitif, son  signe  dépendra  de  celui  de  F. 

Si  u  ne  contenait   que  deux  variables,  les  coefKciens  Dp...  I,  iT, 

£,etc.  seraient  nuls,  et  les  conditions  du  maximum  et  du  minimum 

se  réduiraient  à  FH —  G'>0.  Euler,  dans  son  Calcul  différentiel,  n'in- 

I.  48 
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cliqua  que  la  nécessité  d'avoir  F  et  ff  positifs  ou  négatifs  en  mènre 
temps  j  M.  Lagftinge  montra  le  premier  que  cette  condition  n  était  pas 
suffisante ,  et  on  lui  doit  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer. 

Si  les  coefficiens  du  second  ordre  s'anéantissaient  en  même  temps  que 
ceuï  du  premier,  il  n'y  aurait  maximum  ou  minimum  qu'autant  que 
les  coefficiens  du  troisième  disparaîtraient  aussi,  et  que  les  termes  du 
quatrième  ordre  formeraient  une  quantité  dont  le  signe  ne  dépendrait 
aucunement  de  A,  A-,  /,  etc.  La  considération  des  facteurs  imaginaires 
que  devrait  avoir  cette  quantité  pour  satisfaire  à  la  condition  demandée, 
mènerait  à  des  résultats  analogues  aux  précédens. 

167.  On  rencontre  aussi  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
des  maximums  et  des  minimums  dans  lesquels  les  coefHciens  différentiels 
prennent  des  valeurs  infinies.  Cela  arrive,  par  exemple,  à  la  fonction 

n  est  visible  que,  quelque  valeur  que  l'on  donne  aux  variables  indé- 
pendantes X  elj-,  on  obtiendra  pour  u  des  valeurs  plus  petites  que 
celles  qui  résultent  de  la  supposition  de  x  =  o ,  j^  =:  0  :  cette  dernière 
valeur  u^b  est  donc  un  véritable  maximum;  cependant  les  coefficiens 
différentiels 

*'*  —      ~-gJ?  du  __      ^  ay 

deviennent  infinis  lorsqu'on  y  fait  x:^o,  j'=^o  (i43)- 

Il  suit  de  1^,  que  pour  donner  h  la  recherche  des  maximums  et  des 
minimums,  par  rapport  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,'  la  même 
généralité  qu'à  l'égard  des  fonctions  d'une  seule,  il  faudrait  ajouter  à 
la  règle  du  n"  i65  des  remarques  analogues  à  celles  du  n*  iSg;  mais 
je  ne  m'y  arrêterai  point,  n'ayant  eu  intention  que  d'indiquer  les  cas 
singuliers,  semblables  au  précédèot.  Je  me  bornerai  à  observer  que  dans 
ces  cas ,  les  maximums  et  les  minimums  se  reconnaissent ,  parce  que 
le  changement  dé  la  fonction  proposée,  produit  par  la  substitution  de 
«  +  A  et  de  i+A,  à  la  place  de  x  et  de^,  peut  s'exprimer  de  ma- 
nière que  sa  totalité,  ou  au  moins  sa  partie  la  plus  considérable,  ne 
change  pas  du  signe  avec  les  accroïssemens  A  et  ki  dans  l'exemple  ci-* 
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-dessus ,  il  vient 

«'  —  «=:  — (A» +  i-)^, 

quantité  qui  conserve  le  même  signe. 

11  feut  d'ailleurs  remarquer  que  la  possibilité  de  l'existence  du  maxi- 
mum ou  du  minimum  sera  toujours  indiquée  par  le  calcul  difTérentiel, 
puisqu'ils  ne  peuvent  iToir  lieu  que  dans  une  circonstance  où  les  coef- 
ficiens  différentiels  prennent  l'une  de  ces  formes  o,  |,  ou|,  qui  servira 
d'indice  pour  examiner  plus  particulièrement  la  marche  de  la  fonction 
proposée. 

Dans  cette  circonstance ,  et  quoi  qu'il  arrive  après  la  substitution  de 
a,  h,  c,  etc.  dans  u  et  dans  ses  coefficieus  différentiels,  il  faut  tou- 
jours que  les  résultats  obtenus  par  la  supposition  de  x=a=t:A, 
j  =  £±Ar,  z=c=i=/,  etc.  soient  tous  moindres  ou  tous  plus  grands 
que  celui  qui  répond  à  x=:  a  ,jr=èf  s^zc^  etc.  ;  et  les  diverses  mé- 
thodes propres  à  iaire  reconnaître  si  cela  a  Heu,  le  seront  aussi  pour 
s'assurer  de  l'existence  du  maximum  ou  du  minimum. 

168.  Pour  donner  un  exemple ,  j'ai  choisi  la  question  suivante ,  ana- 
logue à  celle  du  n'  i6i  :  partager  la  quantité  a  en  trois  parties  x  ,  y , 
ji__x — y^    telles  que  le  produit  x"'y"(a — x— y)""  soit  un  maximum. 

On  a  alors 

u  =  af  y    {a—x—yy 

les  facteurs  ma — jnx^—my — px  et  na—nx  —  ny—^,  étant  égalés  à 
zéro,  donnent  les  équations 

ni(a  —  X — j)  — pxz=  o^ 
n{a—x--jr)—px  —  o, 
qui,  en  éliminant  a  —  x  — jr ^  conduisent  d'abord  à 
mpy  —  ripx  =  o ,       d  ou      _^  =  —  ; 
et  on  trouve  ensuite 

ma  na  y    -        P*^ 

■^"m  +  n  +  p'       y— m  +  n+P*        "  J—ja-^n-Çp' 
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Four  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à  tm  maximum,  on 
,    .  ,       ,  •    '    1      j    <ï*u       à'u      d»u 

les  substituera  dans  les  expressions  générales  «e  j^ ,  g^  >   àp  '    *° 

Êiifiant^  pour  abréger,   m+n+^^ssy,  on  trouver* 

«=-  =f  (Tr(Tr(?r. 

Les  quantités  F  et  S  sont  négatives ,  et  on  s'assarera  sans  peine 
qu'elles  remplissent  la  condition  FIT  —  G'>  o ,  lorsque  les  expo- 
sans  m,  n,  p  sont  posîtlâ;  ainsi  on  aura  obtenu  le  nuximiim 
demandé. 

i>»un\i<idcift      169.  La  proposition  du  n*  i55 ,  qui  sert  de  fondement  à  la  de'ler- 

•iiLea«T»yior.   uji^gtion  des  maximums  et  des  minimums ,  et  d'autres  du  même  genre , 

.  ont  fait  naître  à  M.  Lagrang^  l'idée  d'assigner  des  limites  entre  lesqnelles 

soient  comprises  les  diverses  valeurs  que  prend  la  série  de  Tayïat^lorsr 

qu'on  la  commence  ii  l'un  cpelconque  de  ses  termes.  Si,  par  exemple, 

on  ne  veut  considérer  que  les  deux  premiers  tenues  "+ jt~  >  '^  ^^t 
satisfaisant  de  connaître  des  limites  entre  lesquelles  soït  comprise  la; 
partie 

dont  on  ne  tient  pas  compte. 

Ces  limites  se  découvriraient  très-aisément,  si  tous  les  ternies  de  la 
série  étaient  de  même  signe.  En  effet  la  série  de  Taylor,  eommeneée- 
an  terme  de  l'ordre  n+i,  étant 

7:^'  1 .9.3.. .(«-t.ii"^dj'+*  1.1.3...  O1+3)  "^d^^  I  .a.  S. .  -  tB+3i"^      '  * 

revient  à 

*-+■  t^^'a    ^  d'^'u     n      ,   à-^u  fi'  1 

i.a.3...(»+i)ldx'+'"T"aï^n+a"+'3P*3(F.+3)(n+3)"r'«lC.|; 

et  00  voit  d'abord  que  la  somme  d«  la  suite  comprise  entre  les  acccdaâes-> 
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mrptsw  86a  premier  terme 

pais  si  l'on  représente  par  jt^^»  ce  q«e  devient  la  fonction t-;^, lors- 
qu'on y  change  x  en.  x-i-h ,  on  aura 

ï?+^'  ~  d^^  "f"  d?="  7  ''"  3ï=Tï  "T-  «W. , 

expression  dont  chaque  terme  est  évidemnient  plus  grand  que  eelm 
qui  lui  correspond  dans  la  séné  comprise  entre  les  accolades  ci-deuas^ 
puisqu'il  a  des  diviseurs  moindres  :  cette  série  est  donc 

>a^sn    et     <3^^. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  la  série  de  Taylor 


considérée  dans  son  entier,  sera  comprise  entre  les  quantité» 

du  k  d'u       A'  Jin-u  ^t^. 

"  ■^'àrl*  •  *•  ■  •"'"ap  I  .a. ..»  "•"  dx"+'  1  .a.l . .  (n+i)  * 

du  A  ,  d'u       k'         ,    d'-^'u*  A-^- 

"■^dwl "*"ai=i.a...h"*"dic**-  i,a.3...Cn+i)* 

Dans  cet  état  de  choses,  les  valeurs  de  la  fonction  u  et  de  ses  coeffî* 
cîens  différentiels  crcHssant  depuis  x  jusqu'à  x-f-A,  il  s'ensuit  qud 
j  ,^.,-ei  j_,^,  sont  re^ectivement  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  que  le  coe£Gcient  différentiel  de  l'ordre  n  4- 1  prend  dans  cet 
intervalle  ,  odeurs  desquelles  dépendent  ainsi  les  limites  de  la  Bomme 
'  de  tons  les  termes  qui  suivent  celnî  de  l'orih'e  n. 


170.  Lesconsidérations  précédentes ,  qui  ne  laissent  rien  à  dsum 

du  côté  de  la  simplicité ,  ne  pouvant  s'appliquer  au  cas  où  les  signes 

'  ^  et  —  se  combinent  d'une  manière  quelconque  dans  la  série  de  Taylor, 

'  3  y  a  lieu  de  douter   qne  les  limites  assi^ées   cî-desms  à  la  partie 

de  cette  série  commençant  à  l'ordre  n  +  i,  puissent  convenir  à  tons  les. 

cas..  Pour  s'en  assurer ,  M.  Lagrange  a  en  recours  à  des  artifices  d'ana?- 
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lyse  qui  sont  très-élegans  ,  mais  que  je  suis  forcé  de  modifier  un  ftn 
pour  ne  pas  înlervertir  l'ordre  de  ce  Traité. 

Je  commencerai  par  établir  comme  proposition  auxiliaire  ,  que  toitle 
fonction  U  d'une  variable  t  yui  s'évanouit  en  même  lemps  que  cette  va- 
riable, et  dont  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  <fue  je  désigne^ 
rai  par  V,  ne  change  pas  de  signe  dans  ^intervalle  de  t=0  à  t;^b,  et 
ne  devient  pas  infini,  est  nécessairement  de  même  signe  que  ce  coe^fficient, 
si  b  est  positif ,  et  de  iigne  contraire  sih  est  négatif.  Voici  comme  celle 
proposition  peut  se  démontrer  .- 

Si  l'on  partage  l'interralle  &  en  un  nombre  n  de  parties  égales^  et  qu'à 
(  =  o        =ï-        =—        =ss—      elc 
répondent 

U  =o,      =  U.y      =  r.,      =  Ui,    etc., 
ÏT^Xr,,   =  i/.,      =  Cr,,     =  l/',,   etc., 

il  suit  des  remarques  du  n*  17 ,  et  de  l'hypothèse  établM  sur  le  coeffi- 
cient dififérentiel  U  ,  que 

Z7,  —  ï^,  =  p'.   -  +  r.   C-\, 

•      n     '         '      Vu/  ' 

^•>  ^if  ^ij*  •-•^■^,,  étant  des  quantités  que  la  snppositioD  de  £=:0 
ne  reid  pu  infinies,  et  a.  étant  >  i .  Cette  dernière  circonstance  per* 
met  de  rendre  le  second  terme  de  chacune  des  expressions  ci-dessus 
aussi  petit  que  l'on  voudra,  par  rapport  an  premier:  le  sigae  de  ces  ex- 
pressions ne  dépendra  donc  que  de  celui  de  leur  premier  terme,  et  si  ce 
dernier  signe  est  le  même  dans  toutes,  il  affectera  nécessairement  lent 
somme  ;  or  en  ajoutant  les  premiers  membres,  et  effiiçantce  qui  se 
détroit,  on  tronvera  que  cette  somme  est  égale  à  17, ,  c'est-^-dîre  à  U 
valeur  de  U  correspondante  à  h ,  qui  sera  par  conséquent  de  même 
signe  que  les  produits  £/'.*,  U^h,  etc.,  c'est-à-dire  de  même  %'^'^ 
que  les  quantités  ÏJ\^  IT ,,  etc.  si  b  est  positif,  et  de  signe  contraire, 
si  i  est  négatif. 
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171.  Cela  posé,  soient  m  et  M  des  quaotiie's  consuntes,  respecti- 
Tement  plus  petites  et  plus  graDdes  que  toutes  les  valeurs  que  lecoît, 
dans  l'iaterralle  de  x  k  x~{-h,  la  série 

du    ,    d*u  A    ,    d^u    A»     ,      . 

dï+a:?â+a^rg  +  *'^'» 

en  donnant  à  h  des  valeurs  successives  commençant  par  o;  on  aura^ 
d'après  la  série  de  Taylor, 

«'  —  u>-mA      et      U — u<C.Mk, 
ou 

i/ — u  —  mÀ>o       et       Mh — («' — w)>o: 

mais  il  est  visible  que  ces  quantités- peuvent  être  regardées  comme  des 
-foncttons  de  A,  qui  sevanotrissent  quHid  Asso,  puisqu'aJors  i/=u;  et, 
sons  ce  point-de-vue,  elles  seront  de  même  ^gné  que  leur  coefficient 
difiereiïtiel  du  premier  ordre,  pris  par  rapport  à  h,  s'il  ne  change  pas 
de  signe  et  ne  devient  pas  infini  pour  qaelque  valeur  de  A  inférieure  à. 
celle  où  l'on  s'arrête;. or  ces  coefficiens  différenliels ,  qui' sont  respec- 
tivement 

du'  ]|>       du' 


demeureront  positffî,  si  l'on  prend  m  moindre  que  la  plus  petite  des  va- 
leurs de  -vj-t  et  M  {Jus  fîvte  qm  la  plus  grande  de  ces  mêmes  va- 
leurs ;    ce    qui  s'accorde   avec   le  n*  169,  puisque  ^=3--(io5).. 

Supposons  ensuite  que  ot  et  ^  représentent  des  quantités  respectiver- 
ment  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  série 

en  considérant  toute  la  série  de  Taylor,  on  aura. 

, ,  au  h  ^    mh* 

,  du  A  ^  Mh* 


<t  par  conséquent  les  quantités 


l/— K  — 


du  h        mh'  Mh' 

"Sxi         1  .&* 


^-(^-•'-m- 
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qui  s'évanouissent  quand  A=  o,  devront  être  toutes  deux  positiTes.  Si 
l'on  en  prend  les  coefficiens  différentiels  par  rapport  à  A,  il  viendra 

du'        du  ,  wri        àu'  j^  du 

quantités  qui  s'évanouissent  encore  lorsque  A  =  o,  parce  que,  dans 

ce  cas, 

dt/  _  du^  _  du  ^ 
dî        dx         Sx' 

leur  signe  sera  donc  encore  le  même  .que  celui  de  leurs  tïoefficiens 
difiërendels  ,  pris  par  rapport  à  k.  Ces  derniers  étant 

stfont  toujours  positifs  si  m  est  moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs 
de  -jp,  et  si  M  surpasse  la  plus  grande;  et  comme  jjr=d;^  (lO^); 
on  verra  donc  encore ,  dans  ce  cas,  que  la  série 

d*u    .    d'il  A    .    à*u   h'     ,    ^,^ 

dP+ dPS+dïÏM +  *"<=■ 

est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  •^. 

La  inarche  précédente  peut  se  continuer  dans  tons  les  ordres ,  el  je  ne 
ferai  qu'indiquer  le  calcul  pour  les  limites  m  et  ^  de  la  série 

d»u   ,   d<u  A    ,   ^u   A'     , 

.  a:?+d:^4"^a^;:s +  ***'■' 

en  observant  qu'il  faut  différentier  trois  fois  de  suite,  par  rapport  à  h^ 
les  expressions 

,  du  A      d*u  A*  mA* 


mA*  J/A'  /  , éii*_^^N 

dxi        da*i.a         i.a.3»        TsTS        \         "      dxï       dji'i.a/' 


ce  qui  donne  successivement 

du'       du       d*u  ,      mi'  Mh'       /  du'      'du       d«u  ,\ 

d»u'       d»u  ,  „,        /dV       d»u  \ 
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et  ett  raisonnant  comme  ci-dessus ,  oa  Terra  que  m  et  M  doÎTcat 
riiprésenler  la  plus  petite  et  la  plus  grande  râleur  de  73^ 

J'ai  supposé  h  positive:  si  cette  quantité  était  négative,  il  fondrait 
prendre  lés  limites  dans  un  ordre  inverse  ;  m  répondrait  à  la  limite  en 
excès ,  et  3f  à  la  limite  en  défont. 

L'application  de  cette  règle  ne  présentant  aucune  difficulté,  je  me 
bornerai  au  premier  des  exemples  donnés  par  M.  Lagrange.  Soit 
u=ar  ;  l'expression 


l)....(;»-»)x^- 


donnera  la  plus  petite  valeur  de  3— 


sera  la  plus  grande  :  la  valeur  de  t/  ^^(x-^h)'*,   sera  donc  toujours 
comprise  entre  celles  des  expressions 


^^        i        ^^             i.a 
^^       1       ^^            i.a 

,  ^(^o.-.O.-»)^-"-'*" 

+  1 

■••     1                  ..=.3.. .(«+.) 

p(,^l)...(„-n)(j>|.*X""- 

^»*i 

Cette  remarque  peut  être  utile  dans  les  cas  où  la  série  produite  par  le 
développement  des  puissances  n'est  pas  convergente  (  Inirod. ,  5). 


fj».  Les  valeurs  de  la  partie 

3^«^  "^  dx»+*  »  +  fl  "*"  d j:^'  (n-f  fl)(n+3)  "*"  *'*^'  » 
devant  être  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
que  prend  ^  -^-i  pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  peut  donner  k  A,  depuis 
o  jusqu'à  celle  oii  l'on  s'arrête,  il  est  visible  qu'il  existe  une  valeur  in-* 
termédiaire  du  même  coefficient  différentiel,  qui  est  précisément  égale 
à  la  série  ci'dessus,  et  qu'en  la  substituant  dans  la  série  de  Taylor, 
elle  doQuerait,  par  un  nombre  n-^2  de  termes,  la  valeur  exacte  du 
développement  de  i/.  • 

I.  49 


Digitizeclby  VjOOQIC 


586  ClîÂF.  in.  DES  VALEURS  PARTICULIÈRES 

Soit  Z7,+,  cette  râleur  de  j~r, ,  qui  doit  être  nécessairement  finie 
toutes  les  fois  que  le  coefficient  différentiel  dont  elle  dérive  ne  devent 
pas  Infini  pour  les  valeurs  précédentes  de  A;  on  ann  rigonrciiaement 

'  diï"^ "r*3j?  i-a...»"^  i.a...(»+i)* 

On  voit  maintenant  comment  il  est  possible  d'a6si|[ner  pour  Anne  va- 
leur telle ,  que  le  terme  t-; surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui 

doivent  le  suivre  dans  la  série  de  Taylor  ;  car  les  deux  derniers  termes 
de  l'expression  ci-dessus  revenant  à 


A-      fd- 


il  suffit,  pour  remplir  le  but  indiqué,  de  faire 


Dans  ce  cas ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  la  valeur  de  U,+,  ; 
on  peut  la  remplacer  par  uoe  quantité  qui  la  suintasse,  et  employer  à 
cet  effet  la  plus  grande  valeur  que  prend  ■^.,  dans  un  interraJiepIus 
étendu  que  la  valeur  de  A  à  laquelle  on  s'arrête. 

jj5.  On  peut  généraliser  sans  peine  les  déterminations  précédentes, 
en  suivant  la  marche  qae  nous  allons  indiquer  par  rapport  aux  iônc- 
lions  de  deux  variables.  Soit  u  une  fonction  de  x  et  de  7';  et  bisons 
pour  un  moment 

t  étant  une  nouvelle  variable  dont  u  sera  par  conséquent  nne  fonction 
implicite  :   on  aura  alors 

du        du  dr   ,   du  dy        du  ,     ,    du  . 

et 'comme  jT  ^^  ^  Bom  ^^  constantes,  on  trouvera 

d^i d'»  dj*  d'u    dxdvj^d'ttdy* ^ii_i_      «î'"    it    ■   *"!.  ■ 

df—ic-  dï^  *^^dxdj-^tir^~^dF"-5^'*  'T''did^**+^*^» 
etc.  ; 
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«morte  que  à  t  se  clumge  en  t-^-ttf  on  aura  les  deux  déreloppemens 
îdeatk[ueB  j 

+  elc. 

£a  arrêtant  le  premier  an  terme  -r-i f   U  somme   de   tous  les 

fermes  sniraus  aura  poor  limites  ce  qne  devient 

à'+'u'  4L**-' 

d(»+'    i.B...C<i+i)» 

lorsqu'on  y  met  snccessÏTement  ponr  .  ^^,  ,  la  pins  grande  et  la  plus 
petite  Taleur  que  pread  ce  coefficient  diffe'rentiel ,  depuis  a  =  o  jusqu'à 
la  valeur  où  l'on  s'arrête.  Il  suit  de  là  qu'en  poussant  le  second  dévelop- 
pement jusqu'aux  tennes 

la  somme  du  reste  de  1»  série  aura  pour  limites  ce  que  devient 

*7        {^^A-H-.» +  („-!- 1) -g- A->t: i-^gi^.  l 

i.a. .  .(n+i)  tdr**-'  '    ^      '      '  dj^dy  '    oy*»-'  j  * 

lorsqu'on  y  met,  an  lien  de  la  fonction 

^  *■*'+(»+-)  srI  *■*•••■ +'^  *-■. 

la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  qu'elle  prend  depuis  et:à=o  jusqu'à 
la  dernière  valeur  que  l'on  donne  à  «  ;  et  il  faut  observer  que  le  chan- 
gement de  t  en  /-+-«,  change  respectivement  X  en  x-f-sA,  et^  eixy-j-ak. 
Il  est  visible  qu'eu  prenant  ct=i,  le  second  développement  de  i/ 
devient  la  série 

+  etc. , 
dont  on  a  par  conséquent  les  limites,  d'après^e  qui  vient  d'être  dit. 
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Je  ne  m'étendrai  pas  daTantage  sur  ces  fonniiles  ;  je  me  bonienû  i  &irâ 
oLserrer  que  Tapplication  du  Calcol  iatégral  fournit  une  méthode 
plus  directe  et  plus  générale  de  concentrer,  pour  ainsi  dire,  une  série 
dans  un  seul  terme ,  et  que  D'AIeml^ert  est  le  premier  qni  ait  donné 
le  moyen  d'atteindre  ce  but  à  l'égard  de  la  série  de  Taylor,  en  ne  la 
développant  que  successÎTement;  mais  il  ne  se  proposait  que  d*en  dé- 
montrer la  formation.  C'est  M.  Lagrange  qui  a,  le  premier,  enTisagé 
la  chose  sous  le  poiot-de-rue  précédent,  et  qui  a  simplifié  le  procédé 
mis  en  usage  par  D'Alembert.  M.  Ampère  a  depuis  traité  le  même 
sujet  avec  élégance,  dans  le  XIII'  cahier  du  Journal  de  t École  Pofy- 
technitjue.  Ces  diverses  méthodes  seront  rapprochées  dans  le  troisième 
volume  de  ce  Traite,  où  je  donne  l'appHcatiqn  du  Calcul  differeutîel 
et  du  Calcul  intégral  à  U  sommation  des  suites. 
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CHAPITRE  IV. 

Théorie  des  Ligne*  courber. 

OvoiQVB  k  prÎQcipal  objet  de  ce  Chapitre  soit  l'application  d« 
Calcul  diflërentîel  a  k  théorie  des  lignes  courbes ,  j'ai  cro  devoir  j 
comprendre,  d'une  manière  succincte,  la  partie  purement  algébrî<{ue 
de  cette  théorie,  a£n  d'ofirir  un  ensemble  complet,  et  de  lier  entre 
elles  des  notions  qoi  sont  e'parses  et  présentées  sous  des  points-de-vue 
très-difierens.  Il  ne  sera  cpiesUon  ici  que  des  courbes  qu'on  peut  tracer 
sur  un  plan  :  on  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  ce  qui  regarde  les- 
courbes  trlcées  sur  des  sur&ces  courbes^ 

174-  On  sait  que  tonte  équation  ^  denr  inconnues  peut  être  cons^ 
truite  par  une  courbe ,  dont  ces  inconnues  sont  les  coordonnées ,  et  que  j^,*]^"^ 
réciproquement,  dans  toute  courbe  assujétîe  à  une  loi  réguUère  par  sa  uncn  da 
description,  ou  douée  de  quelque  propriété  commune  à  tous  ses  points,  ^ij^Jl^p 
il  existe  toujours  entre  les  abscisses   et  les   ordonnées,  une  relation  «qnaiioD- 
constante  qui  exprime  sa  nature ,  et  de  laquelle  on  peut  déduire  toutes 
ses  propriétés  (Voyea  le  Traité  Élém.  de  Trig.  et  éCappl.  de  VAlg.  à 
la  Géom.).  Cette  relation  ne  saurait,  dans  tons  les  cas,  s'obtenir  sous 
une  forme  algébricfse  f  et  de  là  naît  la  distinction  des  combes,  en  courbe* 
a^ébriques  et  en  cmirhes  tnmscendantes. 

On  appelle  aussi  ces  dernières,  courbés  méconnues;  mais  cette  dé- 
nomination me  parait  fort  impropre,  car  la  description  d'une  courhe 
quelconque,  i  commencer  par  celle  du  cercle,  ne  s'exécute  que  par 
des  moyens  mécaniques,  et  telle  courbe  aïge'briqae  en  exige  de  plus 
compliqués  que  certaines  coiubes  transcendantes. 

On  £vise  les  lignes  en  dîfférens  ordres,  d'après  le  degré  de  leur' 
éqvation.  La  ligne  droite  forme  le  premier  ordre,  parce  qu'elle  repré- 
sente l'équadon  générale  dn  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les 
lignes  du  second  on  du  troisième  ordre  sont  celles  dont  les  équations 


yGooc^lc 


390  .  CHAP.  IV.  THEORIE 

montent  au  second  ou  au  troisième  degré ,  et  ainsi  des  aufres.  Nenton 
considérant  que  le  premier  ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite , 
et  qne  les  couilies  ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le  second, 
divisa  ces  dernières  en  genres,  et  nomma  courbes  du  premier  genre, 
lès  lignes  du  second  ot^t  ;  ■couries  du  deitxièirte  genre j  celles  du  troi- 
sième ordre,   et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces,- par  la  consi- 
dération des  principales  circonstances  de  leur  cours. 

175.  S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  les  degrés  ,  sien 
lie  Mrak  {dm  facile  qne  de  suivre  le  cours  de  la  ctHn'be  représentée  par 
une  équation  algébrique  quelconque.  En  t^kAy  supposons  qtie  cette  équa- 
tion ^tant  péBolne  par  rapport  h  l'une  des  indétemMoées  qu'-eBe  renferme, 
j',  par  «xemple,  ait  ^osné  les  différentes  rBcines  X',  X",  X",  «te. , 
qui  seront  néceasaîrenient  des  fonctions  de  «  et  de  constantes;  la  qne»- 
tioA  se  réduira  à  exanùner  en  particulier  le  cours  de  chacnne  des  ligoA 
produites  par  les  éqaalioas  y=i  X,  j  »s  X*,  y  =  AT",  «te.  ,  loraqo'on 
donne  à  x  toutes  les  valeurs ,  tant  posîtiTes  que  n^atives,  que  ponvent 
admettre  les  fonctions  A*,  X'^  XT^  etc. ,  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces 
lignes  .seront  .autant  de  brandies  de  la  couiJ>e  que  représente  l'équa- 
tion proposéç. 

ti^teaJaw  4e  dhaqiie  Iwrajtfcbe  SM«  •détenmnée  ^  celle  qiM  caiBir 
ppfâuaefit  k«  id<ive»«A  s«iutioias  dont  est  uuooptible  réqiutioo  qai 
la  repgéi'WttP-  .Si  parmi  les  qtiaatitos  X\  X',  X%  etc.  il  s'en  trouve  qni 
devienntttft  inAùes,  «u  dms  lesqiMlles  ^n  pwsse  su]^>oGer  x  infini ^  il 
en  naîtra  des  bwichw  ^ot.Je.cfïars  Sfira  infini^  fwvqu'eUfli.poBnoBt 
B'elo%ii9r  indéfirânebL  -de  l'utfides'axefi  -ouda  tous  les  <deax  &4a-ibis. , 

Une  Jnrandle'ne  s'arrâtb  que  pvice,^ue  r^^M^WKUL 4e  ion  ordonnée 
devient  imaginaire  j  mais  le  couiv  dbJa  CMube  ^ropoMC  n'est  pu  iq- 
terrompu  pow  cel^  :  il  agrcive  sauJ^awAt  «Ion  que  deux  Wancbes  se 
rémùesmit  et  «e  oOfUittuent  yâciproqn^nfvit.  On  «'«a  ooavûocn  ec 
observant  que  les  vaié«r»  imaginaires  de  y  sont  aécessair«aieat  en 
nombre  pair»  et  qœ  celles  d'-ufaméme  couple  ont  été  jpéeUos «t «gaks 
avant  de  devenir  imaginairos.  En'  edèt-,  J'éqniAioB  pr^osée  pouvant 
toujours  se  SecbiBpoaér  ça  frbteucs  ré«ls  du  prewuef  et  du  c^cond  ^e- 
■  gré,  si  on  représente  ptr  jf» — aP^^-QaHQ  \»  de  ce»  derut»»  on 
verra  que  ses  racines,  Pidn/J**— --(J,  ne  de>nsa«s»t.ioiafpnairesqa'à 
cause  que  Q  devient  phts  gnnd  qse  -P*,  dé  inoindoe  qn'il  étak  d'^ord, 
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el  qu'il  y  a  paf  conséquent  un  point  où  les  fonctions  de  x  que  de'signent 
les  lettres  P  et  Ç,  sont  telles  qu'on  a  P'^Q,  ce  qui  anéantit  la  qqau' 
tilé  radicale,  et  donne  pour  y  deux  valeurs  égalée.  L'exemple  suivant 
fera  disparaitre  les  difficultés  qui  pourraient  résulter  de  cette  manière 
générale  de  considérer  les  coiu^bes. 

176.  Soit  réqnationj^  — 960^*+ looa'x* — ji;^=:o;  en  la  résolvant 
par  rapport  à_;',  à  la  manière  des  équations  dn  second  degré,  on  en  ti- 
rera les  qoalsre  suivantes  : 

^=       |/48«'  -h  Vx*  —  looa'x'  4-  25o4â* (i), 

^=        |/^48fl'  — V^* —  loofl'x'  +  aSoi^ (2), 

_;-=:  —  X^^ha"  +  V^f*  —  i  ooa'o:'  -|-  aSo^^  -  •  ■  •  (5)  , 

^  —  —  ^/48fl' — Var*  —  looa'x*  ■+•  33a4a*.'. .  .(4). 
,  •   _ 

Il  font,  d'après  ce  qui  précède,  examiner  le  cours  de  la  ligne  que  cha- 
cune d'elles  exprime  en  particulier,  lorsqu'on  suppose  x  positif  et  lors- 
qu'on le  suppose  uég^f. 

On.  voit  d'abord  que  les  Branches  que  représentent  l'équation  (1) 
et  l'équâtion  (3)  sont  semblables,  et  que  Tune  est  placée  au-dessus  de 
AB^Jîg.  4,  taudis  que  l'autre  se  trouve  au-dessous;  il  en  est  de  même  ne.  4. 
à  l'égard  des  brancbes  que  produisent  les  équations  (a)  et  (4)  :  il  suf- 
fira donc  de  considérer  les  équations  (i)  et  (a).  La  valeur  de  ^  tirée  ' 
de  l'équation  (t)  sera  réelle,  tant  que  la  quantité  x*^ioo«'x*-^25o4a* 
sera  positive;  et  comme  elle  ne  peut  devenir  négative  qu'après  avoir  été 
nulle,  les  racines  de  l'équation  x* — ïOoa'j:*-f'a3o4«*  =  o  seront  les 
limites  des  valeurs  qu'on  peut  donner  à  x.  On  trouvera  que  cette  équa- 
tion a  pour  facteurs 

X  —  6ff,     JD-f>  6(1,     X-«-i>8«,      X-^%aj 

la  quantité  ^— •iooa*^*H-^5o4«*  sera  donc  positive  tant  que  x  sera 
au-dessous  de  Qa^  parc«  qu'alors  «Ue  aura  deux  ûtcteuri  positifii  et  deux 
Jeteurs  ii£'gati&;  niais  elle  deviendra  négative,  si  on  prend  x  >6a  et 

.  <I  8a  ,  parce  que  le  seul  iacteur  x  — ^  &>  sera  négatif;  enfin  elle  redevien- 
dra positive  pour  toujours,  lorsqu'on  y  supposera  x>  8<i:  on  (^Mervera 
qu'en  fusant  xbeo,  .7=6»  ctxss&z,  l'éqoatioa  (1)  d«Bue  jrss ^ç/Ôa*, 

jr  =  \/48«%  jr^sV^-.  On   tirei-a  donc   de  l'équation  (i),   i*.   une 
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branche  qui  «'étendra  du  poiat  D  pris  daus  l'axe  ÂC  ^  à  nne  distinn 
du  point  A  égale  à  x/g&i',  au  point  F^  pour  lequel  l'abscisse  ^£'==60; 
Ht',  nne  antre  branche  HX  qui,  partant. du  point  H,  dont  l'abscisse 
^G=:8a,  et  l'ordonnée  0^=^48"^»  s'étendra  à  l'infini  dans  l'angle 
BAC,,  où  les  X  et  les^y  sont  positif. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (3):  on  Tolt  premièrement  qu'elle 
donnera  des  valeurs  imaginaires  pour/  dans  les  mêmes  circonstances 
que  l'équation  (1),  c'est-à-dire,  tant  que  a:  sera  compris  entre  6a  et 8a, 
et  que  de  plus  elle  sera  encore  imaginaire,  lorsque  V** —  i  ooa'x»-t-23o4fl* 
surpassera  48(ï'.  Pouravoirlalimite,  on  fe^a48<I^=  V^^p^— ïôÔ^jc^+ôîô^â*, 
ou  jj* — ioofl*Jt*=o,  ce  qui  donnera  j:'=:o  et  x* — looa'sso^  d'où 
X  ==k  lOd.  Puisque  dans  cette  équation  y  est  nul  lorsque  x  est  nul,  et 
qu'il  devient  imaginaire  lorsque  oc  surpasse  6a  ,  elle  produira  ane  branche 
qui  se  terminera  à- l'abscisse  AEz=ôa  :  et  il  £iat  bien  remarquer  que 
pour  cette  abscisse,  elle  donnera  encore  jr=s\/éfia*f  et  que  par  con- 
séquent cette  branche  se  réunira  eniP,  à  celle  qu'on  a  dédnite  ci-dessns 
de  l'équation  (i).  Lorsque  dans  l'équation  (1)  on  supposera  x=fia, 
la  quantité  x*  —  looo'x*  -f-  a5o4<i*  s'éTanouîssant  de  nouveau,  il  en  ré- 
sultera jr=\/^%a*y  ce  qui  &it  voir  que  le  point  H,  appartenant  ^  la 
branche  HX  fournie  par  l'équation  (i),  est  en  même  temps  le  prëmiei 
point  de  la  deuxième  branche  tirée  de  l'équation  (3).  Cette  branche  ne 
peut  s'étendre  au-delà  de  l'abscisse  ^/=:  loa,  puisque  passé  ce  ternie 
Y  devient  imaginaire;  mais  au  point  /il  est  nul,  ainsi  l'équation  (3), 
lorsqu'on  y  &it  x  positif,  donne,  depuis  x=8<i  jusqu'à  x;k  loa,  ht 
branche  HI. 

La  supposition  de  x  négatif  produirait  les  mêmes  résultats  que  celle 
de  X  positif,  puisque  l'équation  proposée  ne  contient  que  les  puissances 
-paires  de  x  {  on  trouverait  donc  dans  l'angle  bAC,  où  x  est  négatif 
et  y  positif,  des  branches  absolument  semblables  à  celles  dont  on  vient 
de  montrer  l'existence  dans  l'angle  C^£,  où  lesx  et  les/sont  poûtifs. 


■  77.  Pour  mieux  connaître  la  figure  de  la  coail»e  proposée ,  on  peut 
la  c<>n8truire  par  points,  c'est-à-dire,  assigner  un  certain  nombre  de 
points  qui,  étant  joints  entre  eux,  approcheront  d'autant  plus  d'expri- 
mer ses  contours ,  qu'ils  seront  plus  serrés. 

Pour  exécuter  commodément  cette  opération ,  on  prendra  a  pour 
rvoitéy  on  fera  succes&ivementxssii,  a:j=a^  ^c=5,  x^4>    etc.,  et 
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lu  Taleurs  de  ^ ,  au  mmns  par  approxinuUoa. 


Lonqn*  X  ^    dl'iqaition  (i)  dos&a  y  =    g.T^MI'iqiinieti  Cs)doaQt  jr  ==  o 

=t    9.744  —  ï,09i 

=    S,58a  =  0,045 

^                                      sa    9,3on  =  5,076 

4                                        =    8,887  =  4,i«5 

î                                 ss   8>s8s  =  5,9a4 

6)                                   ^    $,938  es  6,9q8 

^    6,928  a  6,9*8 

=    8,698  ss  4i5io 

ss    9,798  =  o 

=  10,845 
=  u,87« 


On  coDStnùra  cei  rénillats  en  prenant  arbitrairODMnt  one  ligne  ponr 
re^%senter  l'omttf,  et  en  la  portant  sur  l'axe  jiB,  de  chaqne  càti  du 
point  ji,  autant  de  foU  qu'il  sera  nécessaire  pour  «xprimer  les  valeurs 
de  x;  par  les  points  où  elles  se  terminent,  on  mènera  parallèlement 
i  l'axe  ^C  des  droites  sur  lesquelles  on  portera,  tant  aurdessns  qu'au- 
dessous  de  ABf  les  valeurs  de/-. 

178.  La  courbe  que  nous  Tenons  de  diseuier  n'a  que  quatre  branchet 
infinies  ;  mais  il  s'en  trouve  du  même  ordre  qu'elle,  qui  en  ont  jusqu'à 
bnit  :  telle  serait  celle  qui  -résulterait  de  l'équation 

dont  les  racines  sont  comprises  dans  la  formule 

En  effet,  cette  formule  donne  pour/  qnafre  Takvs  ré^es  et  infinies , 
lorsqu'on  y  fait  a:  positif  et  infini,  'et  elle  en  donne  encore  an.  pareil 
nombre  dans  la  siq>posîtion  de  x  négatif  «t  infiai. 

On  verra  dans  le  cours  de  ce  cbapitre,  que  le  nombre  des  branches 
infinies  d'une  coqrbe  ne  peut  surpasser  le  douMe  de  celui  qui  marque 
le  degré  de  son  équation. 

179.  Nous  ferons  encore  sur  l'é4ptttionj'<—*cy*'+<':*-—i»'«H-f*=='>» 

I.         •  5o 
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une  remarque  imporlante  ;  c'eit  que  dans  le  cas  -oà  &  Mràit  nvH ,  elle  ^e 
représenterait  {Jas  comme  auparavant  une  Qourbe  unique^  çiais  elle  ap> 
partieudrait  au  système  de  deux  courbes  du  second  ordre  ;  car  elle  se 
réduirait  à  jr* — ax^'+ar* — a*x'=Of  et  son  premier  membre  se  dé- 
composerait eu  deux  facteurs  j^v; — jf'  +  tir  et  ^"  —  x*— aas,  qui,  étaat 
égalés  à  zéro,  seraient  les  équations  de  deux  courbes  distinctes;  et 
parce  que  ces  équations  satisfont  tontes  deux  à  la  proposée ,  il  s'ensuit 
que  l'ensemble  des  points  de  chacune  des  courbes  qu'elles  expriment  y 
satisMt  aussi. 

En  général,  une  équation  li,e  peut  représenter  une  courbe  unique 
qu'autaBt  que  tons  ses  facteurs  sont  irrationnels  par  rapport  à  l'une  des 
indéterminées  ce  ou^;  si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  elle  ^nne  autant 
de  courbes  distinctes  qu'elle  a  de  acteurs  rationnels  eti  x  et  en/.  Il 
y  a  même  dans  tous  les  degrés  des  équations  qui  n'expriment  qu'un  as^ 
«emblagc  de  ligties  droites;  et  ce  sont  celles  qui  peuvent  ae  décomposer 
en  &cteurs  de  la  forme  j"^a3c-i-b  y  a  et  b  étant  des  qaaudtés  ration- 
nelles ou  irrationnelles,  mais  constantes. 

Le  plus  simple  de  ce$  cas,  et  qu'on  reconnaît  soi^e-chaaqt,  a  lien 
quand  réqoation  proposée  ouaque  de  tenu*  constant,  et  qa'en 
outre  elle  est  homogène  par  rapport  à  jc  et  ^.  Soit ,  par  exemple, 
l'équation 

^  — /J^ -f- ya:^  —  «e' =  o  î 

la  supposition  de  j'  ss  ax  la  rendant  divisible  par  s? ,  la:  réduit  i 
<ï* — pa*-^qa — /-ssoj  et  désignant  par  «',*<i',  a*,  les  Taleura  dfc  «  qu» 
donnera  cette  dernière,  si  elles  sont  réelles,  on  en  déduira 

j^=.tix,        /  =  a'xj        /  =  a'x; 

ainsi  l'équation  proposée  appartiendra  à  trois  droites  passant  par  Tori' 
gine  des  coordonnées  ,  on  bien  à  une  seule,  si  a  n'a  qu'une  valeur  réelle. 
Dans  le  cas  général,  si  on  substitue  ax-^h ^  ait  lien  de 7-,  on  doit 
pouvoir'  détmnincr  «  et  h  y  an  moyen  des  consuntes  de  l'éqtiation  pro* 
jjoiéq,  -de  mftBtèra  fa  ce  qu'elle  soit  satis&ite,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  x;  en  égalant  donc  h  zéro,  après  la  substitalton,  le  coefficient  de 
cUqnerpuistance  de  x,  on  aura  les  équations  qni  ex|wiment  les  condi- 
tions velvtivBE  à  cène  circoitstHnce,  et  qni  donnent  les  valeurs  de  o 
et  de  Â. 

•    i%6,  A-^ç^  la  considératito  du  nombre  et  de  l' étendue  des  branches 
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d'une  courba,  se  présente  celle  de  ses  points  singuliers.  On  ^pelle.  aiosi 
les  points  de  son  cours  qui  offrent  quelques  particularité  remarquables. 
La  courbe  qui  nous  a  servi  d'exemple  n*  lyô»  en  a  de  plusieurs  espèces. 

Le  point  ^,  ^.  4^  dans  lequel  se  coupent  plusieurs  branches    est  fig.  4. 
un  point  multiple;  et  il  est  &cile  à  reconnaître,   parce  qu'en  ^sant 
x=:Of  les  équations  (3)  et  (4)  douneut  en  même  temps ^^o. 

Les  points  i^  et  jff  ne  sont  pas  des  points  multiples  ,  quoiqu'il  s'y 
réunisse  deux  brancbea  ;  ce  sont  seulement  deux  limites  de  la  courbe 
proposée  dans  le  sens  de  l'axe  j^By  et  ils  perdraient  cette  propriété, 
si  on  changeait  la  direction  des  ordonnées. 

La  branche  Iff  offre  une  espèce  particulière  de  point  singulier.  Après 
avoir  tourné  sa  concavité  vers  l'axe  ^C,  elle  lui  présente  ensuite  sa  con- 
vexité; ce  changement  s'appellç  in/iexionj  et  le. point  £  où  ij  arrive  se 
nomme  point  ^inflexion. 


181.  En  donnant  diverses  valeurs  aux  constantes  d'une  équation  à 
deux  indéterminées,  on  en  tire  des  courbes  qui,  quoique  de  formes  très- 
différentes,  ont  Cependant  un  caractère  commun;  et  la  Qianière  dont 
les  circonstances  que  présente  le  cas  le  plus  général ,  se  tronvent  mo- 
difiées dans  chaque  cas  particulier^  méiite  d'être  remarquée.  L'équation 

nooi  foonûra  un  exemple  bien  simple  de  ces  divers  changemens. 

voit  d'abord  que  la  courbe  qu'elle  représente  doit  avoir  de  chaque  côté 
de  l'axe  AB,fig.  5,  des  parties  semblables,  et  que  les  valeurs  de  l'ordon-  fig.  5. 
née^serontimagin^resduc&tédesjEposîtifs,  tant  qu'on  fera  jr^d;  mais 
ijue  du  côte  des  x  négatifs,  elles  seront  réelles  depuis  x=o  jusqu'à  aT=  — c, 
terme  passé  lequel  dles  redeviendront  îraaginavM  pour  toqjonrs.  L*ec> 
pression  de^  est  ftcSeà  construire;  en  le  finsant  pour  on  tiood)re  su^ 
fisant  d'abscisses,  on  trovTera  -que  la  courbe  que  donne  l'éqnaliaa  pro-*-  ■ 
posée  est  celle  que  représente  la  figure  ,  et.  qn'eïe  a  du  ^bté  des  jr 
négatî&i  nn  ovaJe  dont  le  diamètre  AF=i.c,  et  <^  càté  des  x  posilife, 
deux  branches  infimes. 

Si  on  ^t  e=o,  l'équation  propesée  se  réduit  k  a^-~3^  -+-  ijd*3=o; 

d'où  on  tire  ^  =  =fc ^/^  -Sf^-J ;  <;eUe  formole,  toujoui»  ùnaginairé 
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quand  x  eêt  négatif,  donne ^/sso  lorsqu'on  y  &il  j:=;o ,  et  redevient 
ensuite  imaginaire  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  x=ou^&.  Le  point  A, 
tiQ.  ^-Jîg.  6,  où  X  et  j'  sont  nuls  en  même  temps  ,  satîs^sant  à  féquation 
aj^  —  a^-^bx*=:s0f  doit  qaoiqu'isolé ,  îasst  partie  de  la  l^ne  résal- 
lante  de  cette  équation.  Cette  circonstance,  qui  parait  singulière  air 
premier  coup-d*ocil,  se  conçoit  fecilement  quand  on  fiiît  attention  que 
plus  la  constante  c  est  petite,  plus  l'ovale  ^î^ de  la  figure  5  est  petit; 
et  on  sent  qu'il  doit  se  réduire  à  nn  point,  lorsque  son  diamètre  e 
devient  nul.  On  voit  ainsi  que  la  courbe  donnée  par  l'équattoD 
aj* — ar'+Âx'sso,  conserve  encore  des  traces  de  la  forme  qu'affecte 
celle  que  représente  l'équation  plus  générale  a^—JC^+(&~-c)r*-^t:as=o> 
dont  elle  dérive. 

Les  points  isolés,  tels  que  le  point  Â,  dans  l'exemple  ci-dessiu,  se 
nomment  points  cor^i^ués.  Il  j  a  des  équations  qui  n'expriment  qu'un 
nombre  déterminé  de  ces  points.  Si  on  avait,  par  exemple,  l' équation 
(jc*— a')'-^-(j''— i')*5=oj  on  ne  pourrait  y  satts&îre  qu'en  fiiisant 
a:'  — «■=o,^— i*==o,  car  un  quarré  ne  pouvant  jamais  devenir  né- 
gatif, la  somme  de  tant  de  qnarrés  qu'on  voudra,  ne  peut  être  nnlEe,  à 
moins  que  chacun  d'eux  ne  le  soit  en  particulier  :  eette  équation  in- 
séra donc  xs==ba,  ^=d=6.  H  est  &cile  de  voir  qu'en  fiùsant  dans  ces 
résultais  toutes  les  combinaisons  de  signes  possibles,  on  n'en  tirer} 
jamais  que  quatre  points  situés  respectivement  dans  les  quatre  an^es 
des  coordonnées.  J'observerai  que  l'équation  proposée  peut  être  rfr< 
gardée  comme  nu  cas  particulier  de  cette  autre  plus  générais 
(x* — o*)*-|-(^*  — i')';=c*,  qui  donne  une  courbe  composée  de 
quatre  parties  fermées,  quand  o  et  i  surpassent  c. 

Revenons  à  l'équation 

ay*  —a:'  -f-(J  — c)x'-f- Jcx^o; 

si  l'on  y  supposait  ^sso,  en  conservant  c,  on  aurait  ay* — x*— cx^=Oî 
dans  ce  cas  les  branches  £!X  et  EX'  de  la  courbe  de  la  figure  5 , 
passant  par  k  point  ^,  se  réuniraient  aux  deux  moitiés  de  l'ovale  JP 

ne  ?.  et  fbnneraient  la  figure  7.     . 

Enfin,,  si  on  doune  a  c,  dans  l'éqaatiwi  ô;^— jr''-cjr*^0,  des- Vk* 
leurs  de  plus  en  plus  petites,  \a  feuille  ÂF  se  resserrera  de  plus  en  plus, 
fk  finira  par  ^disparaître  lorsqu'on  fera  c=:o;  comme  il  est  aisé  de  s'en 
assurer  en   examinant   la  courbe  donnée   par  l'équation  très-siaiplc 

riG.  ».  <y»  ;— x'  =='6 ,  et  représentée  dans  la  figure  8. 
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Si  on  considère^  comme  l'abtcisse,  et  x  comme  l'ordonnée ,  l'équa- 
tion ajr* — x^-\-{^b—c)x*'^hcxz^o,  étant  du  troisième  degré  par 
rapport  à  cette  dernière  incomme,  en  donnera  trois  Taleura  pour  cha- 
cune d^  celles  de  la  première  ;  et  si  on  Ëiit  ^  =  o ,  il  en  résultera 
TéquatioD  —a?-^{b-—c)3^<\'bcx^0f  dont  les  racines  je:=:0,  jr=si, 
x= — c,  expriment  les  distances  des  points  ^,  £  et  J*',  à  l'axe  AC, 
fis-  5. 

Lorscpi'on  fait  i^o,  les  deux  racines  x  =  o  et  xzsih  derenuit 
égales,  montrent  que  le  point  E  et  le  point  A  se  sont  réunis,  et  quand 
on  suppose  ensuite  c^o^  l'égalité  des  trois  racines  j:=:=o,  x=6j 
x= —  Cy  prouve  que  les  points  A,  E  ei  F  n'en  font  qu'un  seul. 

Dans  les  divers  changemens  que  subit  la  courbe  donnée  par  l'équa' 
tion  t^ — jc*-f-(^  — c)a:»4-icx  =  o,  lorsqu'on  lait  snccessiremeat  e 
et  b  nuls ,  le  point  A  devient  d'abord  un  point  conjugué  et  ensuite  un 
nœud;  il  est  multiple  dans  l'un  et  l'antre  cas ,  parce  qu'il  réunit  deux 
branches  de  la  courbe  proposée  :  enfin ,  si  on  décrit  par  points  la 
courbe  représentée  par  l'équation  a^*  — x'sso,  ce  qui  est  &cUe,  puis- 
qu'on a  _/  =±  L/  — ,  on  verra  que  les  deux  branches  AX  et  AX'j 
Jig.  8,  qui  ne  s'étendent  point  du  côté  des  x  négatiû,  ont  leurs  con-  riG.  t. 
vexttés  opposées  l'une  à  l'autre,  et  le  point  A  où  elle»  se  réunissent  est 
alors  nn  point  de  rebroussement  de  la  première  espèce. 

On  voit  en  ^  ,  ^.  g ,  nn  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espèce j  FIG.  g.- 
qui  diffère  de  la  première,  en  ce  que  l'ime   des  branches,  AX  par 
exemple ,  tourne  sa  convexité  '^ers  la  concavité  de  l'antre. 

La  conrbe  représentée  dans  la  figure,  est  déduite  de  réqnation 
C<y  —  a:*)*=— ,   d'où   on  tire 


''         a         ar        a  a         a  wr       a 


183.   La  transformation    àts  coordonnées   sert    d'abord  à   débar-    !>■  h  mat- 
Tasser  l'équatton  d'une  courbe,  des   termes  qui   la  compliquent  inu- .^^""^"^ 
tilement,  parce  qu'ils  ne  tiennent  qu'à  un  dé^ut  de  q^nétrié  dans  la'*  •*>  vna- 
position  des  axes  des  coordonnées  par  rapport  à  la  courbe,  ainsi  qu'on  ^"'  °"'**' 
peut  le  voir  à  l'égard  des  lignes    du   second   degré ,   dans  le    Traité 


yGoot^lc 


598  CHAP.  IV.  THÉORIE 

cité  n*  174;  Ici  j'indiquerai  son  emploi  daos  la  discussion  des  conrlieB, 

et  dans  la  recherche  de  leurs  formes. 

Le  plus  grand  changement  qu'on  poisse  apporter  dans  le  système 
des  coordonnées,  sans  cesser  de  les  prendre  droites  et  respectiTemeot 
parallèles  à  deux  lignes  fixes ,  consiste  à  leur  donner  une  nouvelle  ori- 
gine et  d'antres  directions^  J'ai  construit  ailleurs  (TVvu^e  Èlém.  tte  Tng. 
et  £applic.  de  l'Âlg,  à  la  Géom.)  les  formules  qu'il  &ut  employer  à 
ce  changement.  Elles  ne  sont  autre  chose  que  l'exf^essian  de  la  rela- 
tion du  premier  degré  ,  la  plus  générale  qui  puisse  exister  entre  les 
nouvelles  coordonnées  et  les  coordonnées  primitives  ;  ensorte  que  si  x 
ct^sontces  coordonnées,  £  et  ules  autres,  il  £iut  poser  les  équations 

x  =  mf  +  ;?u-f-a, 

7  =  n/  -h  9«  H-  ^, 

dans  lesquelles  04  doit  observer  que  «  et  j8,  «ont  les  distances  de  It 
nouvelle  origine  à  l'origine  primitive,  prises  dans  le  sens  des  coordoo- 
nées  primitives;  que  les  quantités  m,  n,  p^  ^,  sont  des  rapports  de  eb\és 
de  triangles ,  on  des  lignes  trigonométriques ,  et  que  si  oa  désigne  par  g 
le  cosùrns  de  l'angle  des  coordonnées  primitives,  par  h  celui  de  l'angle 
des  noQTclles  coordonnées ,  on  aura  les  trois  équations 

nyi  4-  ny  +g(jtp  -^mq)  =  A, 
doat  les  devx  premi^v»  établissent  entre  m,  n,  ;?  et  ^  ,U  reUtion 
(m'  +  n'')ptf  T—  (/>'  4-  Ç*)"»  =P9  —  «»• 
Lorsqn'on  désigne  par  ^  l'anglç  compris  entre  les  axes  des  x  et  des  (, 
par  -^  celui  que  l'axe  des  jr  fait  avec  l'axe  des  u ,  par  «  celni  que  Taxe 
des  X  &it  avec  l'axe  des/,  les  ei^ressioiu  générales  àsi  coudonnées  pri- 
mitives X  etjTj  deviennent 

Binw  '   aiam        '        ' 

•*  un  •      /^       Bin  «  T^  r*  > 

Tangte  des  nouvelles  coordonnées  est  «— ^— «f^,  et  il  nV  a  iJqs 
4'éqnatton  de  condidon. 

Quand  Tang^ des  coordonnées  primitives  «st  droit,  sùi«  =  ty  et 

j  :=(  cosç  4- nsin -}-  +  «, 
j=.l  sin^  4.  ucos-^z  +jS. 
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Sin  •«].  dans  la  jtremi^re  d«  ces  expressions  et  sin  $  dans  li  seconde  ^ 
entrent  comme  cosinus   des  angles  compris  entre  les   axes  des  x  et 
des  u ,  des^  et  des  (;  si  donc  on  désigne  ces  angles  par  ^'  et  -^'j  on  aura 
j;  =  /  cos  Ç  î|-  "  cos  tp'  H-  et  , 
y  ^t  cos-vJ/'-f-  " *^os  -P -}-  j3 , 
formules   où   le    signe   de  chaque  terme    se    déterminera    facilement 
quand  les  angles  des  nouTeaux  axes  avec  les  anciens  seront  donnés. 
Lorsque  l'anglO  àe%  nouveaux  axes  est  droit,  g  ^^  ^  sont  nuls, 
m»  +  n*=i,       x'^^mt  —  nu  +  *,      ^=:nï  +  mu  +  |8, 

ou  î>Ien  x  =  t  cos  Ç  —  u  sin  ^  -+•  *  > 

j  =t:- 1  sin  ip  -+■  «  cos^  +  /S. 

183.  On  a  cherché  à  retrouver  dans  les  courbes  des  ordres  supé' 
rieurs,  des  propriétés  analogues  à  celles  des  courhes  du  second;  c'est 
Ce  qui  a  donné  lieu  à  la  considération  des  centres  et  des  diamèifes. 

Lç  centre  d'une  courbe  est  un  point  de  son  plan  ,  tel  que  toutes  le» 
droites  qui  y  passent,  ont,  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  dei  portions 
égales  terminées  à  la  courbe  proposée.  L'origine  des  coordonnées  dans 
l'exemple  du  n*  176,  est  le  centre  de  la  courbe  représentée  par  la 
figure  4;  car  si  oh  lire  par  ce  point  npe  droite  quelconque  Mm ,  les  deux  HG.  4. 
parties  JM  et  jiiH  seront  égales  entre  elles ,  puîsqu'en  prenant  ^p  ^  ^i*, 
on  trouvera  au-dessous  de  j^B  Tordonnée  prn  égale  à  PM. 

La  courbe  citée  pour  exemple  ne  doit  celte  propriété  qoa  ce  que 
son  équation  demeure  la  même  lorsqu'on  y  change  a:  et  _^  en  —  x  et 
— _^,  ce  qui  fait  que  chaque  valeur  négative  de  x  donne  une  ordonnée 
de  même  grandeur  que  celle  qui  répood  Ji  la  valeur  positive  corres- 
pondante,  mais  de  signe  contraire;  et  on  voit  que  cela  arrivera  dans 
toute  équaUou  de  degré  pair ,  qui  ne  contiendra  que  des  termes  où  la 
somme  des  «xposaos  de  x  et  de^  fera  un  nombre  pair,  ou  bien  danï 
toute  équation  de  degré  impair,  pour  laquelle  cette  somme  sera  tou- 
jours un  nombre  impair  :  telles  seraient ,  par  exemple  , 

ar*  —  x'j^'^  ay*  — .  £*  ss  o       et      JC*  — •  xy*-^  a'j-  — ^  ==  o- 

Il  suit  de  là  que  pour  savoir  si  une  courbe  a  un  centre ,  il  faut 
chercher  si,  en  transportant  l'origine  des  coordonnées  dans  un  point 
quelconque ,  on  ne  pourrait  pas  faire  évanouir  tous  les  termes  de  de— 
gi*é  impair, -dans  le  cas  où  l'équation  proposée  serait  d'un  degré  pair, 
ou  tous  les  termes  de  degré  pair,  si  elle  était  d'uu  degré  impair. 
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En  substituant  j/+  a  etj/  4-  ^,  au  lieu  de  x  et  de 7,  dans  TéquaiioD 
géacraJe  du  second  degré 

par  exemple,  on  pcnt  égalera  zéro  les  coefficiens  dex'  et  de^,  excepté 
(juand  E'  =  4DF-y  aussi  la  parabole  <jm  repond  à  ce  cas  particulier, 
(!st-elle  la  seule  des  courbes  du  second  ordre  qui  n'ait  pas  de  centre^ 
Pour  obtenir  les  courbes  du  troisième  ordre,  qui  ont  un  centre,  il 
fiiudra,  dans  l'équation  générale  des  lignes  de  cet  ordre 

substituer  x'-+-  «  ,  au  Heu  -de  x  ,  ety  +  ^ ,  au  lieu  de^;  égaler  eosoite 
à  zéro  les  coeflîciens  de  chacun  des  quatre  termes  de  degré  pair,  c'est- 
à-dire  le  terme  tout  constant  et  ceux  qui  sont  afièctés  respectiveoient 
de  x'^y^x'  etj^*;  et  comme  on  n'a  introduit  que  deux  quantités  ar- 
bitraires ,  il  restera  deux  équations  de  condiùon.  Je  ne  m'arrèteni 
point  à  ces  calculs,  qtû  n'ont  d'autre  di0iculté  que  leur  longueur. 


184.  Les  diamètres  des  courbes  du  second  ordre  soDt,  comme  on 
sait,  des  droites  telles,  que  pour  cbacaa  de  leurs  points  l'ordonaéo 
positive  est  égale  à  l'ordonnée  négative  ;  un  diamètre  perpendlculùte 
à  ses  ordonnées  s'appelle  axe.  Dans  les  courbes  des  ordres  sapérieurs , 
oiia  étendu  l'acception  du  mot  diamètre  en  l'appliquant  à  tout  aie  des 
abscisses,  tel  que,  dans  chacun  de  ses  points,  la  somme  des  ordonnées 
positives  soit  égale  à  celle  des  ordonnées  négatives. 

L'équation  générale  des  lignes  de  l'ordre  r,  étant  ordonnée  par  rap- 
port à_7',  peut  être  représentée  par  l'équation 

-i-  P -^Qjc-i-Rx' . . . .  ^Ujf  }         ' 

et  il  est  évident  qu'en  considérant  une  valeur  particulière  dex,  A-^Bx 
f;xprimera  la  somme  des  valeurs  correspondantes  de^yf^rtses  avec  un 
signe  contraire,  C+Dx-\-Ex*  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux... 
et  enfin  i*-f-Çx  +  Ar'  . . . . +C^af  le  produit  de  toutes  ces  valeurs. 

On  pourrait  tirer  beaucoup  de  conséquences  importantes  de  cette 
manière  de  présenter  l'équation  d'une  ligne  courbe  ;  mais  pour  me  ren- 
fermer dans  mon  sujet,  je  me  bornerai  à  faire  observer  que  lorsque  I9 
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terme  «fifecté  àey~'  manquera,  la  courbe  proposée  sera  rapportée.  j| 
l'un  de  ses  diamètres,  puisqu'alors  la  somme  des  ordoQuées  piMitives  et 
négatÏTessera  nulle  pour  une  abscisse  quelcbnqne.'Si  le  tenue ,;''''  se 
trouTe  ijann  l'équatioa,  on  pourra  toujours  le'faire  disparaître  en  chan- 
geant la  position  de  l'axe  des  abscisses  et  celle  de  l'origine  des  ordoo- 
nées.  Les  formules  gétiérales  du  d*  163  donnent,  dans  ce  cas,  xzsmt 
et^  =  nl+»+^.  Cette  sobstitulîon  étant  faîte,  il  viendra  pour  les 
deux  premiers  termes  de  la  transformée,  ordonnée  par  rapport  à  a, 

„'+  [r(nï  +  jS)  +  ^  + J/nï]iC  ; 

il  £mdra  i^;àler  séparément  à  zéro  la  partie,  constante  du  coefficient  de 
u^>  et  ceUe  qui  est  affectée  de  t,  ce  qui  donnera 

m-f--ffm=o,      rj8H-^=o,       d'où      ^  =  — ^,       /Ssa— :^. 

On  Toit  par  ces  résultats ,  qu'il  sera  toujours  possible  de.  chasser  le  tenne 
affecté  de  i/~'  ;  mais  en  changeant  la  direction  des  ordonnées ,  ii  la- 
quelle nous  n'avons  pas  touché,  on  changerait  aussi  la  position  du  dia-* 
mètre  :  il  s'ensuit  donc  qu*mie  même  courbe  a  une  infinité  de  diamètres. 

i85.  Si  en  changeant  à-Ia-fbis,  d'une  manière  quelconque,  la  po- 
sition de  l'axe  des  abscisses  et  Tângle  des  coordonnées,  c'est-à-du>e,' 
en  substituant m^H-/>tf  à  a:,'  et  n*-t-çu+/3,àj',  on  parvenait  à  chasser 
tons  les  termes  dans  lesquels  u  se  trouve  élevé  à  une  puissance  im- 
paire ,  le  nouvel  axe  des  abscisses  t,  serait  un  diamètre  du  même  genre 
que  ceux  du  second  ordre,  un  diamètre  absolu,  à  tous  les  points  dnquel 
répondraient  autant  d'ordonnées  positives  que  de  négatives,  et  chacune 
des  premières  aurait  son  égale  parmi  les  secondes.  En  effet,  on  pour^ 
rait  alors  regarder  u*  comme  l'inconnue  dans  l'équation  proposée^  et 
&isant  i^ssZf  il  en  résulterait  u=:db  Vz,  ou  autant  de  couples  de  va- 
leurs de  u,  égales  et  de  signe  contraire,  qne  l'éqoation  en  z  aurait  da 
racines.  Il  n'en  est  pas  des  diamètres  absolus  comme  des  diamètres 
«impies,  car  le  nombre  de  termes  qu'il  &ut  &ire  disparaître  pour  ob- 
tenir les  courbes  susceptibles  des  premiers , .  devient  de  plus  en  plus 
grand ,  k  mesure  qu'on  passe  à  des  ordres  plus  élevés;  et  parmi  les  cinq 
quantités  m,  )>,  n,  9  et  j8,  il  n'y  en  a,  comme  on  sait,  que  trois  dont 
on  paisse  disposer.  ''' 

166.  La  trftnafbniution  des  cot»données  foumit  nn  moyen  trèê-^Aé^ 
1.  5i 
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gaal  fnt  dctenniaer  la  position  d'uoe  droite  qui  toucha  wiO  muIm 
prtfôaiti  èaa»  «n  point  qaelconqus ,  et  par  là  &it  connaître  si  ce 
|>oint  eHAinple  on  mtdtiplc,  et  si  U  courbe  y  subit  une  inflexion. 
Ea  effet,  si  on  conçoit  qoe  l'origine  des  coordonnées,  située  d'abord 
io«n  ^t  fig.  iô  et  11 ,  ait  été  ta-ansportéc  sur  un  point  qvdconqfte  de 
'  la  courbe  MX,  qu'on  ait  pris  pour  exe  des  abscisses  la  droite  M^, 
parallèle  à  AB,  et  pour  axe  des  ordonnées  une  droite  <^lconqBeJfJr 
passant  par  le  point  M^  il  est  viaible  que  ce  dernier. axe  nnomtrerala 
courbe  deux  fois  au  moins,  savoir  .en  M  çt  eu  M.  Nommant  C  et  u  les 
nouvelles  abscisses  et  les  nouvelles  ordonnées,  et  faisant  AP=:ia.^ 
PMvsafiy  on  obtiendra  l'équation  entre  t  et  tt,  par  la  mbstitBttaa  de 
t-\-pu-\-A  an  lieu  de  x,  et  de.  fu-f*^  au  li^o  dfe^;  et  pour  trou- 
Terles  points  dans  lesquels  le  noi)vel  axe  des  ordonnées  JlfAT  rencontre 
la  Itturbé  ,  il  fatldra  faire  f  =  0  dans  cette  équatida  :  les  Talenrs  de  u 
qui  en  résulteront,  seront  celles  des  différentes  ordonnées  qui  répondent 
à  l'origine  M.  Supposons  maintenant  que  La  ligne  Jf  JIT  en  tournant  au- 
tour du  point  Jf,  se  rai^rocbe  de  la  ligne  MT,  qui  ne  âtit  que  toucher 
U  conrbe;  le  point  M' se  rapprochera  aussi  de  plus  en  plus  du  point  M, 
et  ces  deux  points  se  confondront,  lorsque  MAT  et  Jf  7^  coïncideront. 
Il  y  aura  donc  dans  ce  cas  deux  valeurs  de  u  qui  deviendront  milles 
en  blême  temps,  et  par  conséquent  l'équation  «n  <  et  «  devra  &ire 
divisible  par  u*,  dans  l'hjpothèse  de  f=o,  ce  qui  exige  que  le  terme 
multiplié  par  u  disparaisse  ainsi  que  le  terme  constant.  L'exemple  suivant 
piontrera  rusàg.e  .qu'on  peut,  faire  de  cette  condition. 

Soit  l'équation /*:^axj  on  ymettra  seulement^u+a  ponr  x,  et 
yu-f-/9  pour^4  parce  que  devant  faire  f:=:o,  après  les  substitutions^ 
il  Ç6t  inutile  d'avoir  égard  &  cette  variable.  En  ordonnant  par  rapport 
au,  on  trouvera 

t^Onr  que  Celte  é^ation  soit  divisible  par  u*,  il  faudra  qu'on  ait 

.  La.preniiiere.de   ces  deux  équations,  'qui  n'est  autre  chose  qnc  la 

itroposée^  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x  par  a  et^  par  /3,  ser^ 

toujours  identique,  puisque  le  point  M  étant  sur  la  c(mrbe  dcmnée, 

,  il  doit  y  avoir  en^tre  «  et  j8  la  même  relation  qu'entre  x  e\j.  La  sec<»ide 

AptAbnï  Aveimn  ^^s^;  et'  Im  fonnideb  n^portéés  ««  bas  de  la 
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page  598,  montrent  que  2  exprime  la  tangente  dé  Taiigte   qôa  Tor- 

donnée  o  Êiît  avec  l'abscisse  j:,  et  que  par  conséquent  l'axe  parallèle 
à  cette  ordonne'e  doit  avoir  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  pri- 
mitiftj^;'  — ^=2  (jc  — tt).  En  y  mettant  la  valeur  de  -  que  l'on  vient 
de  trouver,  il  en  résultera _^  —  j3=:^(x  — a)  qui  sera  l'équation  de 
ia  droite  TM. 

Si  dans  cette  dernière  on  fait^/^o,  il  viendra  0:  =  —  —  +  *;  en 

observant  que  par  la  nature  de  la  courbe  proposée ,-  jS'  =  o*  ,  on  trou- 
vera .£  =  — a.  Cette  valeur  répondant  au  point  T^  donnera  * 

^7'=--«      et      PT=JP~AT^aK: 

on  reconnaîtra  sans  peine  dans  ce  résultat  la  soutangente  de  la  parabols 
dont  l'équation  est  /3*  =  <w. 

II  est  à  propos  de  remarquer  ici  que ,  connaissant  l'expression  de 
-,  en  a  et  jS,  on  peut  de'terminer  le  point  de  la  courbe  proposée  où 
la  tangente  a  une  direction  donnée  ;  car  si  on  représente  par  V  l'angle 
qu'elle  doit  faire  alors  avec  l'axe  des  abscisses ,  l'équation  -  =  tang  V 
fournira  une  relation  entre  a  et  j3 ,  qui ,  jointe  à  celle  qae  donne  l'équa^ 
tion  de  la  couine,  achèvera  de  déterminer  ces  quantités. 

Dajos  Texemple  ci-dessus ,  on  aura  les  équations 

J  =  tangF,        0'  =  aa, 

et  on  voit  par  la  première,  que  U  tangente  à  la  parabole  est  perpen- 
diculùre  à  l'axe  des  abscisses ,  à  l'origine  des  coordonnées,  et  qu'elle 
tend  à  devenir  parallèle  à  cet  axe  ,  à  mesure  que  l'ordonnée  jS  aug- 
mente. Ces  t:onsidérations  pourraient  mener  à  beaucoup  de  consé- 
quences; mais  devant  revenir  bientôt  sur  ce  sujet,  au  moyeu  du  Calcul 
«lifiërentiel ,  ;e  ne  m'y  arrêterai  pas  maintenant. 

187.  Si  le  point  M,fig,  la,   était  commun  à  plusieurs  branches pj^. .^ 
de  la  courbe ,  il  y  aurait ,  quelle  que  fût  la  position  de  l'axe  MM\  au- 
tant de  valeurs  de  u  qui  deviendraient  nulles  dans  la  supposition  de 
{  =  0,  qu'H  passe  de  branches  par  ce  point;  l'équation  en  <  et  u  serait 

..  il  * 
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donc  divisible  par  ime  puissance  de  u ,  du  degré'  marque  par  le  nombre 

de  ces  branches ,  ek  cela ,  quelque  valeur  qu'on  puisse  donner  au  rap-. 

port?. 

U  Suit  de  là,  que  pour  connaître  si  le  poiut  dont  les  coordonnées  sont 
A  et  jS  appartient  on  non  à  plusieurs  branches  de  la  courbe  proposée, 
il  faut  substituer  pu'^a.  et  ^u  +  )3  ,  au  lieu  de  x  et  de  ^  ,  et  chercher 
ensuite  combien  de  termes  de  la  transformée  disparaissent.  Si  elle  de- 
venait divisilrfe  par  u%  le  point  que  l'on  considère  serait  double,  c'est- 
à-dire,  qu'il  appartiendrait  à  deux  branches;  il  serait  triple ^  ou  appar- 
^tiendrait  à  trois  branches,  si  cette  transformée  était  divisible  par  a*, 
et  ainsi  de  suite. 

En  regardant  les  quantités  «  et  /3  comme  indéterminées  ,  et  tâchant,' 
par  leur  moyen,  de  rendre  la  transformée  divisible  par  u*,  u*,  etc., 
indépendaminent  de  toute  valeur  de  ^  et  de  ^ ,  on  découvrira  si  la  courbe 
proposée  a  des  points  doubles ,  triples ,  etc.  Cherchons ,  par  exemple,  les 
points  doubles  que  peut  avoir  la  courbe  représentée  par  l'équation 

ayr* —  3agjr  -^ag' —  ar'  — cx'^o. 

Si  l'on  change  xetj  en  pu-\-tt  et  yM  +  )3,  il  vient 

—  p'u"  -f-  (dç"  —  Sap*  -^  cp*)u*        \ 

-f-  [(aa^— ï(^)?— (3a'-t-ac«);»]u)  =  0, 

H-  a^*  —  ^cg^  +  '^'  —  «'  ^  ca.*     ) 

résultat  qui  doit  être  divisible  par  o',  quels  que  soient  p  et  ^,  lorsque 
a  et  jS  auront  les  valeuf-s  qui  conviennent  à  un  point  double.  Pour 
exprimer  cette  condition,  on  égalera  séparément  à  zéro  le  terme  cons- 
tant, la  partie  du  coefficient  de  a  qui  est  multipliée  p^r  p,  et  celle  qui 
Xest  par  ?;  ce  qui  produira  les  équations  suivantes  , 

fljS*  —  3<^jô  H-  ag*  —  a.'  —  cet'  ^  o  , 
5a'  +  acflt  =  o  ,       ja$  —  2ag^=  0. 
La  troisième  donne  ^=^gt  la  seconde  <t=o  et*^  — ^;  mais  il  feul 
que  ces  valeurs  'vérifient  aussi  la  première  équation  ,  ce   qui  n'a  Jieu 
<]ue  pour  ^  :=  ^  et  a  =  o  :  ainsi  le  point  oh  y  =  ^  et  a:  =  o,  est  double 
«u  commua  à  deux  branches  de  la  courbe  proposée. 
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188.  Four  acheTer  de  connaître  le  caractère  de  ce  point,  il &nt savoir 
si  les  branches  qui  s'y  réunisseat  se  coupent  comme  le  montre  la  fi' 
gure  1 3  ,  ou  ne  font  que  se  toucher  ,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  les  figures  i  5  piQ, ,  j 
et  14  t  circonstances  qui  se  distinguent  par  le  nombre  des  tahgentes  "  '^- 
•que  l'on  peut  mener  par  ce  point  il  la  couibe  proposée  ;  lorsque  les 
branches  se  coupent ,  elles  ont  chacune  leur  tangente  ,  tandis  qu'il  n'j 
en  à  qu'une  seule  pour  toutes  les  branches  qui  se  touchent. 

La  détermination  du  rapport  -  ,  relatÎTemeut  à  la  droite  qui  touche 

la  courbe  en  un  point  double,  s'opère  en  égalant  à  tséro  le  coedScient 
de  u*;  et  en  ge'néral,  pour  un  point  multiple  qui  ferait  disparaître  un 
,  nombre  quelconque  des  derniers  termes  de  la  transformée  en  a,  on 
égalerait  à  zéro  le  coe£Bcient  du  premier  des  termes  qui  ne  s'éva- 
nouissent pas  :  Toici  la  raison  de  cette  règle. 

On  peut  mener  par  le  point  Myfi^.  1 3,  une  infinité  d'axes  tels  que  JlOf,  fig.  vu 
qui  rencontreront  une  même  branche  MX,  dans  deux  points  au  moins; 
d'abord  en  ^et  ensuite  quelqu'autre  part  en  M"}  le  second  de  ces  points 
se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  premier ,  à  mesure  que  l'axe  M3f 
deviendra  plus  voisin  de  la  tangente  SfT.  Quand  ces  deux  droites  coïn- 
cideront, les  points  M  et  AT  seront  réunis  ;  U  y  aura  donc,  relative- 
ment à  l'axe  MT^f  une  nouvelle  valeur  de  u  qui  deviendra  nulle;  et  par 
conséquent  la  transformée,  prise  par  rapport  à  cet  axe,  se  trouvera  di- 
visible pBx*  une  puissance  de  u  supérieure  d'une  unité  à  celle  qu'on 
rencontrerait  pour  tout  autre  axe. 

Le  point  qu'on  a  considéré  dans  Texemple  du  n"  précédent  étant 
double,  la  tangente  doit' être  regardée  conune  rendant  nulles  trois  va- 
leurs de  Uj  piiisqu'il  y  en  a  toujours  deax  qui  s'évanouissent  par  rap> 
port  à  nu  axe  qnelcinaqne  :  il  iàut  donc  faire'  disparaître  le  terme  affecté 
de  u*  dans  la  transformée  >  afin  qu'elle  devienne  divisible  par  u*,  et  l'on  a 

mais  comme,  an  point  dont  il  s-'agit,  a  =  o,  il  reste  seulement 

«y*— cp'  =  o,      d'où      25=d=l/^j 

ainsi  il  y  a  deux  tangentes  pour  ce  point,  et  il  est  par  coaséqaont  Va.* 
tersectiou  de  deux  branches. 
Cette  condusian  est  ûciltt  à  rérifier,  car  l'équation  proposée  étani 
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mise  Mm  la  fimne 

on  voit  qu'oUe  rentre daas l'équation  (p^— x'— cx'ssso  àa  U  pageSg6, 
lorsqu'on  chingey—g  en^,  ce  qui  revient  k  relever  l'exe  d«s abscisse* 
parailfdement  à  lui-même,  d'une  quantité  gf  et  rodait  à  sera  l'or- 
FIG.  7.  donnée  g.  On  tombe  ainsi  aur  le  point  -dfjig.  7,  qui  est  lùen  en'cfiet 
l'interseclion  de  deux  branches  symétriques  y  dont  les  tangentes  formant 
le  même  angle  avec  Taxe  es  abscisses,  mais  l'une  au-dessus  et  l'autre 
an-^eswms  de  cet  axe. 

On  doit  obserrer  en  passant  qu'il  ne  suffirait  pas  de  s'apperceroir 
que  la  supposition  de  x=d  rend  l'équation  ay* — x'-*-  cx*=so  éinâbie  ' 
p9r_;'%  pour  être  en  droit  d'en  conclure  que  l'origine  ^^  est  no  poinl 
■nultiplcj  00  a  le  wècoe  résultat  en  faisant  x:s—<:  abscisse  dupoint  F, 
qui  ne  saurait  être  considéré  comme  un  point  double  qne  par  rapport 
ans  ordonnées  auxquelles  sa  tangente  est  parallèle.  Ceci  bit  voir  qu'il 
y  a  des  poinis  singuliers  qui  ne  tiennent  qu'à  la  position  relatire  des 
axes  des  coordonnées  et  de  la  courbe,  et  qu'il  &atpar  couséqueol  dis- 
tinguer de  ceux  dont  la  multiplicité  est  iobe'rente  à  la  courbe  flle-mème. 
'  Xionqu'il  anrire  que  Ica  branches  se  toochcnt  an  pomt  miJlipIe  qne 
Ton  considère ,  Téquation  qui-  donne  le  npport  -  o&e  autant  de  ra- 
cioes  égales  qu'il  y  a  de  branches  qui  se  touchent,  et  donl  les  tangentes, 
distinctes  dans  tout  le.  reste  du  cours  de  ces  branches,  -viennent  coia- 
cîder  au  point  multiple. 

£«  l'on  ne  b««Tti(  pour  le  npport  î  qn«  des  ndaes  imaginaires,  il 
en  fitndraît  concfure  qne  les  coordotmées  a  et  |S  appartiennent  à  un 
point  conjugua  de  Tespèce  de  celai  qne  fon  a  remarqué  page  SgS , 
puisqu'il  en  résulterait  qu'une  droite  passant  par  ce  point  ne  saurùt 
réunir  deux  intersections  de  la  courbe  proposée. 

Les  pcnnts  de  rebroossemenl  sent  des  points  multiples ,  dans  lesquels 
deux  branches  se  touchent,  et  ne  passent  point  au-ddii.  Dans  celui  de 
HG.  8  la  première  espèce,  la  tangente,^.  8,  se  trouve  entre  les  deux 
branches,  et  elle  les  laisse  toutes  deux  du  même  côté ,  dans  celù  de 
la  seconde  ,J^.  g.  Si  les  brandies ,  au  fien  de  tf arrêter  «n  ^,  se  con- 
tinuaient de  l'autre  côté,  il  y  aurait  oscuhxtian,   comme    dans  b  fi' 

riG.  13  g«re  i5,  «u  tmhwammm^s  «omme  dhiis  la  B^ars  x^i  ^oau  oes  «h  ne 
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86  distÎDgneiit  géoéralemeiit  des  rebronssemens,  que  parce  qae  l'or-^ 
donaée  a  des  valeurs  réelles  avant  et  après  le  point  multiple. 

189.  Si  la  courbe  proposée  subit  une  inflexion,  ily  aura  alors  trois  in- 
tersections de  Taxe  JW!W,  avec  la  même  branche  MX,^.  i5,  qui  sa  ré-  ficis. 
dutront  à  une  seule^  qnand  il  coïncidera  avec  la  tangente.  U  suit  de  là  que 
daosle  cas  d'une  inflexion,  la  transformée  en  u  doit  être  divisible  par  u', 
conmie  poar  un  point  triple,  mais  avec  cette  différence,  que  s'il  passait 
réellement  trois  branches  de  la  courbe  par  le  point  M,  les  termes  ^ectésdt 

«et  de  «*  s'eTanouiraient  pour  tontes  les  valeurs  possihlesde  3,  tandis  qve  c« 
n'est  qu'en  donnant  à  ce  rapport  la  valeur  qui  convient  kla  tangente,  que 
les  termes  dont  on  vient  de  parler  disparaissent. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  courbe  représentée  par  l'équatioa. 
ar'-f-ax'+'i'^sso.  En  feisant  x=;ï»-f-«,  J'  =  9»H-|8,  il  vient 

;»>£<» -K5«p*  +  i^*)  «*  4- [(5«' 4- afl»);» + i^]  «  +  a* -4- <»• -f- è*^  SCO. 

Si  la  courbe  proposée  a  un  point  d'inflexion,  d'après  ce  qui  précède ,  la. 
transformée  ci-dessus  deviendra  divisible  par  u' ,  lorsqu'on  domiera 
à  ^  la  valeur  qui  convient  k  ce  point;  les  trois  équation» 

a* -!*•*' H-**P  =*•>    (5»' «4-  aa»);»  4-  ifyaso,     ^ap*  •^ap^^ase, 

auont  donc  lien  «n  même  temps.  La  dernière  donne  «s:— •«  ;  subitî-^ 
tuant  dans  U  preooiçre  et  dans  la  seconde-,  on  trouvent 

Les  Videurs  de  ti  et  de  |S  n'appartiennent  pas  &  un  point  multiple,  puis- 
qu'elles ne  font  pas  évanouir  séparément  chacun  àas  coefficiens  de  /i  et 
de  ^  ,  mais  bien  à  un  point  d'inflexion. 

19e.  Si  une  valeur  de  ^  rend  la  transformée  divisible  par  u%  et  que 

le  point  ofa  cek  arrive  ne  toit  pas  multiple,  il  n'y  aura  ûaflexioD  que 
dans  le  cas  où  n  serait  «n  naanbre  impair.  Pour  se  peindre  cette  cip- 
constance,  il  &nt  coocevoàr  une  concbe  JTl',^.  16,  qui  «iiunnomlirenGiS; 
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quelconque  d'inflexions,  trois,  par  exemple;  on  TOil  qu'nne  seaohlable 
courbe  pourra  être  coupée  en  cinq  poiuts  par  une  ligne  droite  ,  et  que 
les  distances  des  intersections  dépendront  non-seulement  de  la  poùtîon 
de  cette  droite,  mais  encore  des  intervalles  qui  séparent  chaque  in- 
flexion, inlervalles  qui  eux-mêmes  tiennent  aux  valeurs  des  constantes 
de  l'ëquatioq  de  la  courbe  proposée.  Il  est  évident  que  si,  pour  quelques 
valeurs  particulières  de  ces  constantes,  les  deux  inflexions  M  et  AT 
se  réunissaient,  elles  s'efiaceraient  mutuellement,  ensorte  que  sî  la 
courbe,  dans  son  état  primitif,  n'avait  que  ces  deux-là,  elle  n'en  moii- 
trerait  pins  aucune  trace.  Mais  si  elle  en  a  une  troisième  3f* ,  elle  la 
conserverait  encore,  quand  même  le  point  M'  viendrait  à  se  con- 
fondre avec  les  deux  autres  3f  et  Sf  supposés  réunis.  Les  points 
qui  résultent  ainsi  de  la  réunion  de  plusieurs  inflexions ,  -sont  nom- 
més points  de  serpentement  ;  ils  sont  visibles  ou  invisibles  ,  selon  que 
le  nombre  des  inflexions  est  impair  ou  pair. 

191.  Une  conxbe  d'un  ordre  quelconque  ne  peut  avoir  de  point  sin- 
gulier qui  soit  la  réunion  d'an  nombre  de  points  simples  plus  grand 
que  l'exposant  de  son  ordre.  En  effet,  les  expressions  de  x  et  de  / 
en  u  et  <  (163)  n'étant  que  du  premier  degré,  leur  substitution  dans 
l'équation  d'une  courbe  ne  change  point  le  degré  de  son  équation; 
ainsi  les  nouvelles  ordonnées ,  quelque  position  qu'on  leur  donne  , 
ne  peuvent  avoir  pour  la  dnême  abscisse  plus  de  valeurs  qn*îl  n'y  a 
d'unités  dans  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  cette  équation.  C'est 
pour  cette  raison  qu'une  courbe  du  second  ordre,  qui  n'a  que  deux 
ordonnées  au  plus,  pour  ,uae  même  abscisse,  ne  présente  aucun 
point  double;  car  en  portant  l'origine  sur  un  point  de  cette  nature, 
et  prenant  pour  axe  des  ordonnées  la  tangente  ,  il  devrait  résulter  de 
la  réunion  de  trois  points  distincts.  Les  courbes  du  troisième  ordre 
admettent  des  points  doubles  et  des  points  d'inflexion,  parce  qu'elles 
peuvent  avoi^  trois  ordonnées  sur  une  même  abscisse. 

193.  La  transformation  des  coordonnées  peut  être  employée  utile- 
ment pour  déterminer  la  position  des  branches  infinies  des  courbes  ; 
nCi;-  ^^  ^>  *^'*"*  point  quelconque  A ^fig.  17,  on  tire  une  droite  AD  qui 
rencontre  une  branche  infinie  EX  d'une  courbe  dtmnée,  il  est  visiblo 
que  la  dernière  intersection  JeT  s'éloignera  de  plus  en  plus  du  point  Ai 
à  mesure  que  la  droite  AD  approchera  de  derenir  parallèle  à  la  direction 
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vers  laquelle  tend  U  branche  de  courbe  EX.  Il  sait  de  là ,  que  M  Toa 
prend  la  ligae  jiD  po^  axe  des  ordonnées  u,  on  pourra  lui  donner 
une  direction  telle,  que  l'une  des  valeurs  de  u,  correspondantes  à  t=s=Oy- 
soit  infinie  ;  et  comme  la  situation  du  point  Â  est  arbitraire  ^  il  sera 
permis  de  \%  feire  coïncider  avec  l'origine  des  coordonnées  primitives 
X  et  jfj  en  ne  changeant  que  la  senle  direction  de  l'axe  des  ordonnées, 
«^posant  en  conséquence  et=o,  jS=:0.  Il  viendra  alors 

xs=t+/>a,    ^s=^u,     on  seulement     x^pu^    y^qu^ 
à  cause  que  l'on  doit   supposer  i^o  dans  la  transformée. 

Au'moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  de  là  coudie  pr(^>osée  étant  mis* 
sons  la  forme 

J.  j^  Bu-^  Co»...  -H-  Lti-y  -h  Jfa^"  +  JVtf  »  o, 
pour  reconnaître  si  elle  peut  -avoir  des  racines  infinies  j  on  y  fera 
i^=s  -?}'ce  qui  U  changeimen  cette  antre 

AU'  4-  BU'-i'^  4-  Cî*''-'.  ...+  £«''  H-  ^1/  +  JV  =  o, 

dans  laquelle  il  doit  y  avoir  autant  de  racines  qui  deviennent  nulles  , 
qu'il  y  en  a  qui  deviennent  infinies,  dans  l'équation  précédente.  Or, 
comme  ou  n'a  introduit  dans  ces  transformées  que  les  quantités  peXq  t 
dont  une  seule  est  arb^p^re,  on  ne  peut  d'aboi^  poser  que  iV=:o,  ce' 
qui  revient  à  égaler  à  zérâ  le  coefficient  de. la  plus  haute  puissance  de  u, 

dans  la  preiuiàq^ansformée.  Les  valeurs  réelles  du  rapport  2,  tirées 

Sr  cette  équalim^ndlqueront  les  directions  dans  lesquelles  il  faut  placer 
Vaxe  des  u,  pour  que  l'une  de  ses  intersections,  avec  la  courbe  propo- 
sée, s'oigne  à  Finfini.  Si  Ton  ne  trouvait  pour  ^  que  des  valeurs  ima- 

gùaûres,  la  cotirhe  n*aurait  aucune  branche  infinie.  Eclaîrcissons  ceci 
par  quelques  applications. 

«  193.  L'éqnatioii  générale  des  lignes  du  second  ordre, 
lorsqu'on  y  change  a;  en  ^«  et  >  en  ^u,  devient 

5» 
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et  posant 

on  ea  tire 

Cette  dernière  expression  est   înugiaaire  tant  qne  JE*<i4FD;  l» 
courbes  comprises  dans  ce  cas  ne  s'étendront  donc  point  à  Finfini. 

Lorsque  E^sss^D,  les  denzTalenrs  de  ^  se  trouTaM  ^fl*lM>  les 
branches  infinies  de  la  conrltc  tendent  k  devenir  parallèles;  avis  quand 
f  '  >  4^Z> ,  elles  tendent  tots  deux  directions  différentes. 

Ces  considérations  partagent  toutes  les  lignes  du  second  degré  en 
trois  gronyet»  dans  lesqaeh  on  reconnaît  aisàount  Us  eflipSMj  let 
paraboles  et  les  hjpeii>oles. 

Si,  ne  supposant  plus  t=iO,  ou  effectue  la  transformatios  compJèle, 
en  £ùsant 

et  c^'on  ait  égard  i  l'équalioa     - 

posée  plus  baat,  U  iie|»dfii 

^+J(  +  /?l«+[5;,  +  CV  +  (a/>/»-f^V»  =  o, 

équation  qui,  ponr  chaque  Talenr  de  t^  n'en  donne  PH^'one  seule 
pour  H. 
L'équation  générale  des  couribes  du  troisième  d^é, 

se  tinufiiorniant   en 

conduit  i 


do 


Gfr>  +  Hp'q  +  Tpq'  +  Kf=: 
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équaiton  du  troisième  degré»  qni  peut  avoir, 

1*.  une  seule  racine  réell*, 

3*.  trois  racines  réelles,  toutes  égales , 

5* deiix    égalés , 

4* '• •  •  •  •  toutes  inégalée. 

Ces  quatre  cas  oQrent  on  moyvn  de  partager  en  groupes  les  courbes 
du  troisième  degré  ;  et  si  l'on  achève  la  transformation  des  coordonnées 
^ar  la  «ubstitution  de  t~{-pu  et  de  qu,  au  lieu  de  x  et  de^,  en  ayant 

égard  à  l'éqoatioo  ci-dessus  qui  détermine  le  ra^^rt  -,  on  tomber» 
aur  nn  résotot  de  la  forme 

dans  lequel  f  ordonnée  u  ne  pauera  pM  le  MCond  degré. 

.  i94>  On  Toit  par  ce  qui  précède,  qu'il  existera  des  brandies  Infinies 
dans  toutes  les  courbes  du  troisième  degré,  «ce  qui  n'a  pas  lieu  pour 
celles  du  second.  II  était  &cil8  de  le  prévoir ,  d'après  le  degré  même 
des  équations'générales  en  x  et^;  car  lorsque  leur  degré  est  impair, 
par  rapport  li  l'une  de  ces  indéterminées ,  elles  en  donnent  toujo'urs  au 
moins  une  valeur  réelle,  pour  toute  valeur  réelle  qu'il  plaît  d'assigner 
^  r«utre,'  que  l'on  peut  par  conséquent  supposer  infinie. 

Dans  une  oonrbe  de  l'erdia  r ,  le  nombre  des  branches  inSnies  pent 
aller  joMpa'à  ar;  car  si  les  r  valeurs  de  l'une  des  indéteiminées  de- 
BMorent  réelles,  quand  on  suppose  l'autre  infinie,  tant  négativement 
^oe  pDAÎtiTement,  cea  valeurs  produiront  nn  pareil  DonJire  de  branebcs 
înfinin.  La  même  chose  résulte  des  articles  ci-dessus  ;  car  chaque  di* 
rection  fournie  par  les  valeurs  de  -  peut  convenir  ï  «deux  branches  si- 
tuées Tune  du  côté  des  u  positifs,  l'antre  du  côté  des  u  négatifs,  et  c'est 
en  e0et  ce  que  l'on  voit  sur  l'hyperbole  ,  dans  les  courbes  du  second 
4egré.  Il  j  aurait  lien  de  s'arrêter  ici  sur  la  discussion  des  diâërens  ca$ 
q«e  peut  oAîr  l'éqnation  qni  détermine  la  valeur  -  ;    mais    tout    ce 

détail,  quelque  curieux  qu'il  puisse  èlre,  m'écarterait  trop  du  but  piin-> 
cipal  de  cet  Ouvrage:  je  me  bornerai  à  deux  remarques  qui  me  pa- 
raissent pins  importantes. 
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4râ  CHAP.  !V.  THÉORIE 

195.  La  première  j  que  les  équatioiis 

i)/»'  +  Epq  4-  iV  =  o. 
C/»'  +  ffp'q-^Ipr  +  if?'  =  o, 
da  B*  igS,  sont  an  fond  les  mêmes  qne  les  équations 

/)x«4.£xr  +  iîlr'  =  o, 

Ga^  -h  Hx'j  +  /a^  +  JC^  =  o, 

que  Ton  formerait  en  égalant  i  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  dans  les  équations  générales  du  second  et  du  troisième  de- 
gré en  X  et^ ,  termes  qui  sont  les  seuls  dont  il  faudrait  tenir  compta 
si  l'on  supposait  que  x  et^  eussent  en  même  temps  des  Tilears  infinies  , 
et  qui  par  conséquent  font  connaître  la  marche  que  tendent  à  prendre 
les  courbes  proposées  à  mesure  qu'elles  se  prolongent.  C'est  par  les  Je- 
teurs dont  ces  dernières  équations  sont  susceptibles ,  et  qui  appartiennent 
à  des  lignes  droites  (179),  qu'Ëuler  discute  et  classe  les  branches  infinies 
des  courbes  y  dans  son  Introduction  à  ^analyse  des  ir^nîs;  le  procédé 
que  j'ai  indiqué  cî-desstîsj  qui  réduit  tout  à  la  considération  d'une 
seule  variable }  est  tiré  du  petit  Traité  des  couehes  algébriques,  dé 
du  Séjour  et  Goudîn. 


196.  Il  £iut  encore  observer  qu'en  général,  Taxe  des  b,  déterminé 
tomme  on  l'a  nidiqué  n*  193,  ne  doit  pas  être  confondu  avec  la  droite  qui 
tendrait  à  s'approcher  de  plus  en  plus  de  cette  branche ,  ainsi  que  fo 
font  les  asymptotes  de  l'hyperbole  y  (^  scmt  les  limites  de  tontes  ses 
tangentes;  il  est  seulement  parallè>e  à  cette  droite,  qui,  comme  tonte» 
les  tangentes,  est  la  limite  de  celles  qui  rencontrent  la  même  branche 
en  deux  points,  ^lorsqu'elle  existe,,  ou  la.  trouve  en  cherchant  à 
riG- 18.  transporter  l'axe  ÀD^fig.  18,  parallèlement  à  lui-même,  jusqu'à  ce 
que  rintersection  ilf  s'éloigne  à  une  distance  infinie.  Pbnr  cela,  on' 
change  /  en  ï-f*a,  ou  Ton  écrit  a-f-/»«  an  Heu  de  x,  en  même  temptf 
que  <}u  au  lîeu  de^,  et  on  dispose  de  !a  quantité  «  pour  feîre  dispa- 
faltre  le  terme  a^cté  de  u^'.  La  droite  Hly  déterminée:  par  ce  pro- 
cédé, peut^tre  regardée  comme  .réunissant  deux  intersections  placéesà 
une  distance  infinie  sur  la.  branche  EX.  Lorsqu'on  trouve  pour  «  une 
valeur  finie,  on  peut  mener  la  droite  Ifl;  et  dans  le  cas  contraire, 
la  chose  est  iropossiblcj  puisque  cette  droite  est  recufée  à  uçe  distance 
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inflnie  de  Tue  ÀD.  Dans  le  premier  cas  »  la  bfhache  EX  a  une  asyn^ 
tote  ;  dans  le  Mcond,  elle  en  est  dtfponrme. 
Si  Ton  change  <  en  a  dans  la  tran^brm^ 

reladve  aux  lignes  dn  second  degré  (p^c  409)9  et  que  l'on  égale  à 
zéro  le  coefficient  de  u,  on  trouvera 

valeur  dont  le  d^onûiictenr  s'évanoiût  qtuad  ob  j  sobtlitiie  pour  Is 
npport  ^  >  la  quantité  —  -s  qui  convient  «a  cas  où  £*  :^  i^D , 
c'estr4-dire  à  la  parabole,  courbe  dépourrae  d'asymptote. 

Il  est  visible  qnc  si  Forigine  primiâre  uit  se  trouvait  sur  l'a^mp- 
tote  de  la  branche  EX ,  la  valeur  de  ^  ferait  disparaître  k-la-foi» 
les  denx  premiers  termes  de  la  transformée  en  « ,  puisqu'il  j  aurait  alor* 
deux  valeurs  de  u  qui  deviendraient  infinies  en  même  temps,  et  par  con- 
séquent deux  valeurs  de  U*  qui  s'^évanooiraient  (193)  ;  il  diqiaraltrait  us 
plus  grand  nombre  de  termes,  si  cette  asymptote  était  comsnune  àplu- 
cîenrs  branchas  (*'). 

(*)  Tont  ca  qni  précéda  Mpoeant  sur  la  cotiiîdiratîon  dn  nombre  de  points  dan» 
leHiuels  une  droite  peut  rencontrer  nne  oourbe,  il  est  aaturet  de  montrer  à  cetfar 
occasion  que  denx  courbes  algébriques  dont  le»  iquaiiona  *eraî«nt,  Vvtit  du  degré  m-, 
f  antre  do  degri  x ,  ae  Manient  se  couper  ea  plus  de  nui  pointa.  En  effet ,  »  ï'oM 
^liiT^jm»  entre  cas  éqnatîons ,  l'une  quelconque  dcd  coordonnées  qui  leur  sont  coiii- 
naiMS  dana  les  points  d'interMCtioii  des  courbes  proposées ,  l'équation  finale  ne  poam 
s'élerer  anrdtAà  du  degré  mn  (  C»mplém.  Jet  Êlim.  ^Jlg.}- 

On  Toit  encore  par  là  qu'une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  courbe  algébrique 
en  phs  de  points  fn'il  n'y  a  d'uaJtéa  daoe  la  nOdAn  qui  manpie'  le  degré  de  l'équa* 
tion  de  cette  cowbe. 

Qnand  on  compare  le  nombre  de  pointa  dsns  lequel  peuvent  se  couper  deux  lignei 
dont  les  équations  passent  le  second  degré,  on  rencontre  une  difficulté  dont  il  est  k 
propos  de  dire  un  mot  ici ,  et  qtri  consista  en  ce  que  ces  deux  courbe*  aemblenr 
pouvoir  se  couper  en  plus  de  points  qn'il  n'en  endroit  pour  déterminer  l'une  d'elles 
d'après  te  degré  de  son  éqnatioo. 

La  délMininalion  d'une  courbe  q.neIcoDq.ue ,  en  l'asmjMsaant  à  passer   par  des  poîrit^ 
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AppBeaâAndtt  '  fgj.  Lc  Aêvtlù^pèmttii  àèi  foncûons  eu  séi4es  «t  le  pAMïéâê  «W j->* 
aéreioppLwmt  jj        |g  p|„g  fécood  DouF  ^S^du)»  A  l'^onatioii  ^une  cosi^e  toutes' 
wrja,  b  11  oiéo-  les  circonstances  de  son  coBfs.  En  i^^uquant  >  iequapoa  a  a^Q  çOivlw 
ncdncoutbw.  quelconque  \^  méthode  exposée  dans  le  n"  61  de  l'Introduction,  on  p«r- 
Tient,  ]or9C[Qe  l'abscisse  est  très-petite  ou  irès'*grande,  à  exprimer  l'or- 
donnée par  des  s^riçs  cooTergejites,  ^ni,  dans  l'an  et  l'antre  eaSj  font 
connaître  la  direction  ies  brailches  qu'elles   représentent ,  en  offrant  le 
moyen  de  comparer  ces  branches  a  des  courbes  très-simples,  et  dont 
le  cours  est  ËicUe  à  déterminer. 
Nous  allons  &ire  usage  de  ce  procédé,  par  rapport  à  ré<{attion 

dont  noM'aTona  tiré ,  dans  le  n"  65  de  l'Introdaclkm,  ks  quatrcsérisK 

j- ws— o-n***-'— Sd^x"* — i3?'*jirs — 55«'***" — etc.  (a), 
>=a,    *'y+l«-|*V'+i«*x--ete (5). 

jf  ssa— a"^jt*-|-j<i4-g«*Je"W5«*arr»+«*c (4h 

La  série  (1)  est  d'autant  plus  coavei^ente  que  x  «st  plM  |ntit ,  #t  on 


àonaé» ,  Mt  conpUte  lonqtiA  le  nombr»  de  ca«  poiati  Mt  égal  i  cclni  du  coefBciera 
nÀoMMirw  dft  «m  ^uMJoii.  Ce*  coef&atew  tout  as  noaibra  d*  a  ponc  Vëqaation  au 
pwmwr  dcpré  A  ijim  vaxiablu,  d«  5»poBr  c«lU  du  woond  àagrèt  de  9  pour  cellv 

du  troisième  ,  et  en  général  de — i  poâfl'éqaationdD  d^ré  n,  attendu 

qu'on  peut  toujours,  par  kdintion^ridnjre  i,rnmtâ  la  coafficieat  d«  l'an  qnelcoaqM 
4e  aea  tennea- 

jy^it  eàt,  il  m  peut  pauv  qa'Mia  liyia  da  quatiièala  wdr^  par  14  poi  ti 
doanéi ,  et  cependant  deux  cootbea  de  cet  ordre  peuvont  le  c«np#c  en  l6  poia  ij 
il  semblerait  donc  que  16  points  oe  Betaient  pai  aénw  aoffisan*  pour  particulamer 
une  courbe  du  quatrième  ordre,  puisqu'ils  peuvent  ètn  commuiu  à  danz  conrb»  de 
«et  ordre  j  nais  le  paradoxe  s'explique  en  olucriaat  .que  qocuqna  pour  détermiaer 
iMS  ii^  coefficiene  de  l'équation  du  i^atrième  ordre,  relaiÏTeiinnt  i  ces  points ,  on  eftt 
16  équations  du  premier  degré ,  il  arriverait  que  pluiieurt  de  at  é<iu«tîona  lenl^e- 
faiaat  foM  dan*  l'wtre,  «t  qu'il  reitervt  du  coelEcieaa  aittittaires. 
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pè«t  pwiidfg  eétie  wrîable  telle ,  i^am  le  fremior  lesbc  «  Mr|W8K  la 
tonucM  de  to|iB  céax  <ftà  lecaîvent;  enmrte  que U  Talenr  de^ diffwert 
■osn  pes  qm'oB  Toodra  dé  celle  que  donstcrait  réqvtkw  j'ssJc,  qui 
appartient  h  use  droite  menée  par  l'origine  des  coârdoonëcs ,  et  fiîu 
saDt  an  au^^e  de  o%5  avec  l'axe  des  absciasea.  Il  aatt  de  Ut  qu'une  ttèa^ 
petite  portion  de  la  courbe  propoa^, prise Ters  le  pointa,  ^.  ig,  seFiG-i». 
cenfbadra  sensiMwneitf  avec  la  droite  ^K,  dont  on  viott  de  parler, 
et  osla  d'autant  mieux  qu'elle  aura  moius  d'étendue.  On  m  voir,  de 
plnSy  qu'il  est  îinpossible  de  mener  par  le  ppint  ^  une  droite  qut 
paiM  entre  la  droite  .^l'  et  la  branche  de  eonrbe  JX, 

Pour  distingMV  foMonnée  de  k  draile  jt^  de  celle  de  1»  eombe , 
rehtÎTèAMnt  ^  la  mime  abscisse,  manquons  la  pesmâtaM  d'un  accent» 
nous  anmis  PM'aayssXf  et  par  con«éqaeid 

\ 

Censurons  mMutenant  la  droite  ^Katec  nue  autre  droite  quelconque 
^Z,  représentée  par  féqnation  j'^isiAxi  la  dil^tenc*  de»  oïdennéce 
Pilt  0t  PM,  cQn«BponiÛnies  à  naemAmeeibacisM,  deis.  L'nnc  ei  daae 
IVratre,  sera  ^'JfiE=:j<'-kyss(a^-u-i)x;  nui»  on  peut  pivadrexMaea 
petit  pour  que  la  somme  des  termes  r  —  k-t-  +  etc. ,    soit  '  moiudrtf 

que>(.^ — i)x:  en  supposant  donc  que  AP  représente  la  Taleur  qui 
nznpUt  cette,  condition ,  on  anca  alors  ifJJT  <  MF  M',  Qn  pourra  pi^ 
niUenpeifl  d^naràjc  m»  valeur,  négative  ^/r,,te0e.qu'gnç  ait  .encore 
mm'  <  n^m'i  par  conséquent ,  qnelqn'hjpotbèse  qu'on  fasse  sur  le  signe 
de  la  quantité  A—iy  jamais  dans  l'espace  Afm'f  la  droite  AZ  ne 
poeiTs  se  trouver  entre  la  courbe  AX  et  U  droite.  AV, 
■  U  est  &cile  de  voir  qu'00  pcat  fvendrepevur'Je.carectèire  de  la  tan- 
^ntcj  Vùnpossibilité  de  iàîre  passer  une  autre  droke  entre  elle  et  la 
courbe;  la  ligne  ..i^K  touche-donc  la  courbe  proposée  au  point  A. 

Le  ngne  de  la  diffeEcaue  j:  — ys=^  —  ^?+*''*^'  ****  connaître  de 
tfuA  càiêdB  la  droite.^J'^  trouve  h  couri>e  proposée,  avant  et  ^rès 
le  point  de  contact;  or  ce  signe  ne  dépend  que  de  celui  du  premier 
terme,  qui,  ét4nl  constennncnt  positif,  nons  montre  que  l'ordooaée 
de^coei^,  plas^nude  que. cette  dc,U4roîte,  locsqnex  est  positif «, 
Revient  pbis  petite  Imaqu'il  est  négatif,  efque  par  conséquent  la  courbe 
est  au-dessus  delà  tangente,  soit  en  deçà,  soit  en  delii  dupoiat  >^. 
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De  Ui  ràmite  la  ibrate  assignée  sur  la  figure,  k:  «tn»  ittition  «Iq-U 
courbe  proposée  ;  car  une  courbe  qvdcoaque  dmt  toujoars  opposeï^, 
imméiliatement  sa  coovexit^  à  la  droite  qui  la  touche,  et  n^  saurait 
par  conséqaent  sabir  ^inflexion  sans  passer -d'un  calé  à  l'autre  de  cette 
droite,  ce  <|ui  n'arrive  pas  au  point  ^. 

I  gS.  Considérons  maintenant  la  série  (a),  qui  n'est  convergenteqae  lors- 
que X  est  très-grknd  par  rapport  à  a.  Plus  x  augmente  ,  plus  la  Taleur 
de  jr  donnée  par  cette  série  approche  de  la  quantité  a,  soit  qu'on  pnone 
X  positif,  soit  qu'on  le  prenne  négatif,  mais  sanf  y  atteindre  jamus.. 
Si  on  prend  sur  l'axe  jéC,  aiir-dèssofcis  de  J^B^  la  dtsluice  AD-^ss — a, 
et  tpi'on  ti»  la  droite  DV  parallèle  à  AB ^y  étant  égal  — «  dans  COate- 
l'étendue  de  cette  droite,  les  branches  représenté«s-par  la  série  (a),  ne 
pourront  jamais  la  couper,  quelque  prolongée  qn'on  la  suppose;  mais 
elles  s'en  approcheront  de  plus  en  plus  et  l'auront  pAr  conséquent  pour 
asyn^tote. 

Le  second  ternie  de  la  série  (a)  étant  positif,  lorsque  afifit  négatif,  et 
ségatif  lorsque  x  est  positif,  on  en  cosctnra  comme  daps  le  n'  pré- 
cédent, que  l'aaymptote  est  an-dessons  de  U.coarlw  du  eftté  dc9t  x 
négatif  ,  et  anMleasus  du  cÀlé  des  x  positiâ  }  ba  veira  d'aiUeors  ^fnB- 
l'ordonnée  j  est  négative  dans  l'an  et  l'autre  cas  :  les  branelies  FS  et 
Ax  seront  donc  situées,  par  rapport  à  leur  asymptote,  commrC  le  re- 
présente la  figure. 

^  On  n'a  tracé  en  plein  que  leurs  extrémités ,  parce  que  ce  sont  les 
seules  parties  que  puisse  représenter  la  série  (s),  qu'on'  ne  dôîC  em- 
ployer qu'autant  qu'elle  est  convergente.'  ' 

199.  Passons  enfin  aux  séries  (5)  et  (4)>  EUes  donnent  ponr^  des 
râleurs  qui  diffèrent  d'autant  moins  de  celles  «qui  résoltetU  des  équa- 
tions ^=a~'x* -+■-■«  et^^— a"  x'-f-ifl  que  X  est  plus  grand;  les 
.  conrbes  que  ces  dernières  représentent  s'approchent  donc  de  plus  en 
plus  des  branches  auxquelles  appartiennent  les  sériel  (S)  et  (4). 

Les  deuT  équatîons^3=<i*'j:*  4- -a  et  _/=  — a~'jr +-a  sont  les 
racines  de  (y  —  ~dJ=K—,  et  prodnis«it  w)«  cowjw  coci^Msée  d* 
deux  branches  semblables  BR  et  ET  ^  dont  la  première  sert  d'asjilip- 
tete  à  la  branche  positive  JX,  résultante  de  la  série  (5),  et  la  seconde 
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remjtltt  le  'même  idrjet  k  l'égard  de  la  braqche  négatÎTe  F'F^,  donnée 
par  la  série  (4):  oa  remarquera  que  les  séiies  (3)  et- (4)  deïîeimenl 
îmaginùreSy  lorsqu'on  «appose  x  négatif  (*'). 

300.  L'exemple  traité  dans  les  deux  articles  précédebs  montre  bien 
comment  la  convergence  des-séries,  en  permettant  de  se  borner  à  lenrs 
premierstermes ,  ramèneà  des. formes  simples  le  cours  d'une  courbe; 
mais  pour  compléter  l'exposition  dé  ce  procédé ,  il  &ut  considérer  des 
séries  d'une  fonne  générale:  je  prendrai  pour'  celle  des  séries  as- 
cendantes 

y^j^x^-h  Bx^  ■+■  C3>-^  etc. , 

les  exposans  «c,  j3,  y  ,  etc.  étant  rangés  par  ordre  de  gi^ndeur.  Dans 
celte  .forme,  ^  et  j^  s'évanouissent  en  même  temps;  mais  on  peut  tou- 
jours préparer  une  équation  pour  que  cela  soit  ainsi ,  en  cliaogeaat 
convenablement  la  position  de  l'origine  des  coordonnées.  Plus  x  sera 
petit,  plus  la  branche  i  laquelle  répond  la  série  ci-dessus  approchera 
de  se  confondre  avec  celle  que  représente  l'équation  à  deux  termes 
j  =  Ax  ;  la  discussion  de  cette  dernière  fera  donc  connallre  la  forma 
de  la  courbe  proposée,  dans  les  environs  de  l'origine  des  coordonnées; 
tout  d^nd  de  la  nature  de  l'exposant  «t,  qui  peut  être  égal  i  Tonité^ 
On  non. 

Dans  le  premier  cas  y  il  vient  jr  =z=  Ax;  on  prouvera,  comme  dans 
le  n'  197,  qoe  la  droite  à  laquelle  répond  cette  équation  est  tangente 
&  la  branche  représentée  par  la  série 

j  s=i  Jx  •\- Sx^  +  Cx^  •\' eic.  , 

et  le  terme  Bx  fera  connallre  la  position  de  cette  branche  par  rap- 
port à  sa  tangente. 

(*)  On  peut  conitraire  facilement  par  points,  la  coarbe  que  représente  l'équadoa 
oj^-f-^ — ay':=oj  car  eti  iaÎMnt  y  =  tx,  cette  équatioD  devient  divisible  para;^^ 

«I  M  rMuit  à  a -f-xt  — ot'sao,  d'où  on  tire  j:s        ■  ■  ;  donnant   ensuite    à  t 

dei  Tsleurg  arbitrairei ,  on  aora  x  et  y ,  uni  qu'il  soit  besoin  d'extraire  aucune  ra- 
cine. Deseœblablet  «itificet  condiiÎMat  sonrent  a  exprimer  les  iadéterminéei  d'nna 
équation ,  d'une  manière  nmpje  çt  qui  permet  d'ep  tjourer  autant  de  valeurs  ration- 
nelles qu'on  vent.  On  voit  par  li  que  la  résolution  des  questions  de  Vaitalyse  1x44- 
terminéc  peut  itre  tri»-atile  pom  la  coa*tnicti«a  des  conrbss. 

I.  55 
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QMnd  rncpvùttt  'm  est  ^îAîratt  Ae  l^uUI,  la  cMu^  4  iMpwBe  «^ 
-  ']pairtient  rë<piatîo'n  jrc=J[j^  touclië'Taxe  des  x  oa  celm  des  f,  selon 
qae  a>  i    on   <i.  En  effet,  si  on  désigne   par  yiSiA£  îéquation 
d'une  droite  quelconque ,  on  aura 

^  — y  =  x<-^x*~' —  *^)  , 

d'où  Ton  voit  quil  sera  tonjours  possible  de  prendre  x  assez  petit  pour 

^■e  jrfjc*"'  <-**,  «!/■</,  i  noim  qM  A'  ae  mit  «ni,  et  qse  par 
conséquent  toute  droite  qui  différera  de  l'axe  des  abscisses  passera  a»> 
dessus  de  la  courbe,  par  rapport  à  cet  axe.  Quand  «  <  i ,  le  facteur 

Ax.    — u^'rarenantà-j:^ — ^^,  ilesttoujourspossible-deprendrexasses 

petit  poorrendre  —;:::^'> -^ jOJX  x'>y »  tant  que  ^  n^est  pas  infini,  et  il 

■oit  de  là  que  ta>«te  droite  qui  diffère»*  de  l'axe  <de8  «rdoBoéet  ne  san- 
Mt  {waper eMM  «et  axe  -et. la  cowrbe,  AasH les «nvironS'de  rorigiDe. 

Unat  de  ce  qn'on  vient  de  voir,  qae  n  l'on  b«nsfonM  les  coor»- 
données  de  manière  à  prendre  la  tangente  pour  az«  4es  abscisses,  ce 
qui  est  toi^oars  possible ,  le  dévelto^pement  4e  la  niWTelle  ordonnée 
commencera  par  un  texxne  on  l'exposant  a  surpassera  J'unîté;  et  «fin 
de  diminuer  le  nombre  de  cas  à  considérer,  supposons  qu'on  ait  d'abord 
effectué  la  trans&umation  dont  il  s'agit ,  «asorte  que  la  braoche  pn^o- 
•ée  tonofae  à  l'ooriginie  la  1%M  des  x. 

aoi.  Cela  posé,  la  discussion  de  Téquation  ^  =  ^x' peut  se  Déduire 
Il  trois  cas  ,  que  je  Tais  successivement  examiner. 
.   >%  ItOrs^M  <t  est  un  nombre  im^m  «n  bien  nae  fraolioa<le  ima^ 

Tateur  et  de   denominatenr  impairs,  c'est-à-dire   de  !a  finrine  •~-Tr» 

j  cbangeant  de  signe  en  même  temps  que  x,  la  brancbe  passe  de  Tun 
des  an^es  des  axes  des  coordonnées,  à  Tangle  opposé;  eSe  coupe 
en  même  temps  les  deux  axes ,  et  comme  elle  toucfae  nécessaire- 
ment celui,  des  jc,  elle  sidiit  une  inflexion,  aimû  qne  le  montrai  les 
'- =^ figures  Bo  et  AI. 

a".  Lorsque  a  est  im  ntnobre  pair,  ««  iwe  fractten  de  muiiéralenr 

pair   et  de   dénominateur  impair,    c'est-à-dire    de  la  forme  ^-^  » 

j  demeurant  réel  et  consumât  le  même  signe  ,  quel  qne  soit  c^oi  ^ 
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Jt ,  la  branclie  passe  de  l'nn  des  angles  des  axes  des  coorâotaxées  i  l'angle 
'  adjacent,  et  prend  nécessairement  Fuie  dea  formes  représentées  Haïuff 
les  Sgures  aa  et*  a3,  puisqu'elle  touche  l'axe  des  abscisses.  ^jq 

Se.  Sniin  lovsq«e  «  sent  «ne  6àetàaa  de  moméralear  im^W'  st  de  "  *^ 
dénominateur  pair,  on  de  la  forme  — —  ,  le  changement  de  signe  fera 
passer/'  du  réel  k  l'imaginaâre,  on  vioe.  versa,  et  la  branche  ne 
s'étendra  que  dans  un  seul  angle  des  axes  des  coordonnées  ;  mais 
il  faut  retnaïqB^r  ^'il  y  a  UKASsairewent  wm  «ubra  Talent  de  /  q«i 
vient  aeiraUKber  à  celle-Hk  «a  ToammAtik  tHotvtat  à'tUBàétih  (iji), 
«t  ^e  le  AftTeloiyinaat  de  cette  -vdewr  «icMt  ^ommumamipm-h  tcnae 
jéx    pris  «réc  m  s^no  contraire,  ce  qta  est  é'atUertrs  erident,  puisque 

X  *t  «st.  uM  exprosràm  ladiêale  de  degré  par.  Il  wt  da  ili  ^mlm 
deox  braaeheft  «Mchmt  Vtxe  4qb  x  »  Vwm  m-^de>sM ,  l'autee  aa-dewa«a^ 
la  coarbe  offim  k  forigina  nn  rdmnsaoméni   de  k  pccMière   ei-* 

La  fi>nMlQ  Al  retour  det  aut«»  (/m«.  58>  &ia«at  TOtr  qné  T^Siputtion  ** 
indéfinie 

.o„*ù.»       ^=vx-+V+ *>  +  .«... 

I  = -<r*  +  B>'' +  Cj''' +  etc. , 

a  «n  r&nlle  <pe  ks  CM  où  a  <  i ,  du»  b  preo»ire  série  j  répondent 
k  ceux  où  -  >  X,  iaai  la  aecouda,  qaa  p*>  canaéqncot  tout  «  ({ui 
a  été  £t  plu»  kMI  t  l'<gird  de  frae  dn  lAscines  ,  cqnTÎent  ajor»  à  celui 
àts  Qtitmnèn;  et  il  n'y  a  qti'à  supposer  que  les  ffgures  quî"  s'y 
rappocteat  aient  bit. ou.  fuut  de  imia&im  muax  itVaiigaa\4. 

»a.  L'i^nméraboiv  fiiite  dans  le  V  préce'dent,  ipuiqit'eUe  poraùM 
embrasser  tons  les  Cas  ^li  peuvent  se  pre'senlet,  ne  nous  a  pourtant 
pas  offert  le  rebroussement  de  la  seconda  espèce  (i8i),  et  cela  parce 
«jue  Teiistence  de  ce  point  singuUei!  n«  d^ôul  p>«  seulmieat  du  fre- 
mier  terme- de  la  série  '        ■        '  ■ 
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En  effet,  Teqpation 

rapportée  ^s  le  n*  i8i ,  étant  résolue  par  rapport  k/,  donné  le*  deia 
Talenr» 

et  en  se  bornant  an  premier  terme,  comme  au  plus  considérable,  ob 
ne  trouverait  à  la  combe  qu'une  seule  branche,  passant  dans  les  deux 
angles  adjacens  placés  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses  ;  mais  le  second 
terme  devenant  imaginaire,  montre  que  la  coui|be  ne  s'étend  pas  du. 
côté  dés  X  négatifs,  et  que  du  c6té  des  x  positif  elle  a  deux  branches 
qui  ont  pour  tangente  commune  l'axe  -  des  abscisses ,  puisque  l'expo- 
sant a  surpasse  i .  On  voit  ensuite  que  tant  que  l'on  supposera  x  très- 
petitj  le  premier  terme  de  la  valeur  de/  l'emportera  sur  le  second,  et 
que  par  conséquent  pris  de  l'origine  des  coordonnées,' lés  deux  branches 
de  U  courbe  seront  du  même  cdté  de  l'axe  des  abscisses,  ainsi  que  le 
nG.36- montre  la  fîgnre   26. 

En  général,  il  est  visible  que  lorsqu'il  y  aura  plusieurs  branches  qni 
passeront  h  l'origine  des  coordonnées,  on  trouvera  un  pareil  nombre  de 
séries ,  et  que  parmi  ces  séries ,  toutes  celles  dont  le  premier  term* 
contiendra  x  avec  un  exposant  plus  grand  que  l'unité ,  ayant  l'axe  des 
abscisses  pour  tangente  commune,  se  toucheront  par  conséqnenr. 
C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  deux  espèces  de  rebronssement;  mais  quand 
les  séries  n'ont  pas  de  termes  qui  deviennent  imaginaires  par  le*  chan- 
gement, du  signe  de  X,  les  deux  branches  se  continuant  de  chaque  côté 
de  l'origine,  produisent  une  oscillation  ou  un  embrasseme/U  (188^. 
.  .  S'il  se  rencontrait  dans  une  série  un  terme  dont  le  coefficient  f&t 

imaginaire,  c'estr-ài-direde  la  firme  (a+^V-— ^)'  >  ^  s^>^  >is 
pourrait  devenir  réelle  que- parla  suppAsition  de  x=:0,  qui  donne* 
rait_;'  =  o,  et  ne  représenterait  par  conséquent  qu'un  point  situé  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  ce  serait  un  point  conjugué  avec  les  branches 
produites  par  les  autres  séries  tirées  de  la  mérbe  équation. 

Pour  rendre  applicables  à  tons  les  cas  les  remarques  précédentes,  3 
resterait  à  donner  des  procédés  abrégés  pour  transporter.  l'origine  de» 
coordonnées  à  un  point  quelconque  ,  et  placer  Taxe  des  abscisses  sur 
la  tangente  à  ce  point,  puis  k  déterminer  les  diverses  séries  asccn-^  ' 
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dantes  qne  pent  fournir  l'équation  proposée,  lorsqfa'elle  est  ainsi  trans- 
formée: c'est  à  cela  que  reviennent  les  méthodes  '  qu'on  trouve  dans- 
V Introduction  à  Fanaljse  -des  lignes  courhes,  par  Cramer;  mais  je  n'ai 
youlu  ici  que  montrer  la  liaison  des  diverses-  formes  de  points 
sin^liers  avec  les  équations  des  courbes,  puisque  je  dois  indiquer, 
dans  le  Calcul  différentiel,  des  moyens  pins  simples  pour  en  recon- 
naître l'existence. 

ao5.  La  considération  des  diverses  séries  descendantes,  qu'on  pent 
Urer  d'une  équation  à  deux  varîabJes  ,  &it  connaître  combien  la  courbe 
qu'elle  représente  a  de  branches  infinies ,  -  et  quelle  est  la  nature  de'  la 
ligne  vers  laquelle  ces  branches  concourent.  U  est  évident  qu'une 
courbe  ne  peut  avoir  des  branches  infinies ,  qne  dans  les  deux  cas . 
soivans  : 

i'.  Lorsque  x  étant  infini,  j'  a  une  valeur  réelle,  soit  finie,  soit 
infinie;  a',  lorsque  j  devient  infini,  quoique  x  reste  fini. 

Pour  le  premier,  on  cherchera  toutes  les  séries  ipii  expriment  la  va- 
lear  de^  dans  l'hypothèse  de  je  très-grand  {Int.  6S).  Ces  séries  ne  pour- 
ront être  que  de  la  forme  suivante  : 

X==.,..Cj^  +  bJ  -^Ax*-^  B'x'^-i-  Cx~>' -i-fHe... .(I), 

dans  laquelle  le  nombre  des  termes  affectés  des  puissances  positives 

de  X  sera  toujours  limité.  En  Ëùsant...  Cx^.-^£x  •\'Ax*=y^,onaaT& 

^— /  =  5'x"*'h-  Cor"^'  +etc.; 

d'où  Ton  Toit  que  plus  ;r  sera  grand,  moins  y  différera  de  ^  ;  et 
comme  on  ponrra  toujours  prendre  x  de  manière  ^e'j'-—y  soit 
moindre  qu'une  grandeur  donnée ,  la  branche  représentée  par  la 
série  (1)  s'approchera  sans  cesse   de  l'une  des  branches  de  la  ligne 

doimée  par  réqnationj^=...  .Cap'+5x   -^Ax  . 

■    C'est  sur  la  nature  de  cette  ligne  qne  repose  la  distinction  des  branches 

iilfintes .  en  branches  hyperboliques  et  en  branches  parabolitfues, 

£.es  premières  sont  c^es  qui,  comme  les  branches  de  l'hyperboU. 
ordinaire ,  ont  une  ligne  droite  pour  asymptote  ;.  elles  répondent  au 
cas  où  y=^Bx-^A.  Lorsque  Bis=.&,  l'asymptote  est  parallèle  à'I'axe 
des  abscisses,  ainsi  qqfen  l'a  vu  dans  l'exemple  du  n*  précédent ,  et  «lie 
se  confond  avec  cet  ne  quand  B  x^d  5oat  unis. 
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■  Vétfoalàonysa  Cj^-^Bx-^Jf  la  [^us  limple ■prdfr^=:Ac-f-^^ 
«ppulMil  àlÂ^mboIe;  et  comme  cBe  est  eoMprÏM  daii»¥éq«rton 
générde  y=ss, . ,  Cx*  -f-  Bx  +  -^x  >  on  nomme  parahotiques  les 
courbes  que  cette  dernière  représente  ^  et  lea  branches  dont  eDea  sont 
les  asymptotes  ,  dans  une  courbe  qaelcontpe  >  s'appellent  iranehes  pa- 

Les  deux  branches  ^X  et  FF"  données  par  les  séries  (5)  et  (4) 
du  n*  igg,  sont  paraboUfpies,  puisque  leur  asymptote^  qui  a  pour 
é(]uatîon  /  sazba'^JC*  -i--»,  «stHne  courbe  panlra^pM. 

On  tronrera  les  branches  infinies  dans  lesquelles  j*  seul  derienl  îa- 
fini,  en  cherchant  les  séries  qui  expûment  la  valenr  de  x,  lorscpej' 
est  très-grand. 

304-  Si  d«tt»k<wie  {!)•»  £ùt mccesnveaMBt 

y=...^. CaP'+JjrV^x'-h B'x'^-^ Cx'^\  etc. , 

le»({ttantitésy,  y^  etc.,  approcheront  de  plus  en  plus  de  h  ralenr  dcj; 
et  par  conséquent  les  courbes  dont  elles  «xyrimeat  les  •rdannéM  if  u^ 
procheront  aussi  sans  cesse  de  la  branche  infinie  à.  laquelle  appartient 
la  série  (I).  Ces  couriMS-  seront  en  nombre  infini,  si  la  série  (!)  est 
infinie  ;  et  dans  ce  cas  la  branche  qn'eUe  représente  aura  une  infinité 
d^asjrmptotes  courbes.  Cependant  cette  dénomination  est  plos  parlicn* 
lièrement  afièctée  à  la  courbe  dont  l'ordonnén  est  y^  parce  9k*dl«  «A 
«nique  et  qu'elle  est  elle-raime  l'afijiB^te  de  tontes  les  antoes. 

LoMqve  la  braBcbe-  tfw  l'on  considère  est  b^perboIiipBe,.  on  qu'on  a 
yss&r-h-^»  1*  première  asjm^ote  eoucbe  est  danm  par  VéqB»- 
tion  y=Bx-^J+S'ar^^  qu'on  peot  ramencp  k  u»©  forme  tiJs- 
«imple^  en  ckangeaM  la  posilioii  de  l'ne  dee  absdaies.  Si  on  7  si^isti- 
tue  nu  pour  X,  ni-H*+i  pour  y  (18»),  et  ipi'un  fasse  »=A»,  k=sJ , 
tm  deviendra  ussJPm  t  ;  et  i  cause  que  les  coordonnées  x  et/ 
iontperpendicniaire»  entre  elles,  091  aura  m'H-«"==^i,  d^où  ' 

m  =  —7'     :■      et      >i  =     'A 
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n  &at  remtr<|ner  qne  l'équation  »s=J3'A>'  t"  comprend  comme 
cas  pardctiHer  l'équation  u  =  Pt",  qui  appartient  %  Hiyperbole  ordi- 
naire rapportée  à  se«  asymptotes ,  et  que  les  coail)es  qu'elle  représente 
ont  aussi  pour  asymptotes  l'axe  des  t  et  celui  des  u ,  puisque  /  devient 
nul  lorsque  u  est  infini,  et  réciproquemenL  Ces  courbes  sont  connue» 
sous  le  pom  ^hyperboles  des  degrés  supérieurs. 

En  exécutant  sur  la  série  (l),1a  transformation  précédente,  on  troa* 
Vera  u^^Sm  t  +  Cm"^  /"'  +  etc.;  la  branche  qu'elle  repré- 
sente aura  pour  akymptote  droite  l'axe  des  t,  et  pour  asymptote  courbe 

_g  _ff 
l'hyperbole  donnée  par  l'équation  us^Bm      t 

U  wiâlt  de  coimaltre  le  preaùer  .terme  de  la  série  {I),  pour 
juger  si  ia  bruKbe  à  laqadle  elle  ^partieot  est  fyperiolifue  on  pa- 
rubolique.  Le  second  cas  «m'a  liea  toutes  Ses  £ok  que  ce  terme  «era 

de  la  forme  Cx^,  y  étant  un  nonJyre  quelconque,  maïs  positif  et  diffé- 
rent de  funité.  Cependant  Texistettce  de  la  branche  m  sera  certaine 
que  lorsqu'on  n'aura  point  II  craindre  qu'aucnn  des  termes  de  la  aérie 
dcTienne  imaginaire  (202),  ce  dont  on  n«  peut  répondre  qn'apris  être 
parrenu  à  des  tisrmft  dont  la  loi  de  succesâon  'SOÎt  évidente. 

Le  nombre  «t  la  nature  des  branches  infinies  forment  les  cantclères 
les  plus  propres  à  distinguer  entre  eBes  les  lignes  d'uo  même  ordre; 
Euler  et  Cramer  s'en  sont  servis  pour  partager  celles  du  troisième 
et  du  quatrième  ordres  en  grandes  &mîlles  ,  auxquelles  ils  ont  donné  le 
nom  de  genres j  et  qu'îk  ont  subdivisées  en  espèces  j  par  la  considé- 
ration des  points  «ingnlters.  Newton,  dans  le  troisième  degré  seule- 
ment ,  a  indiqué  7?  espèces  de  courbes  :  les  géomètres  ckés  pins  haut 
«uont  trtnrré  qutSqnes-unes  de  plus,  et  Qs  ont  reconnu  que  le  détail' 
analogue  poor  les  courbes  du  quatrième  degré  ,  était  si  considérable 
qu'on  ne  pouvait  guère  se  fialter  de  l'épuôer;  mais  tontes  ces  divisions, 
souvent  assez  arbitraires,  sont  inutiles;  car  la  solution  analytique  des 
problèmes  conduisant  à  Véquation  de?  courbes  qu'3  importe  de  con- 
sidérer ,  on  n'a  besoin  que  de  savoir  discuter  cette  équation,  ce  qui 
peut  toujours  se  iàire  par  les  méthodes  exposées  précédemmment,  et 
iavec  encore  plus  de  Milité,  en  s'aldant  du  calcul  dîfiërentîei,  comme 
on  Ta  le  voir. 

UMge  dn  Cal- 

2o5.  Le  Odcul  différentiel  fournit  nn  m<^en  très-simple  et  très-é!é-  ^„,  ^^11 
gant,  d'appliquer  à  nn  point  quelconque  lescoosidératioDS  par  lesquelles  u 
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nous  avons  déterminé  la  tangente  du  poiot  situe'  à  l'origine  des  coor- 
données  ,  sur  la  courbe  que  représente  l'équation  ajc*-Hx^ — ay^=o  (  1 97). 
En  effet,  si  x  et  _;'  désignent  les  coordonnées  du  point  qu'on  vent  con- 
sidérer, et  que  l'on  substitue  x+A  pour  x,  ^\j-\~k  pour  ^,  dans 
l'équation  proposée,  on  pourra  regarder  A  et  ^  comme  de  nouvelles 
coordonnées  ayant  leur  origine  à  ce  point  ;  et  le  théorème  de  Taylor 
donnera  l'expression  de  k  eu  série  ascendante,  suivant  les  puissances 
de  A,  savoir: 

série  d'autant  plus  convergente  que  la  quantité  h  sera  plus  petite,  et 
pour  abréger,  je'la  représenterai  par  A=i'A-f-ÇA'+iîA*  +  elc.  Cela 
posé ,  le  coefficient  du  premier  terme  de  cette  série  détermine  la  po- 
sition de  la  tangente;  car  il  est  aisé  de  prouver  qn'une  droite,  dont 
l'équadon  rapportée  à  la  nouvelle  origine  serait  A;':=PA,  touche  à  ce  poiat 
la-  courbe  proposée;  c'est-à-dire,  qu'durune  droite  menée  par  ce  point  m 
peut,  immédiatement  avant  et  après  le  contact ,  passer  entre  elle  et  la 
FiG.  i>7  cornée.  Eu  effet,  soient  M^fig.  27  et  38,  le  point  donné  sur  la  courbe 
*'  '  proposée,  et  M'N'  la  droite. dont  il  s'agît;  A  et  £  r«irésenteroat  les 
coordonnées  MQ  et  ÇiV  d'un  second  point  de  la  courbe,  ^l'ordonnée 
correspondante ,  QiV',  de  la  droite ,  et  l'on  aura 

iV:Z^' =  ÇilT  —  ÇiV  =  A  —  yf  =  ÇA' +  itt» -h  etc.  ; 

.et  en  désignant  par  l^=jih  l'équation  d'une  autre  droite  MZ,  on  trou- 
vera N']S*^QN'—Q]S'=^k—f^={P~J)k.  Or,  tant  qu'aucun 
des  coeffîciens  P,  Q,  R,  etc.  ne  devient  infini,  on  peut  toujours  prendre 
A,  soit  positivement,  soit  négativement,  d'une  petitesse  telle  que  la 
somme  de  tous  les  termes  QA*-|-iîA>  -(-etc.  soit  moindre  que. la  quan- 
tité {P — ^)h;  dans  cette  hypothèse  NN'  sera  moindre  que  N'N'^  et 
nn'  moindre  que  n'n'-.  la  droite  MZ  ne  pourra  donc,  quel  que  soit  A^ 
passer  entre  la  courbe  MX  et  la  droite  AfT*,  dans  l'espace  iVn*. 

Pour  rapporter  l'équation  de  la  droite  MT  aux  axes  primiti&  JB 
et  AC ,  il  &ut  considérer  que  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de 
ses  points,  par  rapport  à  l'origine  primitive  A^  seront  respective- 
ment X  +  A  et  j"  -f-  A  ;  et  en  les  représentant  par  a/  et  y,  il  vieudi-a 

h  =  x'  —  Xy         A'=y^  — ^  : 


on  anra  ainsi 


y-^=i'(x'-:t),      0.     yv_^=^(a<-x). 
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en  rampU^nt  P  parle  coefficient  différentiel  qu'il  représente ,  et  qui 
exprime,  conune  l'on  voit,  la  tan^ate  trigonométrique  de  l'angle  inie 
foit,  avec  l'axe  des  abscisses,  la  droitequi  touche  lacouriïe.  ' 

aoô.  Le  coefficient  du  second  terme  delà  série  k=Ph -^  Qh^  +étc. 
fait  en  général  connaître  la.poi(itioD.4e-.lb^  courbe  à  l'égard  de  sa 
tangente  et  de  l'axe  des  abscisses  ;  car  le  signe  de  la  quantité 
^Jr=!ft— A'=:QA'-t-iîA*+etc.  ne  dépend  que  de  celui  de  Ç,  tant 
que  Von  donne  à  h  une  valeur  assex  petite  peur  que  le  terme  Qh*  sur-^ 
passe  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  saÎTént;"etU  est  yisîble  'que'  la 
courbe  sera  en  debors  de  sa  tangente,  par  rapport  àl'ax'e  des  abscisses , 
si  If  If  est  de  même  signe  que  PM,  et  en  dedaAs.si  'JVN'  et  PM  4im( 
de  signes  dïfferens.  paUs  le  premier  cas,  la  courbe  proposée  pré«entera 
saconTexité'  à  l'axe  des  abscisses, ^/^.  a^,  et  dans  le  second,  sa  conca- 
yitç,^.  aS.  On  peut  donc  juger  par  le  signe  de  Ç,  ou  cehiiilu  coefficient 
différentiel  ^ ,'  cpmparé  à  cdluî  de  rordonnée,^  comàent  eàt  tournée, 
4Un*  «ipeint-  quelconque,  par  rapport  à  la  ligne-de»  abaciMes,  la  £ôu- 
cavité  d'une  courbe  dont  on  a  l'équation. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  Calcul  différentiel  n'entre  dans 
toutes  ces  recherches  quexoDD^e  un  procédé  purement  analytique,  qtn 
pourrait  remplacer,  d'une  manière  moins  commode  à  la  vérité,  toute 
autre  méthode- propre  k  donner  le  développement  de  k.  Arbogast' présent 
ta  le  premier  sous  ce  point-de-vue  l'application  du  Calcul  différentiel 
à  la  théorie  des  courbes,  et  M.  Lagrange  y  fiit  conduit  aussi  par  sa  nu->. 
nière  d'envisager  ce  calcul  (16). 

aoj.  La  manière  la  plus  simple  de  construire  la  tangente  pour  un 
point  donné  sor  la  courbe ,  est  d'en  chercher  un  second  point;  on  choisit 
ordinairement  le  point  T^  où  elle  rencontre  l'axe  des  abscisses.  Il  est 
évident  que  ponr  trouver  -^T,   il  Êtut  fairey  s=o  dans  l'équatioa 

/— ?'=^(*'— *)î  et  on  en  tirera 

m  observant  que  lorsque  y  est  fotùtion  de  Xf  et  réciprôqifcnMut , 
p-  eét  rinverse  de  ^  (S;).  Si  on  retranche  AT  âe  JP,'îï'  enrftuli^ 
ifn  l'expression  de  la  soutaagetUe  PT i  ou.vxnjioi^fi  PTokj^,^  :!. . 
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A08.  V«iei  owlatCMBt  qaelqiiM  iqpplicationfl  des  lî»atnles  troATén 
ci-dcMo». 

I*.  Soit IVqaation  de  la  parabole ^=:mj:;  ou  en  Uren  ^=s— ,el 
rëqnatiop  de  la  tangente  deviendra 

f  g  T^dni«o^»tt  aafaoc  dénominatear,  et  en  nitWintpiir  jf*  9».tdmr  wue, 
on  trowvera  ^yy  a=?  ia(«'+«)>  Si  on  &iiy=saa,  on  aws  j/ssJtr^r— «x, 
cl  par  cooaéquent  fTsssSffi,  xécultati.  coofecroe»!  ofox  dn  »'  >eG;  o* 
peut  vom  caJculer  inuaédiateneiu  JIT  et  PTj.  «a  inhitîlwain  4aas 
leur  npréwieB  la  ytieae  de  ^  et  eeHe  dte  ^. 

Pour  le   cercle  dont  rétjoation  serait  jr'4>^=3iar,   on  anrait 

PB  nMmj^y-^a^sosa^;.  am  irMveM  toMKtt  ^ranr^,  iTg;— """J**. 

5^  li'éqaaiÎMkjfanMjvohiur',  ^  retwésMM»  to«la«  te»  c«iiAe*te 

lecqnd  de^^  donne  2^=^ — ~ — t  *'  2"    conséquent  la   so«tan— 

M»t«  P(P dtvîeM  — ^-  ;  nbstiliiant  a«  Kea  db^  r*  m  fmInBr,   «n 

4*>  Enflh  on  tire  de  IVcpiatiea 
rëqttati<m  de  la  tan^nte  détiendra 
cF  mettÉBï  ponr^  m  valenr,  on  avra^  en  y^dnîsairty 

OB  tronTcrt  anssi  PT^^^^^  =  î^  T     . 
<  «K*-**         «)*  —  «* 

,  iMft-  gy— ^■we^n»^^t<wg^^lte  iu i» «otrb», pw»  miY4n»%3Xmemt 
''jcwftéj.ii  fwt  «iifteswripe  Jbft-  coordnfniSes  dece  poùu  di»ûwi«>  «oor- 
jointeipent  avec  celle»  do  point  de  eontact,  satisfitùe  Jk  Fëqoathm  g^é^ 
rale4v'Uiig>iiWâF)^eelIfrc<Mrbef  «aMrtecptrM*  ^  ff  dfeTgaent  fev* 
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ms  uùms  couBBES.  4^^, 

TRie»t«  «fc  j^  «  dey  an  pcB  lU  donae,  ou  auri  rrf<pi»»îûn  j8— i^a:  J2[.  («^  J-),  ■ 
4ans  laquelle,  les  coordonnées  x  et^  da  point  de  <?OnUct  sefop(  des 
inconnues  !i"d^iernimer ,  en  s'aidânt  de  JVquûtioâ  de  la  éouAé  pro-' 
posée,  àlaquelle  elles 'doivent  aussi  satisfaire.  '    '   -<     '•  ^  ■_.  ■ 

Prenons  pour  pgomier  exemple  lapu<iA«l«  4out  Véquation  est  jr*=mx; 
celle  de  sa  tangente  éttot  aï^=Mm(x'-+-*),deTi«lidM  »^=ma-\-nu:, 
et  donnera  j:^m~^-i}e  point  danslec|qel  k droite  repré*eatee.per 
cette  équation  rencontrera  la  parabole,  seu  le  point  de  contact  cherché. 

L'éqnationà  U  tangotite  dtt  e«rçle4taBt/y-f- J^xtt:«i*  (n*  précéd.), 
on  aura  pour  cette  courbe  0j-+-euc:=a*.  , 

Eofia  dans  la  conribe  doat  l'éqaatioa  e<t  x*  —  5iUty'^j*àn  à.  If  point 
de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l'intersection  de  cette  courbe 
samt  oellb.^  Md»«A  éa§ré  àimatéé  fta:  l'aquàtâob     ■ 

3 10.  Pour  mener  unejdioite  <fw  tBwehen—  courbe  donnée,  et  qui 
soit  en  même  temps  parallèle  à  une  droite  donue'e  de  position ,  ou  qui 
ftsse,  vné  l'«t»  des  àtstàÉse»,  ut  tngU  dont  la  tnigeMe  «M  rept^éSar- 
tM  p«F  «,  ili  imAm  4e  po«erg;«a«(  9«5)f  cosd)iD«nl  mtie  ^qM- 
tion  arec  catie  de  la  oap^  ptOpo^,  on  déCennÎMA.  k»  Y«leBr»:d«  x 
et  de^  qui  couTieoneut  an  point  de  contact  demandé. 

Dans  ie  tta  où  cette  courbe  «enttt  h  [or^ole  ordînatr^,  on  ânriàt 

—  =  «,  ce  qui  donnerait  t= —  et  xsct-;. 
ay  '  ■  '-lia  4^ 

SI  on  prrâd  o^  i,  il  vîenri^'ss— ,  xss-^;  d'où  il  suit  que  la 'tan-, 

(j'ente  menée  à  l'extrémité  de-Tordonnée  qui  passe  par  le  loyer  de  U.^ 
parabole,  tait  avec  Vaxe  des  abscisses  un  angle  de  o%5,  et  que  ta  dùoc- 
tion  tient  le  milieu  entre  j^elIe  de  la  tangente  au  sommef ,  qui  est 
pwpendicnUire  «mr  cet  axe,  et  k  timite  des  directions  dos  kiigentas, 
qui  tendent  sans  cesse  i  devenirparallèles  au  mtme  loee,  puisque  I4  coeffi- 
cient djfiiérçutiely^n^^  s'évanouit  Ipriqu»^  es»  îmfim. 

ait.  luÊi  fMstit-  MF  de  k  tan^aMe,  eoatptiie  «ntra  b  pMcAdecoM» 
tact  et  l'axe  des  abscisses ,  est  ^cile  à  déterminer  lorsqu'on  caaaak  la- 
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«outangente  PT  et  Tordonnée  PJf,  car  on  a  TM^^Pf^-^Pff  $ 
mais  on  peat  la  calculer  immédiatement,  an  moyen  de  son  expreMion 
générale ,  qu'on  trouvera  en  mettant  pour  PT  et  PM  leon  Ttlenis 
jr  -y-  et  j' ,  ce  qui  donnera 

^  appliquant  cette  formule  li  la  parabole,  on  tronre 

ettvmphçant^  par  fa  Taleur  \/mx,  il  vient  TM^ss  y/mx-^-'4x'. 

aia.  La  relation  qui  existe  entre  le*  éqaations  de  deax  droites  pei» 
pendicolaires  passant  par  le  même  point ,  appliquée  k  l'équation  de  la  tan- 
gente (305),  donne  pour  celle  de  la  ligne  MR,  perpendiculaire  à  MTp 

y-r=-|(-'-*)- 

Si,  pour  construire  cette  perpendiculaire,  on  vent  avoirlepomlJ? où  elle 
rencontre  l'axe  des  abscisses,  cm  fera^^o,  et  il  viendra  ^Rssafs^ 
^^^jt:  retranchant  ^P  on  x,  de  JB,  on  aura  PR^=jr^, 

Le  triangle  rectangle  PRM  donnant  mS  ss  PÂ*+  PJf',  on  en 
déduira  MR  =j  \/'  i  +  g. 

L9  ligne  JfA.a.reçn  le  nom -de  nmfmde ,.  on  de  pârpendieulair» 
Il  la  courbe,  et  la  parUe  PR  de  l'axe  des  abscisses  s'appelle  la  to»r~ 
noTTiuUe.- 

Dans  la  paraB(rfe  on  a 

«'f=J'l/'H-^=;V4r  +  '"'=5V'P»x+'»'.  et  M=". 


•étjDent  ^R=so  :  et  en  effet,  la  normale  d'un  cercle  n'est  autre  cbose 
que  le  rayon ,  dont  la  valeur  est  constante  et  qui  passe  toniours  par 
le  centre. 
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-  "S41  &Qùt  mener  la  normale  par  on  point  pris  bors  de  U  conrbe , 
on  paraUèlcment  à  une  ligne  donn^ ,  on  cirerait  comme  on  a  bit 
pour  la  tangente  (^og). 

ai 5.  En  rapprochant  lei  résultats  tronr^  dani  let  anmëiw  précMou, 
nous  anrona 

et  ponr  appliqner  ces  formules  k  une  conrbe  quelconque,  il  soffira 
â'y  substituer  k  valeur  de  ^ ,  ou  celle  de  ^ ,  tirée  de  l'équation  diffé- 
renUelle;  on  cbassera  ensuite,  k  l'aide  de  l'équalion  j^imitiTe,  cdle 
des  coordounées  xoajr  qu'on  TOndra. 

On  trouvera  ainsi,  pour  les  lignes  du  second  degré,  d'après  l'équa- 
tion j^  ssmx-hiMf  f 

^r  —  — -—Sî— -     pT *("*^+'^ 

r       n        »  a       ' 

Daiis  tout  ce  qni  précède,  nous  avons  supposé  que  les  coor^nnées 
xetjr  étaient  perpendJcnl&ires  entre  elles:  mais  U  est  aisé  de  voir 
que  quand  même  elles  feraient  un  angle  quelconque ,  l'équation  de  la 
tangente  ne  changerait  pas  de  forme,  non  plus  que  les  valeurs  de  ^T 
et  de  PTf  qni  en  sont  immédiatement  déduites;  à  l'égard  de  MT, 
de  Jlfiï  et  de  PR,  on  trouverait  leur  expression  par  le  moyen  des 
triangles  MTP,  MTR  et  MPR,  dans  lesquels  on  connaît  on  un  angle 
et  deux  côtés,  ou^enx  angles  et  un  càté. 

ai4-  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente  d'une  courbe 
proposée ,  lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  de  plus  en  plus  de 
l'origine  des  coordonnées,  on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a  des 
asymptotes,  et  déterminer  leur  posidon. 
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fiG.39.  On  Toit  en  effelqae  d«it  «M  mui4m  MX^  _fig.  19»  ^i  t  ùci  asysap^ 
tote  (trotte  fIS,  à  tm«h»  iftie  4e  point  if  l'éloigM  d«  rorigiae,  k  taB- 
geute  MT  s'approche  de  Tasy^ptote,  et  les  points  T  «*  ^  aurcheat 
respeclÎTement  vers  les  points  Rti  E  ^  ensorte  que  JR  et  JE  sont  des 
Ijatlte  f^  kv  VriMn  4%4T*X  d«  ^^P  M  «•«aient  francliir,  ai  ménie 

atteindre ,  mais  dont  elles  peuvent  difiërer  aussi  peu  qu'oi^  Toodra.  }1 
suit  de  I«  q»e  pour  trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes,  il  &Dt 
cfaerc^ar  silt»  ez^ewMns  (te  AT  ti,  de  JD^  relative»  à  cette  courbe, 
sont  suiceptiMa^  de  limites  finies,  et  lorsque  cela  arrivera ,  ces  limites 
eunt  can#tpuites,  donnerwit  le»  deux  points  fl  et  ^,  par  JnqrcU  on 
mènera  la  droite  AS,  qui  sera  l'asymptote  demandée. 
"  Nous  avons  déjà  calcula  (aoy)  Texpression  de  AT;  quant  \  edie  de 
AD,  <m  h  tf«uvmi  m  lai^aBt  x'ar  o ,  d»»  l'éqiutiM  de  U  (ai««Bte, 

01  il  e»  f<Mll«^:-/il»py=«r— *^- 
Appliquona  c«  qui  procède  i  l'équaUon  ^'BEmi+TMc»,  »om  e»- 

tirerons 

les  derniers  membres  de  ces  cqwtions  pwiT«Bt  ^xt  nii»  ums  les  formes 

"*"    et "*  ;  par  eoaiéqueat  Iwm  limites  respectives,  dans 

-+=«       a|/2+« 

1^  c«s  «ùoBinppowx  iofinî»  «nty— ^sa^fl  el  —j^^-^.' 
'  Si  n  ^tait  pïJle,  les  expressions  de  AT  et  de  ^i>  dewadrawnt 
infinies  en  même  temps  que  x,  et  la  courbe  proposée  iCv^aA  po4»l 
d'asyuaptotçs  ;  çHo  n'en  aura  pas  non  plus,  lorsque  n  sor»  ■cgaiire, 
^rce  qu'alors  son  équation  n'admettra  point  pour  *  une  vale«r  mû>ie> 
Considérom  encore  ta  courbe  repréuatée  par  réqiutîoa 

oika49ns  cette. courbe 

"^X* — ay'  J^  — *"; 

Pour  trouver  la  limite  vers  laquefts  teadciU  «■  axpDcsaÎQi»,  à  «ç- 
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mre  *ptt  x  KépaerOt  >  il  jSradrùc  Mba/àtaer  «i  U«u  d«  /  sa  râleur 
en  X  y  on  du  moins  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  desceu' 
dante»  ipM  l'on  tirerait  dis  l'écpiatidn  fropiHte  i  mai»  on  peut  snppléer 
à  ces  rësoltats  dans  l'exemple  pre'seot,  par  un  artifice  aQdyti({ae  fort 
simple.  Si  on  iàît  x  =s  ^,  Ftfquatûm  pressé»  donendra  divisible  par^\  v 
et  l'on  en  déduira/ =—7-^.  U  est  fiicile  de  voir  maintenant  que  la  su|^ 

position  de  /s=—  1 ,  rendra  _;'  infini,  et  donnera  x=  — J'j  en  chan- 
geant X  en  —jr  dfiiM  le»  expreseîtfB»  de  ^7  «i  de  JJ)^  et  prenant  les 
limites  {Introd.  n"  lo  et  suiv.),  on  anra  AR—'       \ — a^^ÀE.  Menant 
donc  par  les  points  BttE,  fig.  3o ,  eoflsff<ril»  am«  las.  wleaff  ytécé*  fig.  >k 
dentés,  la  droite  ER^  elle  sera  l'asymptote  des  branches  AY  et  ^Z. 

Si  l'une  des  quantités  ^T' ou  ^i7,y^.  ag,  restant  finie,  l'autre  devenait  nG>  ic- 
infinie,  il  esk  étidaat  «pie  fa5;fiwptpte  salut  parallèle  à  l'àxe  sur  lequel 
se  trouve  cette  dernière.  Ponr  ne  manquer  aucune  des  «yraptotes  qne 
doit  avoir  1*  cowbe  ptoppeée^  il  faut  Êûa«  snccew'vement  x  iofiat  et 
y  infiai,  et  Bvbalitaer  diëi»  le»  expradùon»  dta  AT  et  de  AU  y  chacun 
des  résultats  différens  que  donnent  l'une  et  l'autre  hypothèse.  Lorsifue 
ces  expressîoBS  devieniïonl:  infiusoF  or  mène  teoips  ,  on  aa  conclura 
que  la  courbe  proposée  n'a  pas  d'asymptotes.  Il  pourrait  arriver  que 
ces  quantités  fbssent  toutev  deccr  mdletf  r  (laA»  M  tfVs  I»  mm/ké  jwncff 
pour  asymptote  une  droite  meaée  par  l'origine  des  coordonnées;  mai» 
conune  on  n'en^comialt^C  alote  qt/ita  pwint ,  if  f&ntb^  en  chercher 
la  dtaeetim  ,-  et  po«r  cela  cw  fveadntiti  Uffittîtè  dr  Kéa^ession    %  , 

qui  rqtréseute-  b-  ttKgmite  de  Pasi^  JH^TV  prtar  «s  poiù  quelconque 
de  la  conrbe^  et  on  aurait  la  tangente  de  l'angle  SBB. 

3iS.  Après  avoir  montré  Tussge  cfes  dliStrniti^tf^  dat»  la*  rtcftewfrtf  EiiiicM'on 
des  tangentes  ,  iï  me  parait  convenable  de  faire  voir  cmAnietir  ces  fodc-  ^^  i^Sii^. 
t#oa»Bervent4«iEprîmerdes-reUtÎDas-entBe  les  coordonnées  dune  courbe,  et  a*  ri^n 
la  longueur  de  ses  arcs ,  et  l'étendue  des  aires  qu'elle  eptibrasse,-  relation»  ^'oMconriM. 
qn ,  le I^SF  svnww,  «ont  frasseeadSKte»  entR  le»ianatMiM  {NÛuUvee, 
et  donf  &  coimwsanire  ncms*  sera  trtH^  par  I)f  autfe;, 

On  a  supposé ,.  dans  an>^nd  ntHnbre  délivres,  eomme  tlne  cBose' 
évidente,  qu'un  ^etit  ar*'  de  'courbe  peuU  éirc pris,  pobr  sa  corde, 
tfW^à-dire  que  k  n^tjmefdt  fan  mdtiam  èmd»  mjmur  Umif^  t-ùmiéi- 
f^tte-  proptra^n  très'-iinpoirtanie'  s^  aéâaun«ijns  trewHr  tétav  ètmaoi^ 
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trée  (*) .  On  peut  y  parreàir  de  plusieurs  manières  ;  la  sniTtote  n't  pm 
la  plus  analytique. 
FiG.ia.      Le  triangle  recUngle   M3fQy^.  53,  donne   pour  h  corde  de 

l'arc  3/OM',  

MM'  =  l^MÇf  -^-Wq"; 
or,  en  prenant  MQ^h,  on  a 

^'<?=*  =  rr+Si^  +  "«.. 

développeiiient.qoe  l'on  peut  mettre  sous  la  fonne 
(_p  +  Ph)h, 

et  n  est  k  propos  de  remarquer  que  la  qnantité  P  est  toujonrs  cont' 
prise  entre  des  limites  assignables  (17a).  D'après  ces  dénomiuliooi, 
il  vient 

MW  =  VV+C/ï  +  PA/A'  =  AVi  +  {/»+^A)'; 
menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  tronvera 

JTÇssAfÇ.langA^itfÇssgA  ;siph  (ao5), 

Awr  a.k'itf^'  +  NQ  =s  VA'  +/»* = fc  n/î+P  , 

CO  Newton  lui-mêm*  «a  a  jugé  ainii.  F'oyex  le  lemme  VI  àa  premier  livre  du 
Principes.  En  effet,  ce  n'est  pu  i  cause  que  l'arc  et  U  corde  s'iranomMaDt  en  mine 
temps ,  qu'U  est  peimii  de  les  prendra  l'un  pour  l'antre ,  puisque  denx  qoxDtités 
peuvent  avoir  en  l'évanouissant  des  rapports  très-différeni  de  l'unité ,  nuii  parce  qu'on 
peut  toujours  inscrire  dans  un  segment  de  coarbe  nn  angle  ansâ  ^^ochant  de  deux 
droits  que  l'on  Tondra. 
flCSt.  .Ayant  pris,  par  exemple,  denxcordes  ^5  et  .^(?,^.3i ,  égales,  puis  dent  ondes 
jiD  et  jfE,  encore  égales,  mais  plut  petites  que  tes  premières,  l'angle  D^E  m- 
paisera  l'angle  BAC-,  n  mainteBAnt  on  tire  les  cordes  BC  et  DE,  on  aura 
»r>  -no  nn 

-  =  sin  BAP,     -2k=  tiaDAQi. 


■       AB+AC      aAB  "  *      AD  ~ 

Im  angle*  BAP  et  DAQ  angmentent  sans  casse  «t  tendent  i  devanit  dnnts,  et  les 

lignes  l»isées.  y  à  mesure  que  leur  angle  s'ourre ,  tendent  k  devesir  égales  anx  droite* 
qui  jouent  leur*  extrémités. 
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«t  on  conclura  de  là 

Ce  rapport,  lorsque  A=:o,  a  pour  limite 


V/i  +p' 


0iai»  un  arc  comme  MOM',  dont  la  concavité  est  tournée  du  même 
côté  dans  toute  son  étendue  ,  est  eTidemment  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne  brisée  MN  4-  M'N;  donc  à  plus  forte  raison  le  rap-^ 
port  ■-„„,    a-t-il  pour  limite  i  umte* 

On  Toit  aussi  qu'il  en  est  de  même  da  rapport  de  Tare  MOM'  à  la 
partie  Mîi  de  la  tangente  comprise  entre  les  deux  ordonnées  PM  et 
FM\  puisque  l'expression 

^ff'       AV'i+Cp+i'Ay 

a  pour  limite  l'unité;  mais  cette  circonstance  n'a  lien  que  parce  que 
les  ordonnées  sont  menées  perpendiculairement  à  l'axe  des  abscisses  (*'). 

3i6.  Ce  qu'on  vient  de  voir  mène  ^  l'expression  de  la  diffërentielle 
de  l'arc  d'une  courbe  par  celles  de  son  abscisse  et  de  son  Qrdonnée. 


(*)  M.  Lagrange  {Théorie  des  fonctions  analytitfues)  a  fait  remarquer  qu*  la  longueur 
de  l'arc  d'une  courbe,  quand  ta  concavité  démettre  tournée  du  même  côté,  est  comprise 
entre  tes  parties  que  Us  ordonnées  qui  le  temUnent,  interceptent  sur  la  tangente  la  plus 
inclinée,  et  sur  celle  qitî  l'est  le  moins. 

En  effet,  l'arc  MOM',Jlg.  33,  étant  plus  grand  que  la  corde  MM',  surpasse  i  . 
plus  forte  raison  la  tangente  M'N',  qui ,  faisant  un  plus  grand  angle  que  cette  corda 
avec  les  ordonnées  parallèles  PM  et  P'M',  s'approche  plus  de  la  perpsndiculaira  menée 
entre  ces  ordonnées  :  d'un  autre  côté ,  le  même  arc  est  moindre  que  la  ligne  brisée  MGM' 
qui  (l'enveloppe ,  et  celle-ci  est  moindre  que  MS,  puisque  OM'  est  moindre  que  GN , 
comme  étant  opposé  dans  le  triangle  M'GN  à  l'angle  GNM',  moindre  qne  GM'N. 

On  conclut  aisément  de  li ,  que  la  limite  du  rapport  entre  l'arc  et  U  corde  est 

l'unité;  car  il  est  visible  que  la  valeur  de  p  pour  le  poiat  M',  sera  de  la  forme  p  +  QA, 

et  que  par  conséquent  les  rapports  de  MM'  â  MNet  à  M'N',  qui,  d'après  ce  qu'on 

vient  de  roir,  comprenaeot  celtùde  MM  k  MOM',  ont  tous  deux  l'unité  pour  limite. 

ï.  55  * 


IBIBU  1.'] 
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Il  est  d'abord  évident  que  l'arc  DM  variaQt  de  grandeur  âvec  l'abscisw 
AP^  est  une  fonction  de  celte  abscisse.  Soit  donc  J  cette  fonction 
lorsque  x  se  cliauge  en  œ-^-h,  elle  deviendra 

^  +  dii  +  dFi:ïï  +  d:?  77^73  +  ^^" 

et  par  conséquent  on  aura 


mais  MOM"  étant  toujours  compris  entre  MM'  et  MTf-^NM'j  son 
développement  le  sera  aussi  entre  ceux  des  expressions 


h  Vi+O'  +  .PA)'      et      h  Vi+z»'  —  i>A». 
Celui  de  la  première  reste  seul  à  effectuer  ;  et  comme 

en  développait  la  puissance  fractionnaire  în^qaée^  on  obtient  UQ 
résultat  de  la  forme 

A  (!+;»•/+ ÇA*, 

ayant  le  même  premier  terme  que  h  \/i  ■+-;»•— Pk\  il  suit  du  n'  4e 
de  l'Introduction ,  que  le  développement  de  la  quantité  intermé^airQ 
MOM'  aura  également  h  V'i+/'*  pour  premier  terme  :  ainsi 


et  par  conséquent 


;=\/-+aê'     d-=vi?+ar-. 


En  appliquant  cette  fonnule  au  cercle,  dont  l'équation 
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xàx'^fÛf  =  o,      d'où      d/Œ— ^v 


.d, =l/ï?7^  =f  V^?+? 


■résultat  qui  rentre  dans  celai  fia  a*  58,  locsqu'on  j  chuiga  «  M^*^ 
«t  ga'oD  fiut  asBi. 


3 1 7.  Je  placerai^ici ,  comne  une  reeherclie  anslogne  ^  ht  precedétite,  cetie 
de  la  différentielle  dn  segment  DAPMjJig.  Sa,  de  l'aire  d'une  courbe,  nC-S*. 
compris  entre  deux  ordennëes ,  dont  la  première,  DA.,  est  suppecée  6xe , 
et  la  demièM>  Pilf,..-nrie  avec  l'-abscisse  AP.  L'étendue  de  l'espace 
DJPM  étant  détcraûnéepar-. cette  abscisse,  en  est  une  foBCltoii;  «t  ea 
la  représentant  par  »,  on  anm  l*«ire  P^P'M',  corrê^ondaate  àl'absasae 
JtlP'^K •X'^ %,)  poorle  déyelôppemeat 

d'où^  retnuuîbant.L'eq^e  ptix^tif  DJ'PMyîlTMVÊOk, 

PMM  />■=  j-  -  +  J-:  _  +  j-,  --5.+  «a 

C^  posé.,  l'espace  PMM'P'   est   toujours  couvris  entre  les-  rec- 
tangles PMQP'  .et  PMM'P' ,  dont  le  ^emier-  .■  pour   expression 

PM,.  PF;=ijht  jex  le  second, 
«^itdaac  «atreJu  ibnclitM 
^e  dbit  se  troitrer  compris  le  déTeloppement 
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«t  ces   fonctions  «yuit  le  mime  premier  terme  J'A  >  il  ânidn  ne 

consÀpient  qae 

g  A  =jh  ,      d'oii     ^  =  j,      dz  ^jâx. 

Dans   le  cercle    où  jr  ssV«* — -"j?,  il  viendra 

Xolserrerai  en  passant  qae  l'on  pourrait  se  servir  de  cette  di&ëreniieiïe 
pour  former  ,  au  moyen  du  théorème  de  Tajlor,  le  développemeat  de 
l'aire  du  segment  ;  mais  ce  moyen  conduirait  h  des  calcols  assez  Icingi 
«t  peu  symétriques. 


DNcmiMudft     ^i^-  Quoiqu'on  ne  puisse  mener  aucune  droite  entre  une  toxatie  «t 
»  de*  li- M  tangente ,  on  y  peut  néanmoins  ^re  passer  utae  infidlté  ;dc 'ligfnei 
""^'courlies  différentes,  qui  toncberont  foutes  la.-conrLe  proposée  ;  et'  seront 
touchées  par  sa  tangente.  La  sérié  de  Taylor,  en  rarrétant  Successivè- 
ment  à  chacun  de  ses  termes ,  fournit  elle-même  une  suite  indéfioie  de 
courbes  qui  fouissent  de  cette  propriété. 
En  effet,  si  dans  la  série 

A  =  i^A  4- ÇA» -+- iïA« -f  JA«  +  eie.,: 

on  Sait  sncce^vement 

fir=  Ph-{-  Qh% 
i^=  Ph  +  ÇA'  +  Rh\ 
etc. , 

FiG.  35.  J^  seraTordonnée  dé  la  tangente,  prise  par  rapport  h  Vzxe Mff  y  Jîg.  S5, 
la  nouvelle  oHgiue  étant  en  M;  V  sera  l'ordonnée  d'une  parabole  pa»* 
■ant  aussi  par  le  point  M  et  déterminée  par  la  valeur  que  prennent  les 
quantités  P  *tQ  pourra  point;  A* sera  encore  l'ordonnée  d'une  cooHie 
parabolique  de  l'ordre  supérieur  à  celui  de  la  précédente,  et  ainsj  de 
suite.  Toutes  ces  courbes  auront  la  même  tangente  que  la  fto^wée, 
puisque 

p  _  ^y  __  ^* -_  d*^  _  d*^' _  d** 
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et  si  on  prend  la  diflërence  entre  les  ordonnées  de  ces  courbes  et  celle 
de  la  proposée,  il  viendra 

NN'  =  k  —  }e  ^Qh*  -^  RB  4.  5A*  +  etc. , 
NN'  =*  —  *'==  iîA'  +  'S'»*  +  etc. , 

N]S'=  k  —  k'=  Sh<  4-  etc.  ; 

d'où  il  suit  que  l'abscisse  h  étant  prise  assez  petite  pour  qu'un  terme 
quelconque  de  la  série  qui  exprime  là  valeur  de  A  ,  soit  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  suivans,  alors -iViV'  sera  moiadré  que  NN',  NN'. 
moindre  qneiViV%  etc^,  et  quand  on  fera  A  négative,  on  trouvera  deméme 
nn'  <:  nn',  nn'-<C.im'f  etc.Xa  courbe  My  passe  donc  entre  la  tangente 
My  et  la  courbe  proposée,  AOT;  dé  même  la  courbe  Afl"  passe  entre 
MV  et  MX,  etc. ,  et  chacune  des  lignes  MV^  MV,  MY",  etc.  s'appro^ 
chant  plus  de  la  courbe  proposée  que  celle  qu!  la  précède ,  peut  être 
regardée  comme  ayant  un  contact  plus  parfait,  ou  d'un  onbv  supérieur  à 
celui  du  contact  qui  se  trouve  entre  ces  deux  dernières.  11  est  visible  que 
l'ordre  du  contact  est  marqué  par  le  nombre  de  termes  qui  sont  communs 
an-développement  de  A  et  à  l'équaUon  de  la* courbe  touchante. 

Les  courbes  MV,  MY'y  etc.  jouissent  toutes  d'une  propriété  ana- 
logue à.  celle  qui  forme  le  caractère  de  la  tangente,  (aoS)  :  de  même 
qu'entre  cette  Ugne  et  la  co.urbe,  on  ne  peut  Êiire  passer  aucune  autre 
droite  ,  de  même  entre  la  parabole  MY'  et  la  courbe  MX,  on  ne  peut 
faire  passer  aucune  parabole  du  second  ordre ,  dont  l'équation  serait  de 
la  fonne 

car  tant  que  A  tXB  différeront  de  P  et  de  Ç,  on  aura 

Jt  —  *,  =  (i» — ^  A  +  (Ç — -8)  À' +  iïÂ' 4- etc.  > 

«t  cette  expression,  lorsqu'on  prendra  h  très-petite,  surpassera,  soît  po- 
sitivement, soit  n.égativement,  celle  de  ^  — A:*  qui  commence  par  une 
puissance  de  h  plus  élevée.  Si  on  avait  Ji=iPy  quelque  valeur  qu'ait 
d'ailleurs  le  coefficient  5,  la  parabole  donnée  par  l'équation  k^Pk-^Bk*, 
«lirait  la  même  tangente  que  la  proposée  MX  y  et  la  toucherait  par 
conséquent  ;  mais  elle  passerait  en  dehors  de  la  seconde  parabole 
puisque  l'expression  de  jl  —  k^  comideBcerait  encore  par  une  puissaneê 
de  h  moins  élevée  que  la  3*.    Il  suit  de  là  qne  l'éqaetion 

k^isiJh-^Bh\ 
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conoprend  une  infinité  de  piraboles ,  qui  peuvent  irtnr  qd  conttct  ûa  |w«r 
mier  ordre  ,  avec  une  courbe  donnée,  maïs  qu'il  n'j  en  a  qu'une  seule 
qui  puisse  en  avoir  un  du  second;  ponr  distinguer  cette  dernière  de 
toute  autre  »  nous  la  noToraeroixi  paraiok  osailatrice.  On  verra  de  même 
que  panni  les  courbes  paraboliques  reprëventées  p^Tcqoatioii 

II  y  en  aura  une  infinité  qui  auront  avec  la  courbe  MX  des  contacts  du 
premier  et  du  second  ordre;  mais  qu'une  seule,  scvoir  celte  où  ^=sP, 
B=Qy  C=il,peut  en  avoir  un  du  troisième  :  elle  sera  doRcla  deuxième 
parabole  osculatrice,  et  ainsi  des  autres. 

Lorsque  la  courbe  proposée  ne  snbit.pas  d'inflexion  an  poiat  qu'on 
considère ,  elle  se, trouve  du  -même  cdté  de  la  tangente,  imBiediatement 
avant  et  après  le  contact,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  k  l'égard  de  U 
première  parabole  osculatrice;  car  la  di0ërence  iViV,  dont  le  signe  peut 
toujours  dépendre  de  son  premier  terme  Rk',  en  prenant  k  convendile' 
ment,  change  désigne  en  même  temps  que.cette  quantité,  ce  qui  prouve 
que  la  courbe  Af  K*  passe  d'un  c6té  à  l'ant^  de  la  courbe  MX  :  il  j  a 
donc  en  qnelqne  sorte  contact  et  interiection  entre  ces  deux  courbes.  Si 
on  avait  de  la  peine  k  concevoir  cette  circtmstance,  il  budraitse  rappelé^ 
que  dans  un  point  d'inflexion ,  la  tangente  coupe  la  cout4>e  proposi^,  et 
ne  la  touche  pas  moins  pour  cela.  Pareille  chose  arrivera  dans  tous  le« 
contacts  d'un  ordre  pair  ;  mais  dans  les  contacts  4,'ordre  impur ,  )eft 
deux  courbes  ne  feront  que  se  toucher. 

aig.  Je  ferai  remarqneren passant,  que  les  difierences  entreles.or^ 
données  correspondantes  des  diverses  conrbes  panb^qnes  que  je  vieM 
de  considérer,  répondent  aux  termes  successifs  de  la  série  de  Tajlor,  0t 
eu  donnent  la  graudenr  linéaire;  «ar  on.a 

ÇiT- ÇJV' =  «■-*'  =  Ci.  =  ^  i. 

ÇiV- -  ÇJV- =  *•-*•  =  M' =  ^  J^ 
etc.  : 
je  me  Jiornerai  ici  k  iodiqtter  lu  doimns  de  le  cùat^utàaa  de  k  ff»* 
mière  parabole  oiculatrice. 
Soa  éqnatioa 

f  =  Pk  +  Qk- 
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pént  (tn  mi^  M»  b  forma 

^{*-  +  -}  =  (»  +  ^)-, 
et  on  voit  alors  que  les  coordonnées  de  son  scHumet  -sont 
—  ^^,Ott  —  ^,  dans  leswi»  dos ^; 


4% 


^e  loa  axe  est  par^èle  aux/-,  et  qu'elle  *  pour  paramètre  ^-^■' 

â3j^ 


J30.  Les  coniliK»  du  genre  parabolique  ne  sont' pas  leç  seules  qui 
puissent  être  osculatrices.  Si  on  conçoit  qu'une  courbe  quelconque  que  }e 
désignemi,  ainsi  que  son  ëqnabonn,  par  (/^'),. passe  parlé  point  J!f,  et  ait 
par 'conséquent  à  ce  point  les  mêmes  ooordoDném  AP  et  PM.  qae  la  pro< 
posée,  et  qu'on  représente  par  if  l'ordoiinée  de  cette  conrbft  relative  à 
Taxe  MB'  et  à  l'abscisse  MQ'z=kf  en  snbstihiant  dans  son  équation 
j^-i-h,  y+K  it  la  place,  de  «es  coordonnées primîUVes  x'  ei^,  on 
toouTera  pour  K  une  série  de  la  forme 

iT  »  i»^A  +  C'A»  +  ffh'  4*  Sh*  +  etc. , 

eu  il  faudra  faire  ensuite  xf  =  x,  tty^f,  pour  placer  an  point  ilf 
la  nouvelle  origine;  et.il  vioidra  par  conséquent 

* — Ji:;?=  (P— p-)/.  +  <Ç— <?')V  +(^— ii')ft>-f(^^y)A* +eto. 

JLorsquei"  sera  égal  à  P,  cette  courbe  aura  la  même  tangente  quelapro* 
posée,  et  dans  ce  cas,  elles  se  toucheront  Tune  et  l'autre.  On  Toitaussi 
que  tantqueÇet  Q'  ne  seront  pas  de  signe  contraii^,  la  seconde  courbe 
passera  entre  la  courbe  proposée  et  sa:  tuigente ,  car  k—K  étant  réduit 
dors  à  (Q—Q^)  h*  -\-  (R  —  iï')A*-f-  etc.  sera  moindre  que 
k  —  A'ss  Qh'  «f-  SJ^  •+■  etc. ,  quand  l'abscisse  h  sera  prise  de  manière  que 
le  premier  terne  de  chacune  de  ces  séries  snrpasse  tous  ceux  qui  le 
suivent*.  La  diKrenoe  Q-*-^,.  comparée  à  Q^  fers  connaître  la,  situation 
re^ectîve  de  la  couHl>e  touchante  (/^'),  k  r«gard  de  la  coudbe  proposée 
et  de  sa  tangente.  Le  contact  de  la  courbe  proposée  avec  la  courbé  C^') 
serait  du  second  ordre,  si  on  avait  en  même  temps  P — /*'=;o,  Q—Q'=zot 
du  troisième-,  si  on  avait  i*—/*'s=o,  Ç— Ç'^o,  R — R^o;  et  en- 
général  de  l'ordre  marqué  par  le  nombre  de  coefficieos  qui  s'évanouissent 
dans  fezpTessioa  de  A— -JST. 
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Four  nu  poml  quelconque  de  la  courbe  (f^')j  Im  coefficiens 


^=%. 


<y  =  ^g„        R^^&- 


ri^' 


sont  des  fonctions  données  de  x',  de  y  et  des  constantes  qui  entrent 
dans  son  équation;  et  comme  au  point  3f,  af  eiy  se-changent  en  x 
el  j,  et  que  les  coefficiens 

sont  des  fonctionsde  x  et  de  j,  les  éc[nations  P — P'=Of  (^ — (^=0,  etc. 
ne  renfenneront  que  les  constantes  dont  on  vient  de  parler,  et  les  coor- 
données du  point  M  y  et  ne  seront  satisÊtites  que  lorsque  les  relatioDS 
qu'elles  expriment  se  trouveront  avoir  lieu  d'elles-mêmes  entre  ces  quan- 
tités ;  mais  sila  courbe  (^')  n'est  pas  entièrement  déterminée,  soit  dans  sa 
position,  soitdans  son  espèce,  son  équation  contiendra  alors  des  constantes 
arbitraires  dont  on  pourra  disposer  pour  sa(îs&ire  à. quelques-unes  des 
équations  i'—P'ï^o,  Q — Q'=z=o,ctc.  et  déterminer  par  là  un  contact 
d'uu  ordre  plus  ou  moins  élevé ,  suivant  le  nombre  de  ces  constantes.  - 

331.  Pour  éclaîrcîr  ceci  par  un  exemple,  supposons  que  la  courbe  (P^^ 
soit  un  cercle  dont  la  position  du  centre  et  la  grandeur  du  rayon  soient 
quelconques;  cherchons  les  divers  contacts  que  ce  cercle  peut  avoir  avec, 
une  courbe  donnée,  et  comment  les  constantes  qui  entrent  dans  son  équa- 
tion sont  déterminées  par  la  nature  du  contact  et  par  la  position  du  point 
où  ce  contact  a  lieu. 

Représentons  par  a  et  j3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  que  nous 
considérons,  par  y  son  rayon  ,  et  par  af  et^/*  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  sa  circonférence;  elle  aura  pour  équation 

X^a  première  condition  qu'elle  doit  remplir,  avant  de  toucher  la  courbe 
proposée^  est  de  passer  par  le  point  M,  et  pour  cela  il  fiint  que  son 
équation  soit  satisfeite,  lorsqu'on  remplacerai  et^^parx*!^,  ce  qui 
donnera 

(x^«)"+0--)S)-=>» (i). 

Puisqu'on  doit  regarder  les  variables  x  et/  comme  détenniuées  par  le 
point  M.  qu'on  considère,  il  s'ensuit  que  des  trois  constantes  arbitraires 
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«Lf  /S  et  ^,  U  n'en  reste  plus  qne  deux  dont  on  puisse  disposer  pour  rem- 
plir les  conditions  du  contact ,  et  qne  par  conséquent  ce  cercle  ne  pourra 
avoir,  en  général,  avec  la  courbe  proposée  ,  un  contact  d'un  ordre  plus 
élevé  qoe  le  second. 
L'équation  (j/— ee)',4-(y— /S)'^5'*  donne 


ly  _  ir  _  -C^--*> . 

■^— dZ—^d^-'- 


cIungeant  sf  tm.  X  et  y  eu  jf  dans  cette  valeur,  et  la  suLstitnant  dau 
P—P'^Oy-  n  viendra 


dr 


+^=°'    o^    (7— ^)^-\- (''—'*■)  ~o (a). 


Cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  a.  et  ^,  mais  elle  établit 
la  relation  qui  doit  exister  entre  ces  quantités,  pour  chacune  des  valeort 
puticoUires  de  x  et  dej'.  En  lui  donnant  la  forme 

on  verra  qu'elle  est  la  m^ne  que  celle  de  la  normale,  dans  laquelle  on 
aurait  changé  y  m  a  et  y  en  j8  (aïs),  et  on  en  conclura  que  tous 
les  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  la  normale  au  point  if,  et  qui 
passent  par  ce  point,  ont  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe 
proposée. 

Tonnons  encore  l'équation  Q— Q'^o,pour  achever  de  déterminer 
le  cercle  touchant  Nous  tirerons  d'abord  de  l'équation  de  ce'  cercle 

V  — Si?-' a(y-^* — . 

mettant  ensuite  x  pour  a^  et  jr  pour  y,  nous  aurons 

5  3^—  a(y-^)*        * 

ou 

(j—^y%+(r-fy +(.='-')'=•> •••(')■ 

Les  éqaatioDS  (i),  (a)  et  (S)  retmie»  sont  en  nombre  suffisant  ponr 

déterminer  a,  |3  etj.  ;  la  seconde  donne  (x—(t)=-^/^^^,  mb-, 

I.  S6 
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titiiant  cette  râleur  dans  la  troisième ,  on  trouva 

7-^  = g-,    ^"o    *-«  = g^ i 

et  au  moyen  de  ces  ezpreasioiUj  réquation  (i)  donnera 

1,9B  denx  premiers  résultats  font  connaître ,  par  rapport  «a  point  M, 
la  position  du  centre  dn  cercle  qoî  a  dans  ce  point  un  contact  an  se- 
cond ordre  ,  avec  la  courbe  proposée. 

Après  cet  exemple,  il  sera  facile  d'entendre  le  résnmé  qae  je  vais 
donner,  de  la  théorie  importante  développée  dans  les  articles  précédens. 

âaa.  Lorsque  deux  courbes,  dont  les  ordonaéet  et  les  abscis«es  sont 
désignées  par  j:  et  ^,  j/  et^,  ont  un  point  commun,  et  pour  Je^el 
par  conséquent,  en  disant  dans  leur  équation  re^ectire  a:' ;^x,  on  a 
y^j^y  ii  on  prend  la  difierence  dea  séries   . 

qui  expriment  les  ordonnées  des  points  correspondans  à  l'abscisse  x^h, 
on  trouvera 

pour  l'expresMon  de  la  dislance  des  deux  courbe^,  mesurée  dans'le  sens 

de  l'ordonnée ,  et  pour  une  différence  d'abscisse  h ,  depuis  le  point 

qui  leur  est  commun. 

Cela  posé ,  si  les  coordonnées  x  etj"  sont  censées  appartenir  à  uo  point 

'déterminé  d'une  courbe  dont  l'équation  Vs=.o  ne  renferme  que  de» 
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constantes  données,  tandis  que  l'équation  ^==x  o  de  la  seconde  cotirbe 
renferme  un  nombre  n  de  constantes  à  déterminer,  ensorte  que  cette 
courbe  soit  seulement  donnée  d'espèce  sans  l'être  de  grandeur  et  de  po^ 
sîtion,  et  que  l'on  regarde  ses  coordoni^ées  xf  ^\.j'  comme  appartenant 
à  un  point  indéterminé  ;  au  moyen  de  ces  constantes,  on  ponrra  d'abord 
&ire  ensorte  qu'en  posant  sifssxy  on  ait 

et  puis  satis&ire  encore  aux  n— i  équations  snirantes: 

^t—^        dy_d2^        d^_d>  d— y  _  d-» 

ce  qnî  réduira  l'expression  de  la  distance  des  deux  courbes,  à 

(&-S)r^»  +  -- 

Toute  autre  conrbe  y*  qui  ne  rérifierait  pas  ces  équations,  doit  néceS' 
sairement  passer  en  dehors  de  l'espace  compris  entre  la  courbe  y  et 
la  courbe'^,  aux  environs  de  Iel^•  point  de  contact;  car  soient  x'  el 
y'  les  coordonnées  de  cette  courbe  ,  el  supposons  qu'en  feisant  x'==a:, 
outre  l'équation  ^'s=^,  elle  ne  Terifîe  que  les  n  — 3  équations 

ay dy  d"-^' A"— y 

E'  — É» dx"— '"55^" 

sa  distance  ii  la  courbe  V  sera  exprimée  par  la  série 

tnais  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  cette  expression  devient  d'an* 
tant  plus  grande,  relativement  à  celle  de  la  précédente,  que  l'on  di- 
minue la  quantité  h  ;  car  en  supprimant  dans  l'une  et  dans  l'autre  le 

iàctenr •. r ,  qui  leur  %at  commua  ,  on  réduit  la  première  i 

et  la  seconde  à 
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et  le  pronier  tenne  de  celle-nd  ëUnt  iad^tendant  de  A,  finira  par  r«n^ 
porter  sur  la  somme  de  tous  ceux  qui  sont  multiplias  par  A,  dans  les 
deux  expressions.  (Vojez  la  note  de  la  page  56^ ,  ou  le  n*  171.)  n  soit 
de  là,  qu'aux  environs  du  point  qui  est  commun  aux  trois  courbes  quenonS' 
considérons  ici,  la  dernière  passera  eu  dehors  de  l'espace  compris  entre 
les  deux  premières. 

Ainsi  la  seconde  courbe,  celle  qui  résultera  delà  détermination  de 
toutes  les  constantes  de  l'équation  y's=Of  aura  avec  la  proposée  un 
contact  de  l'ordre  n— i,  et  toutes  les  autres  comprises  dans  l'équa- 
tion générale  dont  elle  est  tirée,'  mais  qui  ne  vérifieraient  pas  les  n  con- 
ditions qn'elle  remplit,  ne  pourront  avoir  avec  la  courbe  proposée  que 
des  contacts  d'un  ordre  inférieur;  c'est  pourquoi  je  distinguerai  le  pre* 
mier  sous  le  nom  d^osculationj  et  je  nommerai  oscutatrice  la  courbe  dont 
l'équation  P^  ^o  est  entièrement  déterminée  par  tes  conditions  dn  con- 
tact. D'après  ces  définitions ,  la  tangente  est  une  oscnlatrice ,  et  son  contact 
est  une  osculation  du  premier  ordre  :  le  cercle  déterminé  dans  le  n*  331 , 
dont  le  contact  avec  la  proposée  est  dn  second  ordre,  sera  le  eercU 
osculaleur,  distingué  par  ce  nom  de  l'infinité  de  cercles  qui  peuvent 
avoir,  au  même  point,  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  courbe 
proposée;  et  cette  osculation  sera  ^u  second  ordre.  Enfin  la  coorbtf 
oscnlatrice  dont  l'équation  ^'=0,  renferme  n  constantes  arhitnires, 
aura  une  oscuhtion  de  l'ordre  n—  1. 

333.  On  remarquera,  par  npport  aux  conditions  de  contact,  qar 
poser  les  équations 

3c_-x,    X'~7»      £/—tc* 37^' "d^' 

entre  les  variables  jt,  y  et  Jt',  j^,  liées  entre  elles  par  les  tfqnationr 
y=,o  et  /^'=:  o,  c'est  la  même  chose  que  de  rendre  les  deux  pre- 
mières variables  x,  j^  qoî  sont  censées  connues,  communes  aux  deux 
équations  ci-dessus  et  à  leurs  différentielles,  jusqu'à  l'ordre  n  — 1  in- 
closivement:  on  pourrat'done,  pour  détemuner  les  n  constantes  arbi- 
traires de  l'équation  F's=iO,  employer  immédiatement  les  n  équitions. 

r'=o,      d^=o,  ......  d— ^  =  0, 

en  y  changeant  ar'  ety,  en  a:  et  en^;  et  les  quantités. 

dj;       d^  à'-y 
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qui  entreront  dans  les  valenn  des  constantes  Arbitraires,  seront :d«iuiéeil 
en  «,   au  moyen  des  n  équations 

;^=o,        d;='s=o,      â'^sBO,  d-='r!=o, 

où  tout  est  connu. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  de'terminer  les  courbes  oscnlatrices  de  la 
proposée,  dan»  tel  ordre  et  dans  telle  espèce  qu'on  voudra ,  en  prenant 
pour  ces  courbes  de*  équations  contenant  an  nombre  de  constantes  ar- 
bitraires supérieur  d'une  unité ,  à  l'exposant  de  l'ordre  de  Tosculation  que 
l'on  veut  établir ,  on  embrassant  l'espèce  entière  des  courbes  que  l'on  vent 
considéreT.  Si ,  par  exemple  y  on  désirait  prendre  les  paraboles  osculatrices 
parmi  toutes  celles  dontl'équatîon  est  du  second  degré,  et  dont  par  eonsé-; 
quent  Taxe  est  dans  une  position  quelconque,  on  pourrait  établir  entre  ces 
paraboles  et  la  courbe  proposée  nne  oscolation  du  troisième  ordre;  car 
l'équation  générale  d'une  parabole  du  second  degré  doit  renfermer  quatr^ 
constantes,  savoir,  deux  pour  fixer  la  position  de  ^n  sommet,  une 
pour  indiquer  la  position  de  son  axe,  et  enân  son  paramètre.  M.  Ampèr^ 
a  considéré  le  premier  ces  paraboles  ,  dans  le  14*  cahier  da  Journal  d^ 
l'École  Polf  technique  j  et  leur  a  trouvé  des  propriétés  assez  remar- 
quables ,  sur  lesquelles  je  ne  saurais  m'arréler,  devant  m'occuper  ici  de 
celles  du  cercle  osculateor,  qui  sont  encore  plus  intôvssaates. 

aai.  Le  cercle  osculatenr  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la    D<»p^"»'|* 
courbe  proposée,  la  touche  et  la  coupe  en  m^ne  temps  (aïo);  ett«ir,ctdndén> 
comme  il  est  déterminé  par  les  seules  conditions  du  contact,  il  suit  du  Wp^^«»^ 
n*  â3i ,  qu'entre  ce  cercle  et  la  courbe  proposée,  il  n'en  peut  passer 
aucun  autre  ':  il  At  donc  celui  qui  difiêre  le  moins  de  cette  courbe, 
aux  environs  du  point  particulier  que  l'on  considère.  La  courbure  du 
cercle  est  uniforme    daAs  tous  ses   points  ;  mais  pour  des  arcs  de 
même  longueur  ,   celle  d'un  petit  •  cercle  est  plus   considérable  que 
celle  d*un  grand ,  en  sorte  que  les   court>ure5  de  ces    arcs  sont  en 
raison  inverse  des  rayons  des  cercles  auxquels  ils  appartiennent  :    on 
peut  donc,  par  le  rayon  du  cercle  osculateur,  ju|per  de  la  courbure 
d'nne  courbe  dans  l'un  quelconque  de  ses  points..  Cette  considération  a 
fait  donner  au  rayon  du  cercle  osculateur  le  nom.  de  raj-on  de  courùure; 
et  l'on  voit,  d'après  ce  qui  précède ,  que  la  courhui-e  ctitne  courhe  est 
en  raison  iiwerse  de  son  rayon  de  oourhmv. 

aa5.  La  ^sition  du  centre  dn  c^cle  oscnUteur  élut  dtâéreote  pour 
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èhaenn  des  points  de  U  courbe  proposée ,  l'ensemble  de  tontes  ses  po* 
sitions  formera  une  courbe  dont  les  cooidonne'es  seront  «  et  ')S;  or  on 
«  pour  déterminer  ces  coordonnées  ^  les  .équations 


dont  le  second  membre  se  réduit  alors  k  des  fonctions  de  x  seul , 
lorsqu'on  y  a  substitué  pour  j'y  d^  et  dy,  leurs  valeurs  tirées  de  J'é- 
quation  de  la  courbe  proposée;  et  il  est  visible  qiie  si  on  élimine  entre 
ces  dernières  équations  la  variable  x ,  qui  particularise  la  position  du 
point  que  Ton  considère  sur  la  courbe  proposée ,  on  aura  h  relation  gui 
doit  exister  entre  «  et  )S  dans  toutes  les  positions  que  peut  prendre  le 
(Centre  dn  cercle  osculateur,  c'est-à-dire  l'équation  de  la  courbe  qui  les 
Contient  toutes. 

H  est  vidbte  encore  qu'an  lieu  des  expressions  ci-dessus  de  x — « 
fi  de  f—^^f  on  peut  employer  les"  équaliods 

Cx  — «)(b:  +  {j—^)àr  5=  o (i) , 

if +  dj'-i-(/— jS)d>s=o (5), 

d'où  elles  sont  tirées  (page  444}>  ^^  éliminer  ^x,^,  àj  et  ày  entre  ces 
deux  équations ,  l'équation  de  la  courbe  proposée  ,  «t  ses  diflerenUelIes 
première  et  seconde. 

Il  est  bon  de  remarquer  à  cette  occasion»  qu'en  général  l'élimina- 
tion faisant  disparaître  certaines  quantités ,  et  rendant  par  là  les  autres 
indépendantes  des  valeurs  particulières  qne  peuvent  prendre  les  pre- 
mières, conduit  à  un  résultat  qui  renferme  collectivement  tous  ceux 
que  l'on  aurait  eus  pour  chacune  de  ces  valeurs  :  c'est  par  cette  propriété 
que  rélimination  joue  un  grand  rôle  dans  les  quesUons.d* Analyse  et  de 
Céoméirie ,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite, 

226.  Voici  encore  deux  propriétés  importantes  du  cercle  osCtJatedr  : 
I*.  son  rayon ,  mené  par  le  point  où  ce  cercle  touche  la  courbe  propo- 
sée, est  toujours  tangent  à' la  courbe  dont  il  est  parfé  dans  l'article 
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prà:^<t«nt  ;  A',  la  l<Mignem-  de  ce  rayon  varie  de  la  uénie  qiuQtité  que 
l'arc  de  la  courbe  des  ceatrei,  c'est-à-dire  <iiie  si  DXtJig.  36j  esl  Uricw. 
~  courbe  proposée ,  et  FZ  celle  qui  contient  toutes  les  positions  dn  centre 
du  cercle  osculateor ,  la  difiiérence  des  rayons  de  courbure  OM  et  O'Jf '^ 
relatif  aux  ^inb  M  «t  M*,  est  ^gale  k  l'arc  OCX. 

Pour  prouver  plus  commodément  ces  propriétés,  an  tien  des  équa- 
tions (i),  (a)  et  (5)  du  n*  aai ,  prenons  les  suivantes  ; 

(x-«)'  +  Cr-/S)*=='>' (0, 

(i— «)dx+(j'-/3>lr==o   (a), 

d^+dr*+(7-iS)d^=o    (3). 

qui  sont  équivalentes,  suivant  la  remarque  dû  n'  aaS.  Puisque  nous  con« 
sidérons  ici  l'ensemble  des  cercles  osculateurs  ,  il  ftut  regarder  les  quan- 
tités ebj  |S,  et  y  comme  variables  ;  or  en  vertu  des  équations  cî-dessus,  dans 
lesquelles j'  est  une  fonction  de  Xy  ces  mêmes  quantités  Ay^^y  sont  aussi 
des  fonctions  de  a:,  et  ne  peuvent  par  conséquent  changer  de  valeur,  sans 
que  cette  variable  n'en  cbange  elle-même.  Ainsi  pour  obtenir  des  relations 
entre  leurs  différendelles,  on  doit  difierentier  les  équations  ci-dessus , 
en  y  &isant  tout  varier.  •  Les  deux  premières  donneront  alors 

ic' +  dr' +  (^  —  |8)il'7  —  d«dx  —  d/Sd;- =  o. 
Le»  équations  (a)  et  (5)  réduisent  celles-ci  à 

-(ar-.)d*-0--«dj3=>d> (4), 

—  dadjT—  d;3d)-  =  o (5)  , 

dont  U  dernière  conduit  à 

i>  _       il 

■  Si Ç» 

e^r^sion  qoi  change  Tëquation  (a)  en 

(x— .)d^  — (7— ;e)d«  =  o («), 

et  donne  par  conséquent 

^-/3  =  g(«_«), 
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résultat  qni  mdiqae  one  tangente  hl»  courbe  dont  les  coordonn^eft  sont 
«  et  jS,  menée  par nn point  extérieur  à  cette  courbe,  et  dont  les  coordon^ 
iiées  sont  xetj^:  ainsi,  comme  on  l'a  énoncé  ci-dessn^,  la  droite  MO 
est  tangente  à  la  conrbe  FZ. 

Ensuite,  il  est  visible  qu'entre  les  trois  équations  (6),  (4)  et  (i), 
on  peut  éliminer  les  denx  quantités  x — «,  J'^^fit  et  qu'il  restera 
une  relation  entré  da,  d]3  exà'y,  indépendante  de  x  et  de^.  Kd  ef* 
^tunl  les  calculs,  on  trouTe 

d>'==d«-  +  d^',      on      ^=1/1  +  ^. 

ce  qui  donne  le  coefficient -différentiel  de  >,  par- rapport  k  la  ra- 
riaLle  tt;  or  celte  expression  est  aussi  celle  du  coefficient  diflërentiel 
de  l'arc  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a  et  fS  (3t6)  ,  et  il 
résulte  de  cette  identité,  que  le  rayon  du  cercle  osculatenr  varie  par 
les  mêmes  différences,  que  Tare  de  la  courbe  FZ  ^30^ ,  propriété  qui 
mérite  la  plus  grande  attention. 

£a  effet ,  le  rayon  MO  du  cercle  osculatenr  du  point  M  étant  tan- 
gent à  la  courbe  FZ  ,  a  nécessairement  la  même  direction  qne  celle 
que  prendrait  un  fil  enveloppé  autour  de  la  convexité  de  cette  courbe , 
lorsqu'^4  le  développant  on  serait  parvenu  au  point  O.  On  remarquera 
qu'en  poursuivant  le  développement  de  O  en  O*,  ce  fil  s'alongeraît 
d'une  quantité  égale  à  l'arc  0(y  de  la  courbe  FZi  et  comme,  par  ce 
qui  précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  OJif  est  ans»  égale  au 
même  arc  0(7,  il  s'ensuit  que  le  bout  ilf  du  fil  doit  encore  se  fron- 
ver  en  AT  sur  la  courbe  proposée,  qull  n'a  pas  dû  quitter  dans  le  dé- 
veloppement effectué  .depuis  l'un  de  ces  points  jusqu'à  l'antre  :  on  peut 
^nc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée  par  le  développement 
de  la  courbe  FZ, 

Ce  procédé  a  une  grande  an^ogîe  avec  la  description  du  cercle  ; 
c'est  la  courbe  FZ  qui  fait  l'office  de  centre;  et  le  rayon  JtfO,  au  lieu 
d'être  constant ,  varie  pour  chaque  point.  La  courbe  FZ  s'appelle  la 
développée,  la  courbe  DX,  la  développante ,  et  le  rayon  du  cercle 
osculatenr,  le  rayon  de  la  développée.  C'est  par  cette  dernière  consi- 
dération qne  Huygens  a  déterminé  le  cercle  osculatenr ,  qu'il  a  remar- 
qué le  premifer,  et  elle  peut  conduire  directement  aux  formules  da 
n'  aai,  comme  on  le  verra  plus  loin;  mais  ce  point-de-vne  séparant 
la  recherche  du  cercle  osculatenr,  de  la  théorie  générale  du  conuct 
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âes  courbes  dont  elle  doit  faire  partie,  est  trop  borné  pour  l'état  actuel 
de  la  science. 

Une  conséquence  bien  remarquable  de  ce  qui  Tient  d'être  prouvé, 
c'est  que  si  la  développante  est  algébrique,  on  a  sur-le-champ  l'expreS' 
sion  de  la  longueur  d'uu  arc  quelconque  de  la  deTeloppée ,  en  prenant 
la  différence  des  valenrs  de  y,  dans  les  points  de  la  première  courba 
qui  répondent  aux  extrémités  de  l'arc  de  la  seconde,  et  l'on  voit  ainsi 
qu'il  j  a  une  infinité  de  courbes  rectifiables  ^  c'est-à-^re  dont  on  peut 
assigner  rigoureusement  la  longueur  en  ligne  droite,  ce  que  Desctrtef 
luii^nipie  ne  croyait  pas  possible. 

33J.  Je  riens  maintenant  aux  applications  des  formules  du  n*  aai , 
•avoir  : 


■  =  *^^^â§2i. 


>  =  =■  iÀy  ' 


h»  Tslenr  du  rayon  de  courbure  y  s'étant  présentée  avec  le  doubla 
signe  ±,  on  peut  demander  lequel  des  deux  il  &ut  employer  ;  car  il 
est  bien  visible  qu'en  général  ii  chaque  point  de  la  courbe  il  n'y  a 
qu'un  seul  rayon  de  coud»ure,  et  que  ce  rayon  n'étant  pas  dirigé  sui- 
vant l'ordonnée  ou  l'abscisse,  excepté  dans  quelques  points  particuliers, 
n'a  pas,  k  proprement  parler,  de  signe  par  rapport  à  ces  lignes.  La 
détermination  de  celui  dont  on  l'affecte  ordinairement  dépend  de  la 
convention  que  Ton  a  établie  sur  It  sens  de  la  courbure  par  rapport  à 
la  norm^e.  Si  l'on  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour  les 
couri>es  dont  la  concarité  est  tournée  vers  l'axe  des  abscisses,  comme 

la  valeur  de  ^  est  alors  négative  (aoô),  il  &ut  affecter  l'expression 
de  ^  du  signe  — ;  et  dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  deviendra  né- 
gatif, si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du  côté  opposé,  parce  qu'il 

change  de  sigUe  avec  ^.  Pour  se  conformer  ï  ce^  convention ,  on 
pourra  supposer  dans  les  applications  , 
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LVijQation  gëa^e  des  lignes  da  second  ordre. 


'  conduisant  ^ 

J  ay  • 

>■— («H-3l»l;)>)lf 


-il  en  Tjstolterft 

Si  Ton  BoBstîtae  la  valeur  de^  dans  cette  expression,  on  aura 


y  ■■ 


,  C4(n«-r+nz')  +  (m4  a"x]':i' 


Telle  est  la  Taleur  générale  du  rayon  de  coui^nre  dans  les  lignes  du 
second  ordre;  elle  se  réduit  à  \m  lorsque  x::^o  :  la  courbure  des 
lignes  proposées  est  donc,  à  leur  sommet,  la  même  que  celle  du  cercle 
décrit  d'un  rayon  égal  au  demi-paramètre  (  Traité  élém.  de  Tng.  et 
^offpl.  4ie  fjtg.  i  ta  GÉom.). 

En  rapprocWot  la  valeur  de  y  dç  celle  qu'on  a  trouvée  dans  le 
ne.  98.1Ï*  aiï!>  pwxr  U  normale,  on  verra  que  >b=s 3—7,  ^.  »8,  el  ^foe  U 

'  rmroh  de  eourhure,  dans  les  lignes  du  second  ordre,  est  égal  au  euh* 
de  '.  la  normale  divisé  par  te  tjuarrê  du  demi-paramètre. 

On  particularise  la  .valeur  généraJie  de  7  j  en  donnant  à  M  «t  an 
IcB  valeurs  qui  convieiment  à  chaque  espèce  des  lignes  du  cecond 
ordre.  Dans  la  parabole,  où  /i^sso,  on  a  seolement 


À  Tégard  de  Tellipse  et  de  Ityperbole ,  il  peut' être  coRunodë  d'in- 
Irodnre  les  axes  dans  la  valeur  de  }' ,  et  de  npporler  les  abscisses  au 
centre;  or,  en  désignant  les  demi-axes  par  a  et  i,  on  a  d'abord 


=  -r?  »5 
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puis  metlanlj"*  tm  lieu  de  ff<x-f-nx*,  il  vient 


et  comme  l'absciâse  -a:  est  prise  k  partir  du  sommet,  celle  qui  parti- 
rait du  centre  serait  a — x  dans  Tellipse,  et  a-\-x  dans  l'hyperbole; 
ainsi  en  affectant  la  lettre  x  k  cette  dernière  abscisse  ,  on  aora  seulement 

>  —  a*h* ■ 

Cette  expression,  très-symétriqne,  ofire,  par  rapport  k  l'ellîpse, 
quelques  conséquences  qu'il  est  à  propos  d'indiquer  ici,  parce  qu'eUes 
peuvent  servir  à  la  tbe'orie  de  la  figure  de  la  terre.  'Anx  points  /  et^, 
jfîg.  Sy,  qui  sont  les  sommets  du  grand  axe  et  du  petit  axe,  et  où  ricaj. 
l'on  a  respectivement  x=:a,  ^=o,  et  x^o,  y^^hy  on  trouve ,  pour 
le  rayon  de  courbure ,  les  valeurs 

On  Voit  pur  là  que  tes  points  ï  t\  f  wsA  ceux  de  la  plos  grande 
coarbùre  de  l'elËpse ,  parce  qii«  ie  rayon  de  coorbore  y  eM  le  plus  petit 
et  que  les  points  L  et  li  so*t  ay  cotttntre  cenx  de  la  moindre  conz^ 
bure,  parce  que  le  rayon  de  courbure  y  est  le  {dus  grand. 

aaà.  On  trouverait  l'équation  de  la  développée  des  lignes  du  second 
ordre,  an  moyen  des  valeurs  de  x — a  et  dejr— jS,  comme  îlest  dit 
dans  le  n'  335;  mais  je  me  bornerai  à  appliquer  ces  valeurs  à  la  pa- 
rabole, parce  que  le  calcul  est  plus  simple. 

On  a  dans  ce  cas, 

et  il  vient 
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on  conclut  de  Ui 


'^         m*  '  ma 


mettant  dans  chacune  de  ces  é<[aations,  pour^  u  valeur  nrx*  ,  il 
Tiendra 

—  ^  ^^,         x^ctss  — aj;  — -m; 

prenant  ensuite  la  Taleur  de  x  dans  le  second  re'snltat,  poor  la  substi- 
tuer dans  le  premier ,  on  obtiendn 

la  dernière  de  ces  ét^aations  appartient  à  la  développée  de  la  parabole. 
Si  l'on  y   change  a^-m  en  a',  on  qu'on  porte  l'origine  des  abs- 
nG38.cisses  en  Dfjîg.  38,  on  pourra  lui  donner  cette  forme  très-simple: 

fi.  — •«-" 

qui  montre  que  la  développée  DF  est  une  des  courbes  parabo- 
liques du  troisième  ordre.,  composée  de  deux  branches  jDjPet  À/',dont 
la  première  engendre  par  son  développement  la  branche  AX  de  la  p*> 
rabole  ordinaire  XJx ,  et  U  seconde  produit  la  branche  Ax. 

11  &ut  observer  que  pour  la  description  de  la  parabole  XJx,  par 
le  dévdh>ppement  de  la  courbe  FDf^  le  fil  euveloppé  autour  de  l'une 
OU  de  l'autre  des  branches  DF  et  Df^  doit  avoir  au  point  />,  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BDy  une  longueur  AD  égale  au  rayon 
de  courbure  au  point  A ,  c'est-à-idire  à  la  moitié  du  paramètre  de  la 
parabole  proposée;  tout  autre  point  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil ,  produirait 
nne  courbe  différente.  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  Z>,  par 
exemple,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors  serait  nul  à 
son  origine ,  et  par  conséquent  elle  aurait  i  ce  point  nne  courbure  in- 
finie (334)* 

U  suit  de  ce  qui  précède,  que  la  courbe  DF  est  du  nombre  de  celles  dont 
l'arc  peut  s'évaluer  exactement  en  ligne  droite;  car  la  longueur  de  l'arc 
DF  est  égale  à  la  différence  qui  se  trouve  entre  le  rayon  de  couri>nre 
correspondant  3fF,  et  le  rayon  de  courbure  AD  qui  appartient  k  l'ori* 
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gine,  c'est-k-dire  à 

am*  a 

II  resterait  à  transformer  cette  expression  en  et',  pour  la  rapporter  aux 
abscisses  mêmes  de  la  courbe  DF;  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point 
maintenant. 

Il  est  à  propos  de  remarcper  que  la  description  entière  d'une 
courbe  ne  pent  pas  toujours  s'opérer  par  le  moyen  d'un  seul  £11.  Ici 
la  branche .  AX  est  engendrée  par  Textre'mité  du  fil  MF  qui  se  dé- 
Teloppe  de  la  branche  DFy  tandis  que  c'est  le  fil  nt/*,  se  dérelopparat 
de  la  branche  Df,  qui  décrit  la  branche  Àx. 

On  voit  aisément,  par  la  position  des  centres  de  courbure  de  l'el- 
lipse, relatif  aux  extrémités  de  ses  axes,  ftg.  5j ,  que  la  développée  ne.  3f. 
de  celte  courbe  doit  avoir  la  forme  FFE'F'  ^  de  sorte  que  l'arc  IL 
est  engendré  par  le  développement  de  l'arc  FF;  l'arc  /'£,  par  celui 
de  FÉ" }  l'arc  /'Z',  par  celui  de  F'E';  enfin  l'arc  IL',  par  celui  de 
F'E.  A  la  vérité,  le  même  fil  IFF  qui  se  développe  d'abord  de  l'arc 
EF  pour  engendrer  l'arc  /X,  peut  engendrer  Tare  LF^  en  s'envelop- 
pant  sur  FE";  mais  il  faut,  pour  la  description  de  la  demi-ellipse  /£'/', 
recourir  à  un  second  fil  placé  entre  les  arcs  EF"  et  F'E,  ce  qui 
rompt,  toujours  la  continuité  de  la  description  mécanique,  et  ajoute, 
ce  me  semble,  aux  motifs  que  l'on  a  de  regarder  comme  l'origine-  la 
plus  générale  et  la  plus  géométrique  de  la  développée ,  sa  formation 
par  l'ensemble  des  centres  des  cercles  osculateurs ,  puisque  ce  n'est  que 
par  ce  moyen  que  l'on  y  observe  exactement  la  loi  de  continuité  :  je 
reviendrai  bientôt  sur  ^  sujet,  en  m'occupant  de  nouveau  des  points 
singuliers  des  courbes. 

339.  Quoique  les  considérations  sur  lesquelles  la  théorie  des  divers 
ordres  de  contacts  est  appuyée  dans  le  n'  323,  ne  laissent  rien  à  dé- 
sirer, soit  par  rapport  h  la  généralité ,  soit  par  rapport  à  l'exactitude, 
je  crois  indispensable  cependant,  pour  compléter  cette  théorie,- de 
montrer  comment. tous  les  contacts  répondent  aux  limites  des  intersec- 
tions des  courbes.  Ou  a  de  fréquentes  occasions  d'envisager  le  contact 
d'une  ligne  droite  et  d'uae  courbe,  V:omme  la  réunion  de  deux  inter- 
sections, et  ce  point-de-vue  pent  s'étendre  à  deux  courbes  se  coupant 
dans  un  nombre  quelconque  de  points;  on  dira,  à  la  vérité  ,  que  quand 
toutes  ces  intersections  sont  réunies ,  les  deux  courbes  n'ayant  qu'un 
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point  de  commua ,  leur  contact  n'offre  à  l'œil  rîen  qui  le  distiogae  do 
celui  qui  résulterait  de  la  réunion  d'un  nombre  différent  d'intersec- 
tions; mais  l'Analyse  manifeste  dans  cette  circonstance  un  fait  remar- 
quabUj  qui  ne  peut  être  apperçu  par  les  sensj  c'est  l'acconiplissement 
^e  la  loi  de  continuité,  rpn  conserve  dans  la  comcîdence  des  points 
la  trace  des  caractères  que  présentait  lenr  ensemble  lorsqnlls  étaient 
distincts  :  en  voici  la  preuve. 

Soit  (f^  une  équation  quelconque  entre  3^,  y  et  xm  nombre  n  de 
constantes  arbitraires  ;  on  pourra  particulariser  les  courbes  ^'elle  re- 
présente ,  en  les  assujétissant  à  passer  par  un  pareil  nombre  de  points 
donnés.  Imaginons  que  ces  points  soient  situés  sur  la  conrbe  DX,  . 
viGi^Jig.  59,  dont  on  a  l'équation  en  x  ^ij;  pour  fixer  les  idées,  n'en 
considérons  que  trois,  savoir:  M,  M"  et  -M*,  et  supposons  que  les  or- 
données PMf  P'M'f  P'M'f^  soient  éloignées  entre  elles  de  la  même 
quantité  A.  II  est  évident  que  pour  chacun  de  ces  points ,  les  valeurs 
des  ordonnées  déduites  de  l'équation  (^)  de  la  courbe  EY  doivent 
être  les  mêmes  que  celles  qui  résultent  de  la  courbe  DX ,  et  que  par 
conséquent  si  l'on  met  x,  x-^h,  x+aA  à  la  place  de  af  dans  l'équa- 
tion (^),  et  qu'on  écrive  pour^  les  valeurs  de  PM^  i^'Jf,  F'M*  que 
donne  Téqualion  de  la  courbe  DX  ^  on  obtiendra  trois  nouvelles  équa- 
tions qui  serviront  à  déterminer  autant  de  constantes  arbitraires,  en 
fonctions  des  abscisses  et  des  ordonnées  des  points  Mj  M"  et  M*.  l.a 
série  de  Taylor  fournit  le  moyen  d'établir  ce  calcul ,  sans  çarûcuU- 
riser  la  forme  des  équations  des  courbes  JEY  et  DX. 
En  représentant,  pour  abréger,  par 

J-+  Ph  -H  Qh*  ~{.Bh?  -\-  etc. , 

les  ordonnées  qui  répondent  a  x'~^k  et  à  ar+A,  dans  la  première  et 
dans  ta  seconde  conrbe,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  ces  séries,  aA  au  lieu 
de  A,  pour  passer  aux  développemens  des  ordonnées  qui  répondent 
aux  abscisses  a^-^^h^  cc  +  aA.  Cela  fait,  on  e'crira  que  les  points  M, 
M\   Af,  sont  communs  aux  deux  courbes,  en  posant  les  équations 

y=r • (.')' 

y+  P-ZH-  <?"*■+  iTA»  +  «K.  0=^+  Ph-i-  Qh'+  Rh>  +  etc. , 
y+iP'A-MÇ'**+8a'*>  +  etc.  =  ^+a/>iH-4(?*M^ii*'  +  etc. 

£0  Terbi  de  la  première  équalion^  oa  peut  efiâcer  j^  et  jr'  àaps  les  deux 
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dernières,  qui  deviendront  divisibles  par  h,  et  «e  cliangeroat  en 

jo'^- ^A+ jrV  4- etc.  BB    iM- ÇH- **' -t- «c (â), 

iP'^Q^h^irM  -h  etc.  s=  aP-KÇH*JRft'  ■+  «c. 

Divisant  la  seconde  de  celles-ci  par  a,  et  retranchant  l'autre,  il  viendra 

Ç'A  +  SiTA' H-«*c.  ca  Qft  +  Si»*-f.ttç.,    . 

qui  se    réduit  à 

Qr^SKh  +  etc.  ^  Ç+3iïA  +  etc (5> 

CoBcevaift  enaaite  que  les  peànts  M,  Et,  W  m  wpprftCfceat  de 
plus  Mt  [dna,  la  qmantittf  k  diminnera  sans  cease,  et  k>r«<{a'4«  fera 
coïncider  ces  pointe,  eHe  l'anéantira ,  sans  que  pour  cda  les  ëqaatioM 
(a)  et  (S)  cessent  d'exister;  elles  se  réduiront  seulement  k  f  ssP ^ 
Q'  ^  Qî  ensorte  qu'au  point  de  contact  on  aura  encore  les  équations 

comme  dans  le  u*  aaa.  H  suit  de  Ui  que  le  cercle  oscnlateur  est  la  li- 
mite de  tous  ceux  qui,  passant  par  lé  point  donné  sur  la  courbe  pro- 
posée, ont  en  outre  deux  autres  intersections  avec  cette  courbe. 

£n  considérant  un  quatrième  point  commun  aux  deux  eouri>es  JET", 
DX,  et  correspondait  k  l'abscisse  x-\-Zhf  ou  aurait  pour  ce  point 
l'équation 

yH-5i>'A + 9<?'A' + a7iî'V  +  etc.  =  ^+5Pft + 9(?A'H*37iïA' +  etc. , 

de  laquelle  efiàçant^  et  y,  et  éliminant  ensuite  les  termes  Ph  et  Ph, 
Qk*  et  ÇA%  au  moyen  des  équations  relatives  aux  deux  points  pré- 
cédens,  on  aurait 

ir  +  etc.  =«  iî  4-  etc.....* (4); 

et  à  k  limilc ,  «ù  la  iréwiiou  des  intersections  senit  un  «mtict  du  tnw- 
•iàne  ordre,  il  resterait 

*=■«.   ou    g;=g. 

D  est  aisé  d'étendre  ce  procédé  à  tel  nombre  de  points  que  l'on  tou- 
dra,  et  de  trouver  par  conséquent  les  conditioDS  relatives  à  un  contact 


yGoot^lc 


456  CHAP.  IV.  THÉORIE 

d'un  ordre  quelconqne ,  en  l'envisageant  comme  la  re'unïon  de  ces  points. 
Le  contact  du  premier  ordre  donn^  seulement  par  les  équations  (i) 
et  (a),  sera  la  réunion  de  deux  intersections  ;  celui  du  deuxième  ordre, 
la  réunion  de  trois  intersections  ;  et  en  général  celui  du  n*^'  ordre  ^ 
la  réunion  de  n+ 1   intersections. 


a3o.  Après  tToir  montre'  l'usage  de  la  série 

*=£7  +  d57:z  +  d5rr3  +  * 


pour  comparer  le  cours  d'une  ligne  courbe ,  soit  à  la  ligne  droite,  soit 
à  d'autres  courbes,  je  passerai   à   l'examen    de   ce    cpù    ^hive  i  cette 
courbe,  lorsque  les  termes  de  la  série  ci-dessus,   c'est-à-dire  les  coef' 
6cieos  différentiels  de  l'ordonnée ,  deviennent  nuls    ou  infinis ,  on  . 
prennent  la  forme  -  ;  je  m'occuperai  d'abord  dn  premier  cas. 
Quand  le  coefficient  différentiel  ^    s'évanouit ,  il  en    résulte  que 

ne.  vjM-A.  l'angle  MTB^j^.  37  et  a8,  est  nul,  et  que  par  conséquent  la  droite  TM. 
qui  touche  la  conrbe  au  point  qne  Ton  considère,. est  parallèle  \  l'axe 
des  abscisses.  Voilà  la  seule  conclusion  que  l'on  puisse  tirer  de  cette 
circonstance  analytique  ;  car  il  îaaX  qu'immédiatement  avant  et  après  le 
point  proposé  la  courbe  soit  au-dessous  4e  sa  tangente  pour  le  œsû- 

Fia4o«t4i.  mum,  ^.  40*  et  au-dessus  pour  le  minimum,  fig.  l\\ ,  c'est-^i-dire, 
que  la  distance  de  la  courbe  à  sa  tangente,  dans  le  sens  de  l'ordonnée, 
doit  alors  se  trouver  de  même  signe  aux  abscisses  x-^h  et  x — h^ 
quelque  petite  qne  soit  la  quantité  A.  Or  cettQ  distancç  ét«at  alon 
ei^rimée  par 

,  d'y  A'  ,  dV  A»  ,  dV  A*  ,  . 
^=^5^71+5^7X1  +  557:^3:4  +  ***=" 
ne  conservera  le  même  signe,  quel  que  soit  celui  de  A,  qu'autant  que 
la  valeur  de  x  qui  fait  évanouir  ■*-  ne  fera  pas  évanouir  |^,  on  en  gé- 
aéntl ,  lorsque  le  premier  des  coefflciens  différentiels  qui  ne  s'évanouit 
pas,  sera  d'ordre  pair  (i56).  Dans  le  cas  contraire,  la  courbe  passera 
FIG.  41.  d'un  cAté  à  l'autre  de  sa  tangente,  comme  le  montre  la  figure  ^o!^  et 
le  point  proposé,  au  lieu  d'être  un  maximum  ou  un  minimum,  sera 
une  inflexion  qui  aura  cela  de  particulier,  que  la  tangente  à  la  courbe 
p^y  trouvera  parallèle  à  l'axe  des  abscisses, 
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SilecoefilcieotdifferentieldusecondordreT^  s'évanouit  sans  qa'il  en 
arrive  autant  à  celui  du  premier,  la  tangente  à  la  courbe  demeure  incli- 
née à  l'égard  de  l'axe  dfis  abscisses  ;  mais  la  courbe  pafsera  d'un  côté  à  l'autre 
de  Cette  tangente,  et  subira  par  conséquent  une  inflexion,  si  ^  ne 
s'évanouît  pas,  ou  bien,  en  géae'ral,  si  le  premier  des  coefliciens  diffé- 
rentiels suivans,  qui  ne  disparaît  point,  est  d'ordre  impair.  Si  ce  der- 
nier coefficient  était  d'ordre  pair ,  du  quatrième ,  par  exemple  ,  la 
courbe  restant  du  même  côté  par  rapport  à  sa  tangente,  avant  et  après 
le  point  proposé,  ne  présenterait   aucune  singularité  visible. 

Il  est  évidept  que  l'évanouissement  des  coeSiciens  différentiels  coa- 
sécuU&,  depuis  T^  inclusivement,  élève  l'ordre  du  contact  de  la  tan- 
gente avec  Ja  courbe  proposée.  Dans  Jes  hypothèses  établies  ci-dessus  , 
on  aacait. 


*-*'=3Ït:^  +  «'=-  ("^> 


et  le  centact  serait  du  Inoifiièine  ordre  (223).  La  tangente  prendrait 
alors  la  place  des  paraboles  osculatrices  du  premier  et  du  second  ordre 
qui  n'existeraient  plus,  puisque  leurs  équations  se  confondraient  avec 
celles  de  la  tangente  (a  18). 

Oa  reconnaîtrait  de  mémç  que  l'évanonissement  des  coeffîciens  dif- 
férentiels, à  partir  d'un  ordre  supérieur  au  second,  ne  peut  apporter 
de  singularité  dans  le  £Ours  de  la  courbe ,  que  relativement  à  ses  pa- 
raboles osculatrices  ,  à  commencer  par  celles  de  Tordre  immédiatement 
■inférieur,  et  que  ces  uqgnlarités  ne  sont  visibles  qu'autant  que  les 
foeffic^ns  diffiérentiels  qui  s'évanouissent  sont  en  nombre  impair. 

Le  cercle  osculateur,  par  exemple,  qui  touche  et  coupe  la  courbe, 

dans  les  points  ordinûres  ,  ne  &it  plus  que  la  tou<^er  dans  eeux  oîi  l'on 

'  m,  outre  leséquatioiis  qui  déterminentee  cercle  (aao  et  an), iasuivante: 

ii  —  jr  =r«, 

c*est-k-dîre 

as  — aï'" 

ce  qui  revient  « 
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Si  l'on  met  dans  celle  équation  pour^;'— jS  Ba  valeur  rapporte  dan* 

le  u*  aai)  on  en  déduira  l'équation 


^È4i^-(-+S)S=<'> 


la  même  que  celle  que  l'on  obtiendrait  en  diflérentiant  l'expression  du 
rayon  de  courbure  y ,  pour  en  trouver  lé  maximum  ou  le  mÎDimum  ; 
d'où  l'on  voh  que  le  cercle  osculateur  a,  dans  ce  cas,  un  conlacl  da 
troisième  ordre  avec  la  courbe  proposée. 

a3ï.  Quand  le  coefficient  différentiel  ^  devient  infini  ,  il  s'ènsuiC 
que  la  droite  qui  touche  la  courbe  proposée  est  perpendiculaire 
ik  l'axe  des  abscisses;  cette  conséquence  résulte  uon-se^ement.  du 
n'  2o5,  mais  on  peut  encore  l'appuyer  sur  les  n"*  i35  et  aoo.  Par 
le  premier   de  ceux-ci,  le  développement  à»  l'accroissement  k   doit 

£tre  de  la  forme  Ph  -f-^tc,  et  étant  <;  i-,  et  dans  le  second,  on  a 
montré  directement  qu'une  couibe  dont  t'éqcunion  est  de  la  forme 
i;=  Plî'-i-  etc.,  doit,  lorsque  «<  i,  toucher  l'axe  des  ^,  qui  est  ici 
parallèle  à  celui  des^.  Passé  cela,  on  ne  peut  rien  diVe  sur  la  nature 
du  point  singulier  que  l'on  considère ,  car  toutes  les  espèces  de  ces  points 
peuvent  se  présenter  dans  nue  circonstance  oii  la  tangente  «oit  perpen- 
FiG.  43 ,  Scolaire  à  l'axe  des  cdisnsses.  La  i^nre  4^  indiquerait  une  limite  de 
la  courbe  dans  le  sens  des  abscisses,  c'est-à-dire  un  maximum  ou  mi- 
nimum relatif  à  la  variable  x;  la  figure  44  ^^s  rebrowssemens  ^  la  pre- 
mière espèce ,  dont  l'on  peut  être  regardé  comme  un  maxknum  de  l'or- 
donnée ,  l'autre  comme  un  minimum ,  répondant  au  cas  où  ^  change  de 
aignç  en  passant  pw  l'infini  (160);  W  Jîgure  4^1  une  inflexion  due  a» 
.  «hangament >de  signe  de 3^,  qmfttfise:ftbHrs.,'non|kl6par  séro,  catam» 
dans  le  n"  précédent,  mais  par  -l'infini.  Toutes  ces  circonstances  ne 
peuvent  se  distinguer  que  par  la  discussion  de  la  courbe  aux  environs 
du  point  particulier  que  l'on  considère  ; .  car  dès  que  quelqu'un  des 
coefficiens  différentiels  déviant  infini,  la  série  de  Taylor  cessant  d'être 
applicable,  il  faut  lui  substituer  un  développement  de  la  foane 


I 
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âaiu  lequel  k.  wite  âês  expostne  «,  j3,  y,  etc.,  prendra  pottir  d'un 
de  ses  termes,  des  valeurs  fractionnaires;  et  l'on  doit  alors  distinguer 
le  cas  où  quelqu'un  de  ces  exposans  étant  une  fraction  de  dénominateur 
pair,  le  développement  peut  devenir  imaginaire  par  le  changement 
du  signe  de  k^  parce  qu'il  s'ensuit  que  la  courbe  ne  s'étend  que  du  côté, 
des  abscisses  où  ce  changement  n'a  pas  lieu.  Quant  à  l'ordre  du  pre- 
mier eoefUcienl  différentiel  i^i  doit  devenir  infini,  il  dépend  du  terme 
où  les  exposans  commencéut  à  être  des  fractions  proprement  dites  (i33). 
C'est   pour  cela   que    l'iaflexion    et    le    rebroussement .  se    présentent 

^galenent  lorsque  ^  est  bu]  ,  ou  lorsqu'il  est  infini  ;  cor  l'iaflexiov. 

aura  Heu  si  le  développement  de  k  ne  contient  que  des  puissances  frac- 
tionnaires  de   numérateur  et  de  dénominateur  impairs;  et  a  étant  i  ,    ' 

le  second  exposant  ^  peut  être  >  ou  <a,  et  par  conséquent^  nul 
4>u  infini.  De  mèoBe,  lorsque,  la  série  des  e^i^oBans  contient  des  frac-» 
tions  de  dénominateur  pair,  l'exposant  j3  peut  être  également  >  ou<;3: 

danfi  run.de  ces  ca&,  ^  wra.  nul,  daiis  l'aalce,  iufiai,  et  tous  de.ux 

donneront  lîea  à  an  r^roasBement. 

U  est  cependant  à  remarquer  que  l'existence  de  l'inflexion  ne  sup- 
pose pas  toujours  que  la  série  des  exposans  renferme  des  termes  frac- 
tionnaires ,  ou  qu'il  s'évanouisse  des  quantités  radicales,  mais  que  cela 
a  nécessairement  lieu  k  l'égard  du  rebroussement. 

Le  rel>roas9ement  de  la  première  espèce-  a ,  par  rapport  à  celui  de 
la  seconde,  hq  Caractère  particulier,  en  ce  que,  comme  on  l'a  déjà 
TU  dans  le  d"  -20>,  il  se-manifeste  dès  le  denxième  terme  de  la  série, 
tandis  que  celui  de  la  -seconde  pent  ne  se  &ire  reconnaître  qu'à  un 
terme  quelconque.  C'est  aussi  ce  que  l'on  voit  par  le  calcul  différen- 
'tiel  ;  car  dans  les  deux  branches  de  la  courbe  qui  fonnent  un  rebrousv 
tement  de  la  preinière  espèce ,  les  convexités  étant  tournées  de  diffé** 
rens  côtés ,  il  faut  que  ^  soit  pour  l'une  d'un  signe  contraire  à  Tautre, 

et  qne  par  conséqueut-U  change  da  signe  au  point  de  rebroussement, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  passage  par  zéro  ou  par  llnfini.  Ou 
pourrait  cependant  excepter  le  cas  où  la  tangente  est  perpendiculaire 
i  l'axe  des.  abscisse»,  puisqu'alora  les  denx  brancbes  ont  leix'-  donvexité 

tournée  dans  1^  même  sens; mais  ^  étant  infini,  ^  l'est  aussi. 
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aSa.  Qatnd  lescoefficiens  différentids  sont  de  la  forme  -  ,  leur 
Traie  valeur  est  nécessairement  ou  nulle,  on  finie,  on  infinie.  Le  pre- 
mier et  le  dernier  de  ces  cas  reotreat  dans  cenx  qui  ont  &it  le  sujet  des 
deux  articles  précédens.  A  l'égard  du  second  cas^  comme  il  fournit  simul- 
tanément plusieurs  valeurs  pour  le  coefiicient  difTérentiel  (i56),  H 
montre  que  plusieurs  branches  passent  par  fe  même  point.  Ces  branches 
se  coupent  lorsque  le  coefficient  difTérentiel  est  du  premier  ordre  et 
prend  plusieurs  valeurs  réelles  et  inégales;  si  ces  valeurs  sont  égales, 
les  branches  se  touchent;  leur  contact  peut  même  s'élever  à  des  onlres 
supérieurs,  et  alors,  outre  une  tangente  commune,  elles  auront  les 
mêmes  paraboles  osculatrices  jusqu'à  un  cerlaia  ordre.  Les  coefficiens 
différentiels,  jusqu'à  cet  ordre,  auront  des  valeurs  égales  pour  les  deux 
branches;  mais  celui  de  l'ordre  supérieur  aura  autant  de  valeurs  l'ne'- 
gales  qu'il  y  aura  de  paraboles  osculatrices  distinctes,  et  l'on  trouvera 
ees  valeurs  en  £ùsant  usage  des  procédés  in^qaéB  dans  le  ehapt  |^céd. 

-  335.  Enfin,  si  TuD  quelconque  des  coei&cieDS  différentiels  devenait 
imaginaire,  la  série  de  Taylor  le  devenant  aussi,  indiquerait  alors  que 
le  point  que  l'on  considère  n'est  précédé  ou  suivi  immédiatement 
d'aucun  autre,  et  que  c'est  par  conséquent  un  point  conjugué.  JPar 
exemple^  les  coefficiens  différentiels  de^,  tirés  de  l'équation 

m  étant  un  ezjtosant  entier,  deviennent  imagioaires  lorsque x=tf,  qnand 
a  est  -K^f  Taùê  seulement  à  partir  de  l'ordre  m,  ce  qui,  lorsque 
jn>a,  laisse  subsister  l'expression  de  la  tangente  et  celle  du  rayon 
de  courbure  :  il  n'en  &utpas  cependant  conclure,  qu'un  point  conjugué 
puisse  avoir  une  tangente  et  un  centre  de  courbure  ;  car  les  considérations 
sur  lesquelles  repose  la  détermination  des  tangentes  et  des  cercles  os- 
culateurs  supposent  nécessairement  l'existence  de  points  consécutife. 

L'exemple  ci-dessus  pourrait  être  présenté  de  manière  que  les  coeffi- 
ciens différentiels  parussent  d'abord  |  (1S4  et  i55). 


a54'  l'C*  pœnts  ùoguliers  înhérens  à  une  courbe,  comme  les  points 
d'inflexion,  de  rebroussement,  on  multiples,  se  manifestent  dans  la  dé- 
veloppée. Gela  s'apperçoit  tout  de  suite  à  l'égard  de  l'ioflexion  et  du 
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refcroassement  de  la  première  espèce  :  puisqua  ces  poinls  ^  est  nul  o« 
iafini,  ît  s'ensuit  que  le  rayon  de  courbure  y  est  infini  ou  nul.  Le 
centre  de  courbure  se  trouvant  toujours  dans  l'espace  vers  lequel  la 
courbe  proposée  tourne  sa  concavité^  doit,  après  un  point  d'inflexion 
ou  de  rebronssement ,  passer,  ainsi  que  la  développée ,  d'un  côté  à 
l'autre  de  la  tangente;  mais  la  chose  peut  se  faire  de  deux  manières, 
saToir,  comme  dans  les  figures  4^  et  4?»  où  la  développée  ren- fig.  46  m  ^y. 
contrant  la  courbe  proposée,  donne  un  rayon  de  courbure  nul,  ou  bien 
-comme  dans  lies  figures  4^  et  49 ,  oii  la  développée  a  deux  branches  FlG.48e(  jg. 
infinies  qui  ont  pour  asymptote  commune  la  normale  au  point  singulier. 

La  figure  5o  fait  voir  que  le  rebroussenient  de  la  seconde:  espèce  HG.  5<n 
répond  à  une  inflexion  de  la  développée ,  car  le  rayon  de  courbure  M^^ 
jwiTTeaa  en  JVGt  revient  ^ur  ses  pas  en  ffO,  et  décrit  la  branche  si»< 
périenre  NO.  C'est  ainsi  que  l'Hôpital  reconnut  l'existence  de  cette  es- 
pèce de  rebronssement,  contestée  ensuite  par  de  Gua,  maïs  mise  hor» 
de  doute  par  d'Alembert  et  Euler. 


335.  Ce  qui  précède,  joint  aux  n<^  aoi  et.^oa,  me  parait  rassembler' 
les  développemens  les  plus  complets  que  Ton  ait  présentés  jusqu'ici.sur' 
les  points'  singuliers.  Pendant  lopg-temps  on  a  donné ,  dans  les  Traités 
de  Calcul  différentiel,  des  règles  particulières  pour  découvrir  chaque 
espèce  de  points;  mais  on  doit  voir  ii  présent  comment  il  arrivait  que 
-ces  règles  étaient  le  plus  souvent  en  dé&ut.  Ce  qu'il  y  a  de  Constatlt 
pour  tous  les-  points  singnliers,  c'est  qjie  les  coefficiens  difiërentiels , 
y  deviennent  ou,  nuls,  ou  infinis,  ou  imaginaires,  ou  y  prennent  la 
forme  ~  ;  et  ce  qni  a  é(e'  dit  dans  le  n*  a5o,  montre  que  la  se'rie  de 
Taylor,  tant  qu'elle  conserve  tous  ses  termes,  ne  peut  partir  que  d'un' 
point  nmple.  Se  crois  avoir  le  prewiei:  cherchée  rectifier  l'applî-- 
cation  du  Calcul  différentiel  à  la  détermination  des  points  singuliers; 
"et  j'ai  proposé  en  conséquence  là  règle  suivante ,  aussi  simple  qtte 
•&re. 

On  obtiendta  généralement  finMcation  de  Vabseisse  à  taquélU  répond 
;  wt  point  singulier  j  en  eherchant  dans  qaels  cas  les  coefficiens  différentiels, 
à  petrtir  £un  ordre  tfuelcomjfte ^  deviennent' mds  ou  infinis,  ou  -  ;  ton 
■  assignera  iespèœ  du  point  y  i'.-  en  examinant  ooirAien' il  passe  de  tranches 
de  courbes  à  ce  point,  et  si  elles  s'étendent  ou  non  en-deeà  et  au~deià; 
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a*,  en  détsminant  la  position  de  leur  tangente;  5'.  le  sms  dans  leçMet 
glles  tournent  leur  concavité  ou  leur  convexité  (ao6)  (*), 

Dans  un  grand  nombre  de  cas ,  comme  ceux  qui  ont  é\é  traités  dans  le 
n*  aoi ,  par  exemple,  la  position  de  la  tangente  et  le  signe  des  ordon- 
nées caractérisent  sufGsamment  la  situation  respective  des  branches; 
mais  lorsque  cette  tangente  est  inclinée  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données, il  faudrait  comparer  les  valeurs  de  ses  ordonnées  et  de 
celles  des  branches  de  la  courbe ,  pour  savoir  comment  ces  branches 
sont  placées,  tandis  que  la  seule  connaissance  du  signe  de  g^  remplit 
e«  bttt. 

li  est  facil«  d'appKquer  la  règle  cî-dessas,  aux  diverses  éqmatîons  qni 
ont  éU  donnée*  précédemment,  comme  exemples  de  points  singiUiers; 
•t  pour  cetta  raison,  je  n'en  offrirai  ici  que  deux.  La  première  sera 

AaaX  je  me  suis  déjit  occupé  page  33a.  On  en  tire 

Si  Ton  y  iait  x^tf,  Teipressiou  de  ^  restera  finie  quand  ^  sera 
*>  I ,  mais  celle  de  p^,  ou  des  coefficiens  diflërentiels  d'un  ordre  plus 
élevé  ,  deviendra  infinie;  ainsi  le  point  où  x^a  peut  être  nn  point  siu' 
guHer.  L'inclinaison  de  la  tangente  est  donnée  alors  par  l'expression 


(*)  TrtàtééUmentairedeCalculdiffénntitletdeCalculiittégrtU,  i"  édition,  iSoa. 

Si  l'on  T«tiUit  M  rwich'*  TM»on  pourquoi  I'AiuiIt»  Mmble  ax  donoer  ponr  tout 
iet  peintBÛngaUenqfl'iuiS'Wulv  indication  gÂoéraltt,  il  Eudraîl  observer  qm  o«spoiat* 
oc  lont  que  des  limites  sépaiant ,  dans  lei  courbes ,  des  parties  qui  sont,  âivenvi  aoiu 
ceriains  rapports,  et  que  par  conséquent  il  est  tout  simple  qu'on  ne  putsM  reciia- 
Bt'Jza  l'eapÎM  d*  eu  poiati  qpt  pK  Vmwwb  d«  cfaaaMe  ^««  pwtîw  «utre  IdsqneUn 
fi»  ■•  tranvent. 
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Bt ,  de  plus  y  le  nombre  ^ciiomMire  -  cet  de  nancréntenr  et  de  dénomina- 
tear  impairs  ,  la  courbe  s'étendra  sur  les  abscisses  plus  grandes  et  plus  pe- 
tites <pie  a.  Si  maintenaat  onam>i  et^>3,  ea  preDant  x  très-^ea 
différent  de  d^  on  peut  toujours  ^reensorte<]ne  le  second  terme  de  l'ex^ 
pression  de  -^  soît  moindre  que  le  premier}  le  signe  de  cette  expressien^' 

sera  donc  le  même,  immédiatement  aranl  et  après  le  poîat  oà  x=a:  daos 
l'un  et  l'autre  cas  ,  la  courbe  tournera  sa  concavité  dans  le  même  sens,  et 
ce  point  ne  présentera  par  conséqneQt  alors  avcune  singularité  visible-  Il 
n'en  serait  pas  de  même  si  l'exposant  m  était  égal  à  i'^  alors  on  aurait 
seulement  ^ 

expression  qui  cbangerait  de  signe,  en  y  faisant  snccessiVenient  x<C<i, 
jr^a,  puisque  le  nombre  fractionnaire  *  —  a=:2^— ^  aùraitunnmnë-,^ 
rateur  et  un  dénonainateur  ùx^airs  :  le  point  où  xssm-  «eeaît  -dooc  alors' 
■ne,  inflexion.  ■.,*". 

fii  le  noB^re  fractionnaire  ^  arait  on  dénaDunateiir  pair,  l'ordoimée 
de  la  courbe  proposée  aurait  deux  vtilcnrs 

y  =  hjf^:±:c(x — «)', 
et  l'on  ne  pourrait  pas  y  faire  x*^  a;  mais  si  l'on  supposait  tncDi*e 
m>-i,->'  3}  l'inclinaison  de  la  tangente  resterait  là  méme^  ^^  ^ 
serait  de  même  signe, daus  chacune  des  ivanches.  De  tout  cela  il  résuke 
^eles  branches  de  la  courbe  proposée  s'arrêteraient  au  point  où  xit^a^ 
qu'elles  s'y,  toucheraient,  et  qu'elles  tourneraient  leur  concaTité  dam  le 
mêine  aens  ;  il  y  aurait  donc  k  ce  point  -on  jcebionssement  de  la  seconde 
espace  :  â  serait  de  la  f  reaùère  si  l'exposant  m  était  égal  à  i  ;  cw  akui 
l'expression  de  ^  serait -dîffiîreRtepviH-'diaewn^  des  iwtnolkes  ,-«(  ^lottr 
concavité  serait  tournée  daus  des  sens  opposés. 

aS6.  Jusqu'ici  je  n'ai  considéré  que  des  équations  où  l'ordonnée  e« 
exprimée  immédiatement  en  fonction  de  l'abscisse;  aokmaint^Mst l'équa- 
tion a::'—5ax?--f^*=o,  déjà  traitée  n*  i€4.  On  en  tire  ^^.=!.^^^,,   et 
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en  égalaat  d'abord  k  zéro  le  nnmëratenr,  il  TÎeDto;'— >j:*=o;  sabstî' 
tuant  la  valeur  de  j  que  donne  cette  étjualîon  dans  la  proposée  ^  on 
trouve  j:*  —  aa'x*  ^o. 

L'examen  que  nous  avons  &it,  dans  le  n"  cité  ,  de  chacune  des  vi-« 
leurs  que  donne  cette  dernière  équalion,  nous  a  iait  reconnaître   que 

x'^as/zvA  la  seule  qui  réponde  à  un  maximum;  on  en  tire  j-ssa  y^.  : 

riG  3o.  en  prenant, ^g'.  3o,  ÂS=ia\/%  et  5'Z^aV4«  1b  point  £  sera  cdw 
où  le  maximum  a  lien. 

Si  on  égale  ensuite  k  zéro  le  dénominateor  de  ^y  on  tcourera 
y*—ax-=.t>  :  sans  faire  le  calcul,  on  voit  par  la  symétrie  des  résul- 
tats, que  dans  ce  second  cas,  la  valeur  de  x  sera  ta  même  qne  ceOe 
de  j-  dans  le  précédent j  celle  de/  U  même  que  celle  de  x,  et  que 

pv  conséquent,  on  troaTcra  le  point  T,  en  prenant  ^f  :=aV^  et 

En  faisant  nuls  le  numérateur  et  le  dénominateur,  en  même  teni|tf , 
il  vient  x^o  etj'::=e,  valeurs  qu'on  retrouve  aossi  dans  les  équa^ 
lions  qui  donnent  les  maximums  et  les  minimums,  mais  qui,  apparte- 
nant k  l'origine,  font  roîr  qu'elle  peut  être  nn  point  sin^ufa'er.  Pour 
connaître  la  buigente  k  ce  point,  pu  différentiera  une  seconde  tais  l'é* 
quation  proposée,  en  regardant  dx  et  d;'  comme  constantes  (iS6);  et 
en  supposant  x  etjr  nnis,  on  trouvera  6adrd;':=o,  éqoràon  k  laquelle 
on  satisfera,  soit  ep  fusant  ^=:Of  soit  en  fiûsant^^o;  il  s'ensuit 
qne  la  courl^e  k  l'origine  ,  a  deux  tangentes  distinctes  ,  qne  l'une  de 
ces  tangentes  est  l'axe  même  des  abscisses,  et  l'autre  celiû  des  or- 
données :  àinri  Torigine  est  un  point  mnldple. 

Tout  montrer  comment  l'anadyse  retrace  fideHement  toutes  les  cir- 
constances géométriques,  je  ferai  remarquer  qne  parmi  les  ^nx  valeurs 
nulles  qu'on  a  trouvées  pour  x  dans  le  n*  164,  Û  y  en  a  une  qià  satis- 
iàit  aux  conditions  du  minimum;  et  en  effet,  dans  la  brandie  K</X 
4e  la  «porbe  propesée,  qoi  touche  l'axe  des  absciases  ^B ,  l'ordonna 
est  bien  un  minimum  au  point  ^.  On  voit  pareillement  que  l'abscisse 
4u  même  point  est  un  minimum  dans  la  branche  -^Z  touchée  par  Taxe 
^es  ordonnées  (*), 

.(*)  ^  courbe  de  la  figure  3o  jqmt  ant  particularitét  ramarquablei  que  notu  iïou 
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3S7.  La  cÔur1>è  dont  je  me  suis  occupé  dans  le  a*  176,  donnant  lieu 
par-sa  forme  à  l'application  de  toutes  les  théories  précédentes,  je  vais 
la  considérer  de  nouveau,  et  je  commencerai  par  chercher  la  nature  de 
ses  branches  infinies.  L'examen  des  expressions  àejr  (pageSQi)^  adéjk 
fait  reconnaître  qu'elle  avait  quatre  branches  infinies;  mais  on  peut  le  dé- 
couvrir «ans  le  secoors  de  ces  expressions.  En  &isant^=tx,  dans 
l'équation 

j^  —  96oy+ looa'j:' — j:*=o, 

«lie  se  divise  par  x*  et  devient 

^x"  — g6fl'ï'+ 1000'  —  x'  =  o  ; 
d'oïl  Ton  tire 

,ooa.-aSa'f 
■*  I  — /+         » 

résultat  qû,  lorsque  f=±i,  donne  x=±infîai;  et  combinant  les 
deux  valeurs  de  jp  avec  celles  de  t,  on  a^=:db  infini,'  pour  chacune 
des  valeurs  infinies  de  x.  Cela  posé,  l'équation  de  la  combe  conduit  à 

àx x* — 5otf -r*  — j*  +  48aV 

,:      „<jy  _y^.<8ab''-^+5oa'^ 

^     "s^^         y—jViay         * 

Ces  expressions  se  simfdifîant  beaucoup,  quand  on  j  met  pour  x*  m 
valeur,  se  TeduiswLt  à 

et  la  supposition  de  x  et  de  y  infinis  les  fait  évanouir;  ainsi  la  conAe 
proposée  a  des  asymptotes  passant  par  l'origine 'des  coordonne'es.  Pou^ 
achever  de  les  déterminer,  il  &ut  feire^=±x  etx=d=  infini,  dans 
l'expression  de  ^  ;  et  prenant  toutes  les  combinaisons  des  signes  •4- 
ct  —,  on  trouvera  ^^=±1.   On  vMt  par  là,  que  la  courbe  propo- 


déjà  fut  conn^tre,  ctXït  d'ëtn  partagée  en  deux  parties  égales  pu  une  droite  mméa 
par  le  point  A,  perpendiculairement  i  son  asymptote;  on  l'aMnrera  de  eene  der- 
sière  propriit^  en  cfaercbûit  le  diamètre  disoln  pat  le  [vocédi  indiqué  n*  i85. 

59 
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ne.  4.  s^  a  pour  ityinfaoiM  deux  droite»  mea^-par  le  point  ^,  j%^.  4^  ef 
Êusant  avec  l'axe  dea  abacisses  un  angle  d«  o^^S.  Oa  qe  le»  a  tiré«» 
qa'en  partie,  afin  de  ne  pas  trop  cempUquer  U  figure^ 


:sSfi.  Venons  maintenant  aox  pointa  sii^uUers  de  la  courbe  4gM  non» 
discutons.  Dans  cette  courbe  on  a 


Ex* 
~7' 


et  en  égalant  à  z^ro  le  nnmérateur  de  cette  JractioB,  on  tronrent  x^o 
et  x*-~5oa*=:o.  La  première  valeur  de  Xy  substituée  dana  l'équation 
proposée,  doune^=o  et^==tV0§^;  jn«is comme  en  ûisant  j^=o 
ct7-=::o,  il  vient  ^  ss  ^,   il  £tat  recouric  au  procédé  du  n*    i48; 

pour  trouver  la  vraie  valeur  de  celte' .  expression  j  on  ,  obtient 
— 48fl'd^4-5oa'aa:'=o,  d'oii 


,^  =  *l/i  =  *|l^r. 


11  suit  de  ces  valeurs  qu'au  point  ^ ,  la  coarBe  est  touchée  par 
deux   droites  >]ui  font  avec  l'axe  des  abscisses,  des  angles  dont   les 

fangenteff  trîgonométriqaes  aont  respectivement  jt/  1  »  """  2»^  S»  ** 
qu'il  est  par  conséquent  aisé  de  construire  :  ce  point *n*est  donc  nî  lut 
maximum,  ni  un  mfnûnmn,  mais  l'ioteKettion  de  deux  brtnelies. 

Four  achever  de  connaître  la  forme  de  la  courbé  à  ce  point  multiple/ 
3  fendrait  savoir  comment  les  branches  y  aont  placées  par  rappcot  à 
hurt  tantales,  on  de  qaelcAté  ^Jestonmcnt  leur  concavité  :  il  Cadrait, 
donc  cbereher  de  qnel  signe  sont  les  valçnrs  de  ^  avant   et    aprè»  ; 

ce  qui  pourrait  entraîner  des  longueurs,  h  cause  que  les  deux  variablee 
'  entrent  à--la-ibis  dans  ces  valeors ,  «1  il  serait  pbû  court  de  ebercher 
les  développemens  de^  en  série  ascendante,  suivant  les  puissances  de  jc  ; 
mais  dans  l'exemple  actuel,  on  parvient  au  même  but  en  examinant  ce 
que  deviennent  les  coefficiens  différentiels  des  ordres  supérieurs.  £a 
effet,  la  difiRérentielle  seconde  de  l'équatim  pn^Osée  étant 

-  (y — 4«a>^)dy  +  (5y'— 48fl')^^  (Sofl»  — 5*')d«'s=  0, 
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laîsM  ày  îucUtennûiéj  qùand/^o;  mais-  si  on  passe  ii  la  di£fôr«ntieUe 
Iroisiimey  qui  est 

.    (y— 4«<r)d*/  +  5(5r'— 4fc»')drd:r+6/V— 6*<i^=«o» 

la  snpposîtioa  de  jc=so  et  dej':=o  donne  i4Vdrd*/B=o,  d'où  il 
feut  nécessairement  conclure  3^  =  0,  puisque  ^==tl/^25*  "**™ 
pouvons  donc  être  ici  dans  l'un  des  cas  remarqués  n*  i36,  et  il  Êiut 
par  conséquent  chercher  la  Taleor  ds^A  ,  qui  s'obtiendra  en  passaM 

à  la  difTérentielIe  quatrième.  Cette  dernière,  en  y  Éùsant  Xj  y  et  d^ 
nuls,  se  réduit  i 

— 4.48fl'd;^'74-6d;^  — 6dj:*=so; 
Von  en  tire  alors 

— '"'Ëê  +  aâ  —  '^»' 

et  mettant  pour  %  sa  valeur  ±|/^2g,  0  vient 

Ce  coeffitàest  â*ordre  impur  se  s'^vuiodissatit  pas,  il  s'ensuit  que  la 
courbe  coupe  sa  tangente  au  point  Â  (aSo),  et  qu'elle  subit  par  cou- 
séquent  une  inflexion  à  ce  point;  d'ailleurs  l'ordonnée  de  cette  tan- 
gente étant  désignée  par/',  la  série 

•'        ■'  dar  1  .a.3    ' 

montre  que  là'  branche  touchée  par  la  droite  AL^  qui  répond  k 
^ss-l-^/  ^,  est  au-dessus  de  celte  droite,  du  côté  des  abscisses 

positives,  et  au-dessous,  du  côté  des  négaUves,  et  que  le  contraires 
lieu  pour  la  branche  touchée  par  La  droite  AU. 

3%.  Je  reviens  aux  valeurs  j^=i^  y^gôa*  asîdb  4«»  V^-  Elles  rendent 


I 


Digitizeclby  VjOOQIC 


46»  CHAP.  IV.  THÉORIE 

T^ritablement  nulle  l'expression  de  -f- ,  pnis(fa'dle8  ne  font  pu  ^ta— 
nouir  son  dénominalenr;  ainsi  anx  points  D  el  2y  qu'elles  indiquent, 
la  laegente  de  la  courbe  est  parallèle  à  l'axe'  des  abscisses.  On  s'assurera 
qu'au  point  I>  l'ordonnée  a  atteint  un  maximum  positif,  soit  en  cher- 
chant ce  que  devient  alors  v^ ,  soit  en  Térifiant  si  Tordonaée  qui  la 
précède  et  celle  qui  la  suit  ïnune'diatement  sont  toutes  deux  plus  pedles.' 
€e  dernier  moyen  est  bien  facile,  puisqu'on  a  dans  le  cas  actuel  les 
expressions  de  ^  en  x  (page^i);  et  il  est  visible  qu'il  s'agit  de 
celles  où  le  second  radical  a  le  signe  +.  Il  est  k  propos  de  remarquer 
que,  Buîrant  la  règle  du  n*  i56 ,  le  point  I/j  qui  est  un  maximum  né- 
gatif, se  présenterait  comme  nn  minimum,  parce  que  ^  y  a  une  va- 
leur positive  ;  et  cela  doit  être ,  puisque  le  passage  du  positif  an  néga- 
tif se  iaiiwnt  par  des  soustractions,  le  point  1/  est  le  terme  du  décrors-* 
•ement,  et  par  conséquent  un  véritable  minimum ,  «u  e'gard  aux  ordon- 
nées positives. 

Il  reste  encore  ^  examiner  les  racines  de  l'éqnattan  a:*— 5oa*ssa^ 
qui  sont  a:  =  ±\/5oo'=:=i:5a  \/3.  En  les  substituant  dans  l'e'qiiatibn 
proposée,  elles  rendent  imaginaires  les  expressions  de^,  et  n'aj>pai^ 
tiennent  point  par  conséquent  à  la  courbe  pioposée. 

340.  Chercbons  maintenant  les  valeurs  de  x  et  dey  qui  peuvent  rendirer 
infinie  la  valeur'  de  ^.  Égalons  pour  cela  son  de'iiominateur  à  ^éro-; 
nous  formerons  l'équation  ^  —  43'>!7'  =  û,  d*6ù  if  résulte  ^^o  et 
^=±  V48«'-  La  première  valeur,  mise  dans  l'équation  de  la  couine, 
donne  looi'x*  —  j:^^o,  et  l'on  en  conclut  x^o,  x==tiO().  La  ra- 
cine JT  :=  o  indique  encore  le  point  multiple  placé  i  l'origine  ^,  mai» 
les  deux  autres  répondent  aux  points  /  et  J',  on  U  courbe  rencontré- 
encore  l'axe  des  abscisse»,  et  où  sa  tangente  est  peipendiculaire  à  cet 
axe,  puisque  les  valeurs  «^=bio<i,  ne  font  pas  évanouir  le  nnmé> 
rateur  de  ^.  On  voit  que  ce  sont  lés  points  a  partir  desquels-  les  va- 
leurs de^,  où  le  second  radical  a  le  signe  —,  deviennent  imaginaire* 
pour  toujours;  on  pourrait  les  considérer  comme  des  maximums,  par 
rapport  à  la  variable  ^  et  à  l'axe  ^C,  et  on  les  constaterait  par  l'exa» 
men  des  valeurs  correspon&nles  de  3-^. 
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Lei  deux  dernières  Talears  'y=i  dti  S/i^  ^ab4^  V^  ,  conduisent  à 
x=±6<i  et  a:=:=b8<i;  l'un  de  ces  résultats  &it  connaître  le  point  i^ 
et  ses  analogues ,  l'autre  le  point  M  et  ses  analogues.  Dans  tous  ces 
points,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  abscisses,  et 
comine  la'courbe  n'a  point  d'ordonnées  réelles,  depuis  j::^6<i  jusqu'à 
x=:8af  c'est-à-dire  sur  l'espace  EG,  cette  circonstance  suffit  pour  &tre 
voir  comment  elle  doit  être  tournée  &  l'égard  de  sa  tangente,  aux 
points  F  et  if. 

a4i-  Après  avoir  détermina  la  nature  de  tons  les  points  singuliers 
indiqués  par  le  coefiScient  différentiel  du  premier  ordre ,  il  iant  encore 
chercher  si  les  coefficiens  des  ordres  supérieurs  n'en  manifesteraient 
pas  d'autres;  pour  cela,  il  &ut  considérer  d'abord  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre.  Son  expression  générale  est 

^  (3r*-5oa0  -  (Sy*— <&!•)  g 

«Ré  devient  -  lorsque  x  eXjr  sont  nuls;  mais  nons  n'avons  point  ànotu 

arrêter  snr  cea  valeurs ,  puisque  le  point  auquel  eUes  iqipartieniient  esl 
suffisamment   discuta*  > 

La  supposition  de^' — 4^=0  ne  doit  pas  nom  arréternon  plar, 
car  iiôus  savons  qu'elle  répond  aux  points  F  et  H}  mais  le  numéra- 
teur étant  égalé  k  séro,  donnera  nné  équation  qui  peut  indiquer  d'aatret 
valeurs  que  les  précédentes  :  cette  équation  est 

Sx'— Soa*  — (5y'— 488')  ^  =  o; 

il  en  Êmt  chasser  ^ ,  au  moyen  de  son  expression  générale ,  et  iu-< 
*ant  disparaître  les  dénominateurs ,  on  obtiendra 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  Ainoe  suivante  : 

^(/'— 4&»')'(5x»  —  5oa») — j-(x» — 5ofl«)*(ïr'— 48«')  =  o: 
Si  maintenant  on  observe  que  l'équation  proposée  revient  elle-même  i 
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et  qn'oà  piwnne  duu  cette  ëcpatîon  U  Taleur  de  (^— .48e*)*  pov  la 

svbtdtner  dana  la  précédente,  on  troayera,  ».pn»  les  rédoctioiis, 

«elte  dernière  y  eomlùnée  avec  U  proposée»  conduit  à  la  détenaina- 
lion  des  ordonnée»  et  des  alMcisses  du  point  d'inflexion  JT  -«t  de  ses 
«nalt^nes,  dont  l'existence  est  d'ailleuns  bien  clairement  indiquée  par 
la  marcIie  des  branches  de  la  courbe  ;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y  wr^te-> 
rai  pas  davautage. 

a^a..  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que  des  courbe»  algeluiques  ;  je  vais 
'maintenant  faire  connaître  quelques-unes  des  courbes  transcendantes  les 
plus  renMfqnables  :  je  m'occuperai  d'abord  de  la  toganthmi^ue^  couri>e 
dans  laquelle  la  relation  des  coordonnées  est  celle  qui  existe  entre  un 
nombre  et  son  logarithme.  La  manière  la  plus  simple  de  la  construire 
par  poials,  pour  s'en  former  une  idée,  est  de  diviser  l'axe  des  abscisses 
en  parties  égales,  pour  représenter  les  nombres»  et  de  prendre  les 
logarithmes  correspondans  dans  les  tables ,  pour  les  porter  sur  les  o/c- 
âonnées.  Suivant  ce  procédé,  son  équation  est^=lx.  * 

Si  on  portait  au  cootraire  les  logarithmes  sur  l'axe  des  abscisses,  et 
que  l'on  prit  les-  nombres  pour  ordonnées  ,  il  vieq^rail  réqMlionT^zss*, 
a  désignait  U  base  dnsjrsièinâ  de  logarithme  que  l'on  considère.  On  voit 
fmi  lii  que  la  lo({aritbmiquc  est  aussi  le  Heu  de-l'équadoa  exponciktîeUv, 
et  que  cette  forme  revient  a  la  première,  «a  changeant  x  enj*  et^  ea  x. 

Je  m'en  tiendrai  à  l'équation  ^s^If.  Quand  on  jCût  x=3i,  il  TÏeM 
^=0;  ce  qui  montre  que  I9  courbe  proposée  rencontre  l'axe  AB  au 
XlG.Si. point  E^fig.  5i,  oùl'abscisse  AS=it.  Labnncbe  EX,  qui  répond 
aux  abscisses  positîres  plus  grandes  que  l'unité,  est  infinie,  puisque  les 
logarithmes  de  ces  abscisses  croissent  toujours.  Dans  la  partie  ^E,  où 
les  abscisses  sont  des  fractions,  les  ordonnées  sont  négatives  et  aug- 
mentent à  mesure  que  les  fractions  diminuent,  ensorte  que  la  branche 
Ejc  a  pour  asymptote  la  partie  B^ative  j^C  de  l'axe  des  ordonnées  : 
■enfin  la  logarithmique  ne  s'étend  point  du  côté-  des  abscisses  négatives, 
puisque  leurs  logarithmes  sont  imaginaires  Çlntrod.  8a), 

Les  logarithnmpies  ne  ^fièrent  entre  elles  qu'à  raison  du  module  re- 
latif au  système  de  logarithmes  qu'elles  représentent;  ainsi,  dès  qu'une 
logarithmique  est  construite,  on  peut  construire  toutes  les  autres  en 
prenant  leurs  ordonnées  aorrespoodaules,  dans  le  rapport  des  modules 
nspeclifs^ 
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£a  £ûnDt  Êûrft  on  qatrt  de  révolution  à  la  fig^ure  5i,.  ob-  «ira  la 
figure  53  >  qui  convient  ài'éqoalion^;^^'^  lors^'pa  [vend  sot  ^C  ne.  5a. 
les  X  posiliA. 

J145.  La  <E1Krentielle  de  Véqaaûoa  fs=ïx,  en  supposant  le  m«did« 
gaelconqne  M,  donne 

n  s*ensuU  gne  la  tangente  de  la  logaiithmiqae  est  perpendicnlaîre  k  la 
ligne  des  aLscisses,  lorsque  xsato^  et  <{u'elle  ne  loi  est  parallèle  qu'en 
suj^sant  X  infini. 

L'ex]H%ssion  générale  de  k  sontangente  devient  i*T;=^,  J^.   Si  j  fig.  5»- 
mais  en  chassant/  on  introduit  le  logarithme  de  Xf  ainsi  cette  expression 
est  transcendante.  Cependant  en  prenant  la  sontai^ente  sur  Taxe  j^C^  on 
aura  OD  =  ^=  J^t  rësnhat  bien  remarqnable,  pmsqn'îl  menbe  q«« 

la  sontangente  OD  est  conatnte  pour  tous  ]es  point»  de  U  courbe,  et 
égale  au  module. 
Je  passe  à  U  recherche  du  rayon  d<  couAnre.  On  a 
.  dy     .i*+;if»         d'y  Af  . 

'+^  — ~:?~'       5!^  =  "":?'' 
ffoîi  (aai) 

>— — IKÏ— »       ^-P— — M— »        X  — *= j— . 

On  voit  par  ces  valeurs,  que  Texpression  du  rayon  de  courbure  est  aï* 
geljrique  ,  et  que  la  développée  «st  transccmlaBte,  puisque  son  équa- 
tion s'obtiendrait  «n  substituant  dans/;=lx  les  valeurs  de  «  et  de/, 
ârées  des  expressions  précédentes  de/^j9  et  de  «— «. 

344-  L^  efrchîde,  qui  par  ses  propriétés,  a  depuis  -son  origine  fixé 
j*Atteation  des  géomètres,  est  la  conrbe  décrite  par  nn  point  pris  sur  la 
'.t^coBfêrence  d'un  cercle,  pendant  que.  ce  cercje  roulé  sur  une  ligop 
droite  dwraée  de  position.  Cette  courbe  est  transcendante,  parce  que 
la  relation  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses  dépend  des  arcs  àa 
iptràe  génâ-atenr. 

JL'origine  du  monv^ment  du  cercle  étant  aiiôtraire,  puisqu'il  peut 
jouler  indéfiniment,  je  la  prends  au  point  A^fi^,  53«  où  le  point  M-'  ne.  sx 
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crivantt  M,  se  tronvait  sar  la  droite  AB,  parconme  par  le  cerde  g^ 
nérateur  QMG.  Puisque  ce  cercle ,  en  roulant,  applique  saccesûvemeat 
tons  les  points  de  sa  circonférence  sur  la  droite  AB  ,  il  est  évident  qoe 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque  QMQ,  la  distance 
JQ  est  égale  à  l'wc  MHQ ,  compris  entre  ie  point  M  qui  touchait  la 
droite  AB  en  ^,  et  le  poîut  Q  qm  la  touche  présentement. 

Si  on  élève  par  le  point  Q  la  perpendiculaire  QO  qui  passera  par  la 
centre  du  cercle  générateur,  et  que  l'on  mène  MN  parallèle  à  AB^  MTf 
sera  le  sinus  de  l'arc  MBQ,  et  NQ  en  sera  le  sinns-verse.-  posant  dqnc 

QOs=a,      JP^Xj      PM=s]Siq=x^ 


on  aura  MNzs  %/»/— /";  et  comme  xssAPsslAQ—PQ^MSQ^MN, 

il  viendra 

jc^AlBQ—»nMffQ, 

Y.êTfi  MffQ  étant  détenmné  par  l'une  ou  l'autre  des  éqnktio^Df 

sin  MffQ  =  \/afly— ^,  sin-verse  de  MBQs=f, 

Si  l'on  voulait  construire  la  cjrcloïde  par  points,  il  serait  commode 
d' employer  les  tables  tri^aométriques;  et  comme  elles  sont  cafcn- 
lées  pour  on  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité,  il  finidrait  prendre  dans 
ce  cercle  un  arc  f  du  même  nombre  de  degrés  que  MHQi  on  aurait 
MffQ^:ot,amM£[Q=iasiat,  sia-yits.MBQs^atào.-r&».tf  et  par 
conséquent 


4>  un  (=  ya^ — j',  a  sin-verse  t  ^jt^ 

En  introduisant  le  co&inns  à  la  place  du  sinus-verse,  les  valeurs  cor- 
respoodanies  de  x  et  de  ^  seront  données  par  les  deux  équations 

x=sm(( — sinl),       j'=sa(i— cosf), 

qoS  conduisent  Ji  de*  calculs  numériques  extrêmement  fiiciles,  lorsqu'on 
se  donne  ia  valeur  de  <  en  degrés ,  puisqu'on  a  des  tables  de  la  lon- 
gueur absolue  des-  arcs ,  ainsi  que  de  celles  de  leur  sinus  et  de  leur 
cosinus. 

L'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations ,  mène  à  une  éqnatioH 
primitive  de  la  cycloïde  ;  mais  cette  élimination  ne  peut  que  s'indiquer 
>n  désignant  l'arc  (  par  son  sinus,  ou  son  cosinus,  ou  son  sànàs-verM  ( 
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eà  employant  ce  deraier,  oa  a 

xssa  aie  fdont  le  sious-Terse  :=:-ï  j  —  Vaay'— /•. 

Si  l'on  diflërentie  cette  équation  au  moyen  de  l'une  des  formules  données 
dans  le  n'  58,  l'arc  disparaîtra,  et  l'on  obtiendra  le  résultat  algébritpie 

,  aâv  aây—yày 

y  aoy. —y*       V  acy  —  j* 
qm  se  réduit  à 

Telle  est  Te'quatioa  différentielle  de  la  cycloïde  ;  elle  pourrait  s'ob- 
tenir sans  la  considération  des  sinus ,  en  différenUant  l'expression 

ce  qui  donne 

Axz^^àl.MâQ  —  à.MN'î 

et  faisant  attention  que  l'arc  MHQ  appartient  au  cercle  dont  l'abs- 
cisse QN=J,  l'ordonnée  ifiV  =  Va^— J^»  on^alcnleraitd.jlfZrQ 
parla  formai);  générale  du  n'  3i6,  dans  laquelle  on  remplacerait  « , 
par  y  t  ^^  7  P^i*  ^^V  —T"'  =  ^'^  parrietadrait  ainsi  au  même  résultat 
que  ci-dessus. 

"  34^.  Si  l'on  prend  dans  l'équation  diâërentielle  de  la  cyclo^de,  la 
valeur  de  dx,  pour  la  substituer  dans  les  formules  généralçs  du  n*  ai5, 
on  trouve 

°r  -     y'  MT  -  -J^^  .- 

PE  =  V3aj—y*y  MR  =  Sf^. 

Ces  valeurs  se  constndsent  d'une  manière  très-simple;  car  il  est  aisé 
de  remarquer  que  MP  y  ou^,  étanf  considérée  comme  l'abscisse  du 
cercle  générateur  QMGy  la  valeur  donnée  ci-dessus  pour  PR  est  pré- 
cisément cet^  de  l'ordonnée  MN  de  ce  cercle,  et  que,  par  censé* 
^ent  la  nomtele  se  confond  avec  la'  corde  de  l'arc  MQ;  coirane  od 
peut  le  voir' aussi  par  l'expression  de  MR.  11  suit  de  là  que  la  tan» 
gente  MT  est  le  prolongement  de  la  corde  MG;  mais  si  l'on  imagine 
>  que  le  cercle-  QMG  glisse  sur  le  point  Q  pour  atteindre  une  position 
quelconque  qmg,  les  lignes  mq  el  mg  resteront,  malgré  ce  changement, 
I.  60 
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parallèles  aux  lignes  MQ  et  MG  :  il  suffira  doac ,  pour  construire  la 
normale,  en  un  point  donné  My  de  rapporter  ce  point  sur  le  cercle 
fixe  qmg,  ce  qui  se  imt  en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  &  j(B,  et  de 
mener  ensuite  MT  parallèlement  à  mg,  et  MQ  parallèlement  à  m^. 

a46.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  conrbitre.  Lorsqu'on  difi*^ 
rentîe  Téqaation 

^~  —    y^y 

en  regardant  dx  comme  constant,  on  obtient 

réduisant  et  divisant  par  ^,  il  vient 

o  =  (aa/— 7»)dy-(-  fld;^, 
d'où  l'on  tire 

•^  aoy— ^' 

mbstîtnant  cette  valeur  et  celle  de  d;'  dans  l'expression  du  rajon  de 
cooilmre  (aai),  ou  trouve,  après  les  réductioDS  oe'cesMires, 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  Jl/Jlf  est  double  de  h  ' 
normale  MQt  ^^  *iF^  ^^  P^'^^  P'"^  conséquent  devenir  plus  grand  que 
le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur,  diamètre  qui  est  i  la  fois 
l'ordonnée  et  la  normale  de  la  cycloïde,  an  point  /,  où  le  contact  Q 
a  parcouru  la  moitié  de  fat  ciroonférence. 
Les  expressions  de  x— a  et  de  ^— ^  donnent  ensuite 


0>  cooclttt  de  là 

^  =  — )3,         *==:«— a  V—a*ïj8—i3*. 

En  svbatitnBst  ces  Taknn  dans  l'équation  {vimitive  de  la  cydolde^*! 
rédaisaiit,  on  obtient 

« cse A-arc ^dont  le  5io.TBr«e=— j^  +  V—a»^— ^% 
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réralut  qui  a  beanconp  d'analogie  arec  cette  équation.  Le  radical 
y/—  3a^  —  j8'  devient  semblable  à  s/aàj-  —  jr*  ,  lorsqu'on  &it 
JS  =  —  3<i  +  i^»  c^  <ï*ù  revient  à  prendre  ^  an  lieu  de  l'ordonnée  EST, 
toujours  négative,  l'ordonnée  P'M'j  rapportée  à  un  axe  ^B'y  placé 
au-dessous  de  AB,  à  une  distance  jfl=aa.  Par  cette  transfocma- 
tion,  il  vient 

a=:aarcrdont  le  nn-verse= j  -f-  V'aajS'—  ^'  ; 

puis  si  l'on  observe  que  deux  arcs  dont  les  nnus-versea  réunis  cona- 
posent  le  diamètre  ,  sont  siipplémms  l'un  de  l'autre  ,  et  qu'on  désigne 
par  «  la  demi-circonférence ,  on  pourra  écdre  : 

«s=:  a;r— aarcfdootle  sin-verse=— j  -+- V^a^^'— ^''- 

Prenant  enfin  a'=sa«— a,  c'est-à-dire^  substituant  à  l'abscisse  ^E 
i'abscisse  Jl'P'=AI~^JE,  il  viendra 

a'  =  o  arc  Tdont  le  sin-verse  =  — )  —  V^o^ — ^' 

équation  d'une  cydoïde  dont  l'origine  est  au  point  A'^  et  qui  est  décrite 
sur  l'axe  ^S",  par  le  même  cercle  générateur  qne  U  proposée ,  maïs 
roulant  dans  le  sens  jfB',  contraire  à  JB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement  de  la  détermi- 
nation du  rayon  de  courbure.  En  prolongeant  la  droite  GQ  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  jit'B  en  Q*,  et  menant  Q'Ji',  on  formera  les  triangles 
GMQ  et  Q3fQ'  égaux  entre  eux  :  l'angle  QMÇf  sera  donc  droit,  et 
si  on  décrit  sur  Q(^j  comme  diamètre,  un  cercle,  il  passera  par  le 
point  Jlf  et  sera  égal  an  cercle  générateur.  Gela  posé,  puisque  l'are 
St<^  e«t  le  supplément  de  M'Q,  qui  lui-même  est  égal  à  AfÇ,  on 
aura 

arc  SrÇf  s=QMG —  BTC  3IQ  =  jiI~JQ=  QIs^^Q^, 

ce  qui  montre  bien  évidemment  que  la  développée  AMA  est  une 
cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'Qf^  roulant  sur  ABf^  de  ^  vers  B, 
On  remarquera  sans  doute  qne,  d'après  ce  qui  précède,  la  cycloïde 
est  rectifiable,  puisqu'elle  est  elle-même  sa  développée ,  et  que  l'ex- 
pression  de  son  rayon  de  courbure  est  algébrique;  et  on  en  de'duira 
ce  résultat  curieux,  que  la  longueur  de  l'arc  AA,  ou  de  son  égal  AK^ 
<^  compose  la  moitié  de  la  branche  décrite  par  une  révolution  ei**  - 
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tière  dn  cercle  ^enârateu^ ,  est  pFécisémcpt  la  même  <{ue.  celle  de  ^K, 

ou  do  double  du  diamètre  de  ce  cercle. 


347.  La  cycloïde  n'est  pas  terminée  an  point  L  où  le  cercle  a  par- 
couru^ sur  la  droite,  AL  sa  circonférence  entière;  car  rien  ne  limite  la 
durée  de  ce  mourement.  II  îs\A  bien  remarquer  dans  la  descnpbon 
des  courbes,  que  les  inverses  parties  résultantes  d'une  même  construc- 
tion ou  d'un  même  mouvement,  appartiennent  toutes  à  la  même  courbe. 
'Ainsi  le  cercle  ÇMG,  en  continuant  de  rouler  sur  la  droite  AB  ^  au- 
delà  du  point  L,  décrit  une  suite  infinie  de  portions  semblables  t 
AKL;  et  il  faut  en  concevoir  autant  sur  Ja  gauche  du  point  A,  puisque 
le  cercle  a  pu  n'arriTer  à, ce  point,  qu'à  la  suite  d'un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  înde'fini.  L'équation  de  la  courbe  conduit  éga- 
lement à  ces  remarques;  car  rien  n'empêche  d'y  supposer  l'arc  QM^ 
Migmenté  ou  diminué  d'autant  de  circonférences  que  l'on  voudra  ,  on 
bien  de  supposer  la  variable  t  (page  472)  aussi  grande  qu'on  voudra, 
soit  positivement,  soit  négativement.  On  voit  d'ailleurs  qne^  né  pourra 
jamais  surpasser  sa,  garce  que  son  expression  ne  renferme  que  le 
cosinus  de'f,  compris  nécessairement  entre  les. limites  -f-i  et —  i.  Il 
suit  de  là  que  la  cycloïde,  conçue  dans  toute  l'étendue  qu'elle  doit  avoir, 
peut  être  coupée  par  une  même  ligne  droite,  dans. une  infinité  de- 
points.  .  . 

.  .Le  coefficient  difiiérentiel  .du  second  ordre  ^,  étant  égal,  à  ~~-~  i 

est  toujours  négatif;,  mais  il  devient  infini,  ainsi  que- ^,  quaad_/^=o, 

ce  qui  arrive  lorsque  l'arc  MQ  est  ^gal  à.zéro  ou  bien  à  un.muldpte  quel- 
conque de  la  circonférence.  Il  re'snile  de  là  que  les  points  A  y  L^  etc. 
où  se  touchent  les  dififérentes  branches  de  la  cycloïde,  sont  des  pbînts 
de  rebroussement  de  la  première  espèce ,  dans  lesquels  la  tangente  e&l 
perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (aSi). 

348.  L.ts  spirales  composent  encore  un  ordre,  de  courbes  transcen- 
dantes, remarquables  par  leur  forme  et  leurs  propriétés.  Voici  comment 
s'engendre  celle  qu'imagina  Conon  de  Syracuse,  et  dont  Archimède 
découvrit  les  principales  propriétés. 

FIG.  54.     Pendant  que  le  rayon  AO ,  Jîg.  54,  se  meut  autour  du  centre  A  du 
cercle  OÇG,  un  point  mobile,  parti  de  ce  centre,  parcourt  uniformé- 
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ment  la  ligne  JO,ei  avec  une  vitesse  telle  qu'il  arrive  au  point  O, 
en  même  temps  que  cel^  droite  a  achevé  sa  révolution.  II  suit  de  là 
que  pour  un  point  quelconque  M  de  la  spir^e  jiMOM'X^  le  rapport 
de  JM  à  ^N  est  le.  même  que  celui  de  l'arc  ON  à  la  circonfé- 
rence OGO  ;  mais  conune  rien  ne  s'oppose .  à  ce  que  le  point 
décrivant  conûmiQ  son  mouvement  au-delà  du  point  O,  sur  le  rayon 
prolongé,  et  que  ce  rayon  peut  lui-même  iake  un  nombre  indéfini  de 
révolutions,  la  courbe  AMO  se  prolongera  en  tournant  toujours  antoor 
du  point  ^,  de  manière  que  le  rapport  entre  la  dislance  de  chacun 
de  ^&  points  au  point  A  et  le  rayon  du  cercle,  soit  égal  à  celui  qui 
se  trouve  entre  l'arc  parcouru  par  le  point  O,-  depuis  le  commence- 
ment  du  mouveibent  et  la  circonférence  entièrei  En  ^^  par  exemple, 
où  le  rajon  AN  a  fait  une  révolution  plus  l'arc  ON  3  on  aura 
^  —  £Çg^^.  Si  donc  on  fait  ON  =  t,  AM=iu,   et  que  prenant 

pour  unité  le  rayon  AN,  on  représente  par  a^  la  circonférence  OGO, 

t 
on  aura  u  =  — . 

Les  variables  de  cette  équation  Sont  ce  que  les  géomètres  appellent 
des  coordoTuiées  polaires.  Le  centre  A  du  cercle  OGO,  se  nomme  1« 
pôje;  la.  ligne  AM,  assujétîe  à  passer  toujours  par  ce  point,  est  le 
rayron  vecteur,  et  tient  lieu  de  l'ordonnée  de  Ii^  courbe,  tandis  que 
l'arc  ON  remplace  l'abscisse. 

lia  spirale  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  porte  le  nom'  de 
spirale  d'Archimède^  n'est  qu'un  cas  particulier  des  courbes  que  repré* 
senterait  l'équation  u=af%  en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  possibles. 
Lorsqu'on  fait  «  =  — i,  on  a  u=satz'  ou  utssia^  équation  qui  appar- 
tient à  la  spirale  hjperbolitfue. 

Si,  au  lieu  dé  la  distance  AM,  on 'prenait  pour-u  là  partie  MN  du 
rayon  vecteur,  comprise  entre  le  point  Jf  et  la  circonférence  du  cercle 
OGO,  l'équation  u*s=at  serait  celle  de  la  spirale  parabolique,  ou  de 
la  courbe  qu'on  formerait  en  roulant  l'axe  d't^ne  parabole  autour  d'un 
cercle;  les  ordonnées  se  trouveraient  alors  perpendiculaires  à  la  circon- 
férence de  ce  cercle,  et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

Tant  que  n  est  un  nombre  positif,  les  spirales  donne'es  par  l'équa- 
tion u=:at',  prennent  leur  origine  au  point  A;  maïs  quand  n  est  né- 
gatif, u,  d'abord  infini  lorsque  (=^0,  diminue  à  mesure  que  cet  arc 
augmente,  et  à  chaque  nouvelle  révolution  le  point  décrivant  s'approche 
du  point  A ,  sans  pouvoir  jamais  y  atteindre.  ^ 
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Ponf  appliquer  aut  spirales  qui  sont  rapportées  à  des  coordonnées 
polaires,  les erpressioas  des  souta.ng«ntes ,  des  tangentes,  etc.  que  nons 
aTOns  trouvées  relatiTcment  à  des  coordonnées  rectangles,  il  &at 
transformer  ces  dernières  coordonnées  dan$  les  premières  ,  ce  qui 
«enrira  &  montrer  comment  on  peut  passer  de  l'un  de  ces  systèmes 
&  l'antre.  Cela  sera  d'autant  plus  utile,  qu'on  rapporte  quelquefois  les 
courbes  algébriques  4  des  coordonnées  polaires  ;  on  le  &it  surtout  à 
r^ard  des  lignes  du  second  degré,  en  prenant  leur  foyer  pour  pôle. 

a49-  Plaçons  an  point  J,  pour  plus  de  ^plicité,  Torigine  des  co<w- 
données  rectangles  JPz=x ,  PMsssf}  «oit  QÛi^m,  l'arc  intercepte 
entre  le  point  Q,  situé  sur  l'axe  des  abscisses  j^B^  et  le  point  O, 
origine  de  l'arc  ^  En  menant  PM  perpendiculaire  sur  jéB^  et  en  ob- 
servant que  l'angle  M^P  est  mesuré  par  l'arc  ilTÇ  égal  à  t— m, 
nous  anrons  ^ 

1m^='Âp'-^pM\    AP=AMco%NQ,    PM^JMÛnNQt 

d'oii  il  soit 

X  ^  ucos(f-- m),      /  =  asin(ï— m)      et     ^  =:tang(i— m). 

An  moyen  de  ces  valeturs  de  jc  et  de^,  on  changera  toute  éqoiatîon 
algébrique  rapportée  à  des  coordonnées  rectangles ,  dans  nue  autre  qui 
ne  contiendra  plus  que  le  sinus,  le  co&inus  de  Tare  t  et  le  rayon  Tectenr  u. 
Les  mêmes  v^enrs  doiment  aussi 

C08((  — m)=:  -,         sin(f  —  m)  ^^  , 

.  d'où  l'on  tirera  des  valeurs  de  cos  t  et  de  sin  i  en  x,  /,  u»  sin  m, 
et  cos  m,  qui,  étant  substituées  dans  une  équation  quelconque 
entre  u,  sini  et  cosf,  conduiront  à  nn  résultat  ne  renfermant  plus 
que  xet_^,  puisqu'on  poarra  remplacer  u  par  Vx\~\-j*.  Si,  pour 
d>réger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se  confonde  avec  la  ligne  AO  , 
on  aura  seulement 

C03Ï  =  -  ,         8in(  =  -î^,         et        tang(  =^. 

Xionqne  l'équation  en  U  et  <,  qu'on  se  propose  de  transformer,  con- 
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tient  l'arc  t  lui-même ,  il  n'est  plus  possible  d'obtenir  une.  relation  al- 
gébrique-entre  x  eXj,  puisqu'on  n'en  a  point  de  semUable  entre  l'arc  t^ 
son  sinus  et  son  cosinus:  l'équation  ucsd^  ne  conduirait qu'it 

V«'H-J^=  ojarcrdont  la  tang=*^  jl  ;    • 

mais  on  parvient,  ainsi  qn'on  va  le  Toir,  &  une  équation  différentielle 
qui  ne  contient  plus  que  x^jr^Ôa:   et  àjr. 
On  tire  desTalenrt  tronvées  ci-'desnu,  pour  u,  x  et^, 

du  =  dV'a:'-hr*, 

dx=:ducos(^--m)— ttdfsin(('— m),    d;t=sdusin(/— ffi}-f-ud/cos({— ^); 

et  si  on  élimine  du  des  deux  dernières  équations,  û  Tiendra 

,    dycoa^t — m)  —  Arwn(l— m)  _ 

mettant  pour  cos(f— m),  sio(f— m)  et  Uj  leurs  valeurs ,  on  aura 

on  pourra  donc  chasser  de  l'équation  en  u  et  t,  et  de  sa  différentielle,' 
les  quantités  u,  cosf,  sia/,  du  et  d^  ;  les  deux  résultats  qu'on  obtien- 
dra ne  contenant  plus  qne  (  ,  on  le  Gara  ^sparaltre  fw  l'éiimmatifm. 

Prenons  pour  exemple -l'éqnatlon  H  =  iif,  qui  donne  u*sstf"f^ 
-n"~*du=a*d/;   les  expressions  de  u,  de  du  et  de  àt,  étant iadépe»* 

dantes  de  m,  il  viendra,  en  les  substituant  et  en  réduisant  au  même 
dénominateur  j 

Aree  cette  équalicm  on  déterminerait  les  sontaugentes,  les  tan- 
gentes, etc.  des  spirales,  en  disant  usage  des  formules  du  n'  ai3; 
mais  U  sera  plus  simple  et  en  même  temps  pins  général  de  transfor- 
mer ces  formides  relatÎTement  aux  variables  u  et  t,  et  c'eet  ce  qu« 
je  vais  &ire. 

a5o.  L'expresHon  de  la  soutangente  devient,  en  mettant  pour  ^  «1 
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■T^  leurs  valeurs , 

PT:=  usm  (<  -m)  ^-^-L^^-^-^—2. 

On  simplifiera  beaucoap  ce  résultat ,  en  observant  qae  la  sitnalion 
de  la  ligne  des  abscisses,  sur  laquelle  tombe  la  distance  PT,  est  ar- 
bitraire, et  qu'on  peut  par  conséquent  prendre  toujours  m  telle  que  l'arc 
ÇN  soit  ~iff  auquel  cas  Fordonnée  PM.se  confond  avec  le  rayon 
vecteur  jéSf,  cos(ï — m)  =  o,  sin(* — m)  =s=  i,et  PT  se  change  en 

On  construira  U  tangente  en  menant  par  le  point  J,  une  petpen- 
diculaire  au  rayon  vecteur  ^Jf,  et  en  portant  sur  cette  droite  la  valeur 
.  de  ^T%  donnée  par  la  formule  ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  à  l'équafion  us:aPf  on  trouvera 

Dans  la  spirale  de  Conon  on  a  n:=i  el  a^—j  il  en  résults 
^7*  =  —  — .  On  voit  par  cette,  expression  que  lorsque  ï=ï2*,  oa 
qu'après  une  révolution-du  point  décrivant,  la  soutangente  est  égale  à  la 
circonférence  OGQ  rectifiée,  et  qu'après  m  révolutions ,  t  étant  amjr, 
Jtr  devient  en  conséquence  ^  amVss  — m.  amff  ;  la  soutangente 
est  donc  alors  égale  au  nombre  des  révolutions  multiplié  par  amtft  cir* 
conférence  dont  le  rayon  est  égal  à  m  fois  ^O-,  et  qui,  par  cette.raison  , 
embrasse  la  partie  de  la  spirale  décrite  dans  la  dernière  des  révolutions 
effectuées;  c'est  aussi  à  ce  résultat  qu'Archimède  est  parvenu  dans  son 
Traité  des  Spirales.  ■  ■      .      - 

Lorsque  n  =  — i,  ce  qui  est' le  cas  de  la  spirale  hyperboUqne, 
il  vient  AT^Of  c'est-à-dire,  que  la,  soutangente  de  cet>e  coiifbe 
est  constante. 

Je  ne  m'arrête  point  à  la  recherche  de  la'  sounormale  et  delà  nor- 
male, païce  qu'où  les  obtient,  facilement  lorsque  la  soutangente  est 
connue.  .:  .  ■ 

J'observerai  seulement  que  -jj-.  =  —  -^  ,  exprime  la  tangente  de 

Tangle  que  foil  avec  le  rayon  vecteur  AM  la  droite    7*Af,  qui  touche 
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la  courbe  au  point  Jf ,  et  qu'on  a 


"  =k^^jïf'+  AT*  =  u  l/i  - 


aSi.  Ea  substituant  les  expressions  de  dr  et  de  d;'  da  n*  349^  dans 
celle  de  di  t=  s/Ax^-^àj*  (216),  et  faisant  les  réductions  qui  se  pré- 
sentent à  cause  que  sio(( — m)' +  cos(*^m)*=  i  ,  on  obdent  pour 
la  différentielle  de  l'arc  DM^ 

_      ds  =s  v'du'4-«'d<% 

expression  indépendante  de  l'angle  m,  ce  qui  était  siaé  à  prévoir,  car 
la  diâerentielle  d'une  variable  ne  dépend  point  de  la  place  que  l'on 
assigne  à  l'origine  de  cette  variable. 


35a.  Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  c'est  à  des  secteurs 
^e  se  rapportent  les  aires  des  coarbes  ;  l'aire  de  la  courbe  OMR, 
Jig.  55,  se  compose  du  secteur  OÂM.  Si  on  place  au  point  A  l'origiae  nc.  i 
des  coordonnées  rectangles  AP  et  PM,  et  que  l'on  prenne  AO  pour 
l'axe  des  abscisses,  MPAR  sera  le  segment  représenté  par  2  dans  le 
n*  317,  et  l'on  aura 

OAM  =  OAR  —  MPAR  +  APM  ; 

prenant  les  différentielles,  et  observant  que  le  secteur  OAR  est  une 
quantité  constante j  puisqu'il  se  termine  à  des.  points  fixes,  il  viendra 

^.OAM:=  —  eL.MPAR-{-à.APM=~~àz+à.\xxi 

mettant  pour  dz  sa  valeur  jàx,  et  effectuant  le  calcul,  ^on  aura 

à.0AM='^y-:f^, 

a 

Pour  transformer  cette  expression  en  coordonnées  polaires,  on  observera 
que  x=:HCosf,  j:^usiatf  et  il  en  résultera 
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353.  Traïufonnons  maîotenant  l'e^ressioa  du  ray^m  de  coarhureJ 
Pour  supposer  àt  constant,  nous  ferons  varier  à-la-foia  dx  et  d;-, 
en  regardant  je  et  ^  eonmie  des  fonctions  impHcUes  de  f  ;  et  alors 
il  &udra  que  les  expressions  dej-,  x  — *  et  j- — .^,  rapportées 
dans  le  n*  aai  ,  soient  tnmsfonn^es  de  manière  à  n'y  regarder  aucune 
différentielle  comme  constante  (68)  :  il  Tiendra  alors 

i-^fl^.     dxÇrt^+dy)         „     ^_dy(d^+dy>- 

•/        '^  =■         àx&y—dyd'x  *         ^  *"  àxdy—iyd'x' 

Cela  posé,  les  râleurs  de  dx  et  de  d;'  (349)  donneront  d'abord 

djc*  +  ^  =  dwf  +  tf de  C^i), 

et  en  les  diâerentiant,  on  trouvera 

d'x  =  d'ucos(ï — m)  —  sdudt  ain.  (t—m)  —  udt*  co${l-~m)  ^ 
d^  =  d*usin  (ï— m)  +  ad«dicos(i — m)  —  wL*  sîn(i — m), 

d'où  Von  conclura 

dxd^  —  djà^x  =  2âufit — udfd'u  +  u^d^  ,' 

après  les  réductions  qui  s'ofi&ent  d'elles-mêmes.  Au  moyeu  de  c«s  T»> 
leurs,  il  viendra 

'   "~  aâu'àt—udtdru+ 1^^' 

Ce  résultai,  comme  on  devait  s'y  attendre,  est  indépendant  de  la 
quantité  m,  qui  ne  tient  qu'à  la  position  arbitraire  de  l'axe  des  x,  et 
on  aurait  pu  sim[^fier  Tes  calculs,  en- prenant,  ainsi  qu'on  l'a  fiut  dans 
le  n*  35o ,  cet  axe  perpendiculaire  au  rayon  vecteur ,  d'où  il  résulte 
sin  (/ — m)=i,-cos(i — m)^o;  cette  hypothèse  étant  étaUie  dans 
les  expressions  ci-dessos ,  ii  vient 

drs=  —  ud/,      d^-ssdu,      d'x=— adnd/,      dy^d'u — udt', 

et  l'on  a  sur-le-champ  la  valeur  de  y  rapportée  ci-dessus. 

Lorsque  l'on  Eût  usage  des  coordonnées  polaires,  il  est  très-simple  de 

HG-  34.  '^Ppo^'cr  le  centre  i^du  cercle  osculateur^^g'.  54,  au  rayon  vecteur -^Jlf, 

«u  moyen  de  la  droite  F£  perpendiculaire  sur  ce  rayon  vecteur,  et  de 
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la  distance  SŒ.  Les  expres&ions  àeME  et  de  i^£ se  condaent  tnnné- 
diatemeat  de  celles  ide  ^.—0  et  de  œ- — a»  en  prenuit  comme  ci-dessus 
U  ligne  MM  .pour  lîaxe  des  ^ ,  put^  qu'alors  la  partie  AE  représente 
l'ordonnée  jS  de  U  dôvd^ppée,  et  EF  son  dhsciase  ci;  U  suit  de  Ik 
que 

ME=JM-~AE=y—^t        EF  =  ~-cl, 

piûsqne  Toriginedes  coordonnées  reotangles  ^tant  ma  pointa,  x  est  mil. 
Calcnlant,  d'après  ces  relations  et  les  Ibrmules  rapportées  an  commen- 
cement de  cet  article,  les  Taleuv  de^— ^  et  de  .r— >a,  on  obtiendra 

adw»— ud'u+uMï*  '  adu'dt  —  uàtd'u  +  uMf  ' 

Je  ferai  remarquer  que  dans  plusieurs  autenrs  la  l^e  ME  est  appelée 
oorni^'on  de  coorbure. 


a54-  Pour  faire  une  application  de  cette  formule ,  je  prends  la  spi- 
rale logarithmique  dont   l'éqaation    est    tis=lu.    Eu   dîfférentiant,     ou 

trouve  d/  =  — -,  ou  -3—  =  M,  ce  qui   montre  que  dans  tous  les 

points  de  ceUe  courbe,  la  Ungente  fait  le  même  angle  avec  le  rajoa 
vecteur,  propriété  -très-remarquable. 

Une  seconde  differentiation  f  où  Ton  suppose  àt  constante ,  donna 
«d'M— d«'  =  o,  d'où  d*a=  -^;  substituant  celte  valeur,  ainsi   que 

celle  de  d£,  dans  Verpresàioa  de  y  et  dans  «elles  de  ME  et  de  EF, 
on  trwiTcra 

3,=Jtff=-îii;5^,      ME=^u^AM,      EF:=:^ 

Par  la  première  de  ces  valeurs,  le  rayon  de  courbure  est  proportion'^ 
nel  au  rayon  vecteur  ;  la  seconde,  montre  que  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  F  du  cercle  oscnlatenr  doit  totq'onrs  tomber  an 
point  j4  f  comme  l'indique  la  figure  56.  Alors  la  droite  EF,  se  chan-  fig.  5S, 
géant  en  AF,  est  aussi  le  rayon  vecteur  de  la  dévelôppe'e  FZ;  et  com- 
parant la  valeur  de  EFk  celle  de  AM,  ou  trouve  laiigMFA=i-y=  =sM, 
c'est-ii-dire  que  la  tangente  de  l'angle  qne  la  ligne  qui  toudie  la  dé* 
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Téloppée  £tit  avec  son  rayon  vecteur ,  est  constant  et  le  même  que 
l'angle  JMT'y  relatif  à  la  courbe  proposée.  On  le  Toit  aussi  par 
les  triaugles  MAT  et  MAFy  rectangles  eu  A^  en  fusant  attention  que 
le  rayon  de  courbure  MF  est  peipendiculaire  sur  la  tangente  MT .  Il 
suit  de  là  que  la  développée  F2i  est  une  spirale  logariUmuque  sem-t 
blable  à  la  proposée  AX. 

355.  Non-sieùlement  une  courbe  est  donnée  lorsqu'on  a  son  éqoa- 
tion^  soit  en  coordonnées  respectivement  parallèlesà  deux  droites  fixes, 
soit  en  coordonnées  polaires  ;  mais  elle  l'est  enccve  lorsqu'on  a  une  r^ 
lation  quelconque  entre  deux  quantités  déterminées  par  sa  nature.  La 
propriété  qu'a  la  tangente  de  la  spirale  logarithmique  de  faire  un  angle 
constant  avec  le  rayon  vecteur  AM  (aS4)  >  pourrait  donner  lieu  à  une 
équation  entre  les  droites  AM  et  AT,  et  qui  serait,  en  nommant  u 
la  première  et  p  la  seconde,  u^av.  On  passerait  de  cette  équation  k 
celle  qui  doit  avoir  lieu  en  coordonnées  polaires,  en  mettant  au  lieu 

de  AT'y  son  expression  ^  -t— . 

De  même ,  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  et  l'arc  d'une 
courbe  doit  être  envisagée  comme  une  équation  de  cette  conrbey  et 
elle  aurait  ce  caractère  remarquable,  que  l'une  des  rariab/es  serait 
tout-à-fait  inhérente  à  la  courbe  ;  car  la  grandeur  du  rayon  de  coar- 
bure  étant  absolument  indépendante  de  la  nature  et  de  la  position  des 
coordonnées,  reste  toujours  la  même  pour  le  même  point,  quelque 
situation  qu'ait  la  courbe.  A  l'égard  de  l'arc,  son  origine  serait  arbi- 
traire, puisqu'on  pourrait  commencer  à  le  compter  de  tel  point  qu'on 
voudrait  de  la  courbe  ;  c'est  pourquoi  MM.  Cambt  et  Ampère,  le 
premier ,  à  la  fin  de  son  Traité  de  la  Géométrie  de  position ,  le  second ,  ' 
dans  le  XTV'  Cahier  du  Journal  de  l'École  Pofytechnitfue ,  ont  cherché 
des  moyens  de  former  féqnation  d'une  courbe  de  manière  qu'il  n'y 
Testât  rien  d'arbitraire  ou  d'étranger  à  cette  courbe. 

Pour  passer  des  coordonnées  rectangles  ou  polaires,  à  une  relation 
entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure,  il  fendrait  éliminer  dans  le  pre- 
mier cas  «et/,  de  l'équation  proposée,  au  moyen  des  équations 

dj'=d«»H-dr».  i— —    (<3-^'+dy)'   _  d^'  f nfi  rt  ■i-.ï> 

et  chasser   ï*  et  r  dans    le    second,  en    faisant    usage   de    l'équation 
d('  =  d«*  H^  j*'d<»  «t  de  l'expression  de  y  trouvée  n'  a5S. 
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Les  mêmes  équations  domiant  le  moyen  d'éliminer  s  et  y  d'une 
e'qnation  entre  ces  Tariables  ,  serviront  à  passer  de  cette  équation  à  une 
antre,  entre  des  coordonnées  rectangles  ou  des  coordonnées  polaires; 
le  procédé  pour  feire  cette  élimination  a  été  indiqué  n°  75. 

II  Élut  observer  que  parmi  les  relations  qui  peuvent  caractériser  une 
coiirl>e ,  il  y  en  a  qui  sont  exprimées  par  des  équations  algébriques  , 
et  d'autres  fini  ne  le  sont  que  par  des  équations  difierentielles  :  ces  der- 
nières sont  en  quelque  sorte  indéterminées ,  c'est-à-dire  qu'elles  peuvent 
appartenir  à  une  infinité  de  courbes  douées  toutes  d'une  propriété  com- 
mune ;  car  d'après  la  remarque  faite  dans  le  n*  5o,  l'équation  primitive 
de  laquelle  elles  tirent  leur  origine,  doit  renfermer  un  nombre  de  cons- 
tantes arbitraires  égal  à  l'exposant  de  leur  ordre.  Les  considérations 
géométriques  confirment  elles-^mêmes  cette  remarque. 

Si,  par  exemple,  on  diâe'rentiait  l'équation  de  la  parabole  ^=aa: , 
et  qn'on  éliminât  ensuite  n ,  on  aurait  pour  résultat  l'équation 
nxà)r—jâx  =  0,  laquelle  donnant  j  j"=  *^»  exprime  que  la  sootan- 
gente  est  double  de  l'abscisse,  propriété  conmmne  à  toutes  les  para- 
boles, quel  que  soit  leur  paramètre. 

L'équation  _;'*=:m(a'—x'),  appartenant  à  une  ellipse  dont  le  centre 
est  à  l'origine  des  x  et  des  jr^  et  dont  les  axes,  situés  dans  la  direc- 
tion de  ceux  des  coordonnées  ,  sont  a  tX  a  y  m ,  donne  par  l'élimi- 
nation des  deux  constantes  a  et  m,  l'équation  difierentielledu  second 

ordre  j-^ —  ■'^  dS  —  "^3^^^  **  C^**)»  chacune  des  ellipses  que  peut 
représenter  la  première,  en  donnant  aux  quantités  d  et  m  toutes  les 
valeurs  possibles-,  satis&il  à  la  seconde,  et  le  cercle  de  l'équation 
or*  -^j*  =  a'  s'y  trouve  compris. 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  la  considération  des  équations  diffé- 
rentielles  donne  le  moyen  d'exprimer  les  propriétés  les  plus  générales 
des  courbes,  en  conduisant  à  des  résultats  inde'pendans  des  constantes 
qui  particularisent  ces  courbes. 

a56.  Lobnitz ,  pour  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux  courbes ,  les  ^^^ 
considéra  comme  des  polygones  d'un  nombre  infini  de  côtés  infiniment  comme  dn 
petits;  dans  cette  hypothèse,  la  tangente  n'est  autre  chose  que  le  pro-  i^'^s™"- 
longement  du  côté    du  polygone,  comme  on  le  voit  dans  la  figure  Sy  ;  TlQ^tj, 
les   triangles    semblables  MM'Q  etFMT   donnent   tout     de    suite 
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pX-=z^^~^,  et  BÎ  on  représcote  par  dr  la  difierence  ifQ  des  abs- 
cisses consécutives  jiP  et  JP",  par  Aj  la  difiTérence  ATQ  des  ordonnées 
correspondantes  PM  et  P'M',  il  Tiendra  iT=^. 

II  semble  d'abord  qae  cette  manière  de  trouver  la  soafangente  ne 
soit,  poar  ainn  dire,  qu'une  approximaUon ,  car  quelque  petits  qu'on 
suppose  les  côtés  du  polygone,  ils  ne  se  confondront  jamais  avec  la 
courbe,  et  par  conséquent  la  droite  MT  ne  sera  jamais  tangente  ;  raùs 
on  introduit  dans  le  calcul  une  circonstance  qui  justifie  la  substitution 
du  polygone  à  la  courbe,  c'est  l'abstraction  qu'on  £ût  des  puissances  de 
dx  et  de  d;*  sapérieures  à  la  première,  et  qu'on  regarde  comme  infini- 
ment petites  à  l'égard  de  celle-ci  (do).  En  effet,  si  d'un  cdté  les  ré- 
sultais analytiques  obtenus  ainsi,  sont  d'autant  plus  exacts  que  dic  est 
plus  petit,  de  l'autre,  le  polygone  diffère  d'autant  moins  de  la  courbe  , 
que  ses  côtés  sont  plus  multipliés,  ou  que  l'espace  PP'  qui  représente 
dx  est  moindre;  et  comme  rien  ne  s'oppose  k  ce  qu'on  imagine  ces 
côtés  multipliés  au-delà  de  tel  terme  qu'on  voudra,  il  s'ensuit  que  la  dif- 
férence entre  le  résultat  calculé  dans  le  polygone  et  celui  qui  convient 
à  la  courbe,  peut  être  rendue  moindre  qu'une  grandeur  donnée,  quelque 
petite  que  soit  cette  grandeur.  Présenté  sous  ce  point-de-Tue  ,  le  Calcul 
dî^Cérentiel  ne  me  parait  oEIrir  aucune  notion  qu'un  bon  esprit  ne  puisse 
admettre ,  il  s'applique  alors  avec  la  plus  grande  &cilité  à  toutes  les 
questions  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  courbes  (*). 


(*)  C'est  à  tort  que  quelques  personnel  ont  reproché  à  Leibnitz  de  n'avoir  pas  eu 
des  idées  exactes  sur  la  métaphysique  du  Calcul  différentiel,;  Toici  comment  il 
s'exprime  à  l'occasion  du  travail  d'un  géomètre  nommé  StuimiHSj  sur  la  quadrature 
des  courbes  et  la  cubature  des  solides  par  le  moyen  des  séries  : 

et  Sentio  autem  et  banc  et  alias  (  mathodos)  hacteuàs  adhibitas  omoei  dedoci  pom» 
■n  ex  generali  qnodam  meo  dimetiendonim  cnrrilineorum  principio,  fuàd^/^itm  cur^ 
n  vilinea  censenda  sil  aquipolUre  polygono  inftnitorum  laterum;  undè  sequitor, 
n  qnicquid  de  tali  polygono  demonstrari  potest ,  sive  ità  ,  nt  nullus  habeatur  ad  nu- 
it memm  laterum  respectus,  sive  ità,  nt  tantô  magis  veriEcetur,  quântà  m^or  sd- 
n^mitur  laterum  nnmerus,  ità  ut  errur  tandem  Gat  quovis  dato  minor;  td  de  cnrra 
n  poîse  prontintiari.  n  (^Acta  eruditontm ,  ann.  iS84i  f^-  585.) 

Ce  petit  nombre  de  lignes  présente,  arec  autant  de  vérité  qne  de  concisiim,  l'idée 
qn'on  doit  te  faire  delamé^de  des  îdËniment  petits;  et  celle  des  limites,  renouTdée 
par  d'Alembert,  y  est  awez  clairement  iDdiquée.  Leibnitz  a  encore  répété  ,  dans 
plusieurs  de  ses  lettres ,  qu'en  se  servant  de  la  considération  des  infiniment  petit* 
pour  abréger  les  raison n emens ,  «is  ne  différait  du  styU  d'Archimède  gue  daiu  les 
expressions. 
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En  continaattt  de  représenter  MQ  par  dr ,  3f  Q  par  àjr ,  le  cèté  MM' 
du  polygone  étant  l'bypolénuse  du  triangle  rectangle  M'MQ ,  sera  ex- 
primé par  \/da:*+^*f  et  considérait  la  normiile  MR  comme  per- 
pendiculaire à  MM*,  ks  triants  MPR  et  M3fQ  seront  semblables  ; 
connaissant  donc  tons  les  côtés  de  ce  dernier ,  on  pourra  compléter 
la  détermination  de  ceux  des  triangles  MPT  et  MPR^  dans  lesquels 
on  connaH  MP ,  représenté  par  y  :  on  obtiendra  sur-le-champ 

■'^^  ^  — AT ç       —  "^  '       in-i   —       ^rTy        =  j^         , 

■^^—  Sy W'        ^^—         MQ         —   ■       dF~^» 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé,  d'une  manièse  bien  différente, 
dan»  les  n™  3o5  —  a  1 5. 

a57.  Dans  la  théorie  de  Leibnitz,  on  prend  la  corde  MM'  pour  l'arc 
MOM'j  Jig,  5a ,  et  l'on  en  conclut  tout  de  suite  que  la  différentielle  fig.  3». 
de  Tare  DM  est  JfJtf' =  v'dje'H-dr';  mais  on  ne  peut  accorder  cette 
supposition  qu'en  ayant  égard  à  ce  quia  été  dit  dans  la  note  de  la  p.  4S3; 
car  OM  ne  peut  prendre  l'une  pour  l'autre  deux  quanKtés  inégales, 
qne  lorsque  leur  différence  est  d'un  ordre  supérieur  à  celui  dont  elles 
sont  (80)  :  or  cela  n'est  pas  évident  par  soi-même,  relativement  à 
l'arc  et  ^  sa  eorde  ;  mais  ou  peut  le  conclure  de  la  note  citée.  On  a 
par  celle  note,  DQ=xjiDsmDAQ,Jig.  5i,  et  par  conséquent  fig.  3i, 
sj^D — 3Z?Ç==a^Z)(i  —  sini?^Q),  d'où  il  suit  que  si  l'on  prend  ..4ZJ 
infiniment  petit,  l'angle  DJQ  différant  infiniment  peu  d'un  droit,  la 
'valenr  dé  sj^D^sDQ  sera  exprimée  par  le  produit  de  deux  facteurs 
infiniment  petits  ,  et  sera  par  coose'quent  du  second  ordre;  et  cette  ex- 
pression sera  d'autant  plus  applicable  à  l'arc  de. la  courbe  proposée, 
qne  l'on  multipliera  davantage  les  côtés  du  polygone  inscrit  à  cette 
courbe. 

Quant  à  la  différentieUe  de  l'aire^DitfP  ^Jîg.  Sa ,  elle  s'obtient  en  éva-  fk;,  ^ 
luant  le  rectan^e  i'3fQJP',foriné  sur  l'ordonnée  ^Petsur  la  différentieUe 
de  l'abscisGe ,  parce  que  le  trapèze  curviligne  PMMP'f  accroissement 
total  de  cette  aire,  est  compris  entre  les  deux  rectangles  PMQP'  et 
PRWP'^  qui  ne  difiêrent  l'une  de  l'autre  qne  par  le  rectangle 
MRM'Q  =  MQ  X  M'Q  ^  dxd/,  et  par  conséquent  infiniment  petit  du 
second  ordre.  Il  suit  de  là  que  à.ADMp7=.jàx,  comme  dans  le  n'ai  7. 
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a58.  Lorsque  l'on  considère  plusieurs  côtés  consécntifs  d'un  polygone 
inscrit  ou  circonscrit  à  une  courbe,  il  faut  établir  une  loi  qui  lie  entre  eux 
les  points  qui  terminent  ces  cAtés  ;  car  on  sent  que  pour  la  même  conibe 
la  succession  de  ces  points  peut  se  déterminer  d'une  infinité  de  ma- 
nières. Ce  qui  se  présente  d'abord  de  plus  simple,  c'est  de  supposer 
:S8-  équidistantes  les  ordonnées  consécutives  PM,  P'M',  fM',  elc.,_/%'.  5j 
et  58,  et  de  faire  par  conséquent  Pi'' ssi**/**,  etc.,  ou  dépasser  de  l'abs- 
cisse jéP  à  l'abscisse  jéP'f  de  celle-ci  à  l'abscisse  .^i^,  etc,  par  un 
accroissement  dx  constant.  Cela  posé ,  M'Q  étant  la  première  valeur 
de  dv,  M'Q'  sera  la  valeur  consécutive,  et  en  prolongeant  MM'  jus- 
qu'à la  rencontre  de  P'M',  en  iV,  il  viendra 

NM'^M'q—NQ^M'Q—M'Q, 

NM'  répondra  à  d^,  que  l'on  suppose  infiniment  petit  à  l'égard  de 
à)r-  et  il  faut  bien  remarquer  que  cette  subordination  est  une  consé- 
quence nécessaire. de  ce  que  l'angle  M'M'M,  formé  par  les  deux  côtés 
consécutifs  du  polygone,  peut  être  pris  aussi  peu  différent  de  deux 
droits  que  Ton  voudra,  on,  en  d'autres  termes,  parce  que  sou  supplé- 
ment NM'M'  peut  être  regardé  comme  infiniment  petit;  d'où  il  résulte 
que  les  angles  NM'Q  et  M'M'Q  différant  infiniment  peu  ,  il  en  est 
de  mèime  de  leurs  tangentes,  du  moins  tant  qu'aucun  de  ces  angles  ne 
devient  droit;  qu'ainsi  la  valeur  de 

I^M'  =  M'Q"  ^NQ  =  M'Q  (tang  M'M'q  —  tang  NM'Q  ) 

est  le  produit  de  deux- fàcteiu's  infiniment  -  petits ,  et  par  conséquent 
infiniment  petit  du  second  ordre. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la  forme  du  calcul  mèneansû  » 
cette  conséquence;  car  ayant  représenté  ^  par^,  on  aura  ^'Ç=y>dj:, 
et  pour  le  point  suivant ,  où  ;?  devient  p-\~Ap,  on  obtiendra 
M'Q=.(^p-\-â^)Ajc ,  ce  qui  donnera  NM'^Apàxy  où  la  'supposition 
de  dx  et  de  d;:  infiniment  petits  rend  nécessairement  d^  infiniment 
petit  :  donc.  NM'  ou  d^  est  infiniment  petit. 

C'est  faute  de  faire  attention  aux  considérations  précédentes,  que;  l'on 
a  peine  à  concevoir  la  subordioation  des  différentielles,  envisagées  Â  la 
manière  de  Lcîbnitz  ;  parce  qu'on  ne  voit  pas  qu'elle  est  une  consé- 
quence ne'cessaire  d'une  première  hypothèse,  qu'on  ne  peut  se  dis- 
penser d'accorder,  celle  de  supposer  infiniment  petits  les  premiers  ac- 
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croissemens  cLr  et  d;^  :  on  ne'  prend  alors  que  poar  tin  échafaudage 
arbitraire  oif  de  convention  ,  toute  cette  série  d'infinimeut   petits  des  - 

'divers  ordres,,   et  on  est  porté  à  la  rejeter.    Malgré  cela,  peu   d'au-. 

.leurs,  parmi  ceux  qui  en  ont  &it  usage,  ont  -cherché  k  développer 
r«ncha)iiemeat  de  rapports  sur  lesquels  elle , s'établit  (*).  Le  théo- 
rème de  Taylor  les  met  bien  en  évidencef  -car,  en  écrivant  succesùye- 
ment  x-\-hf  x-i~2hj  etc. ,  à  la  place  de  x,  on  trouve 

PM    =^    y 
•      ■  F'M'^    j    +gJ+giL4.ete. 

,       .         ^^'=>    +lT+SÊ  +  etc. 

FM'  -  PM   =  M-q^  %  \  H-g.;^  +  etc. 

.       F&V  -  FM'  =  M-q^  %  \  -H  ^^  4-  etc. 

M'q  —  M'Q  =  ±  M'N  =  ^.  *'  H-  etc.  ; 

«t  en  bornant  ces  séries  à  leur  premier  terme,  on  voit  que  M'Q  étant 
de  la  ktvme  pky  M'If  est  de  la  forme  qk*.  Supposant  h  iafinilnentpe-' 
tit,  et  écrivant  dr  à  sa  place,  il  suit  de  'la  remarque  qui  termine  le 
n*  80f  que  M'Q  est  du  premier  ordre,  M'N  du  deuxième,  et  ainsi 
de  suite  ,  lorsque  l'on  considère  on  plus  grand  nombre  de  points 
consécutifs.  - 

Le  double  signe  =t ,  placé  devant  M'N-,  •  vient  de  ce  que  M'Q  sur- 
passe J\^Qf  dans  la  figure  58,  tandis  que  le  contraire  a  lieu  dùis  la 
figure  57.  Dans  celle  ou.  la  diflërence  est  négative,  le  polygone, 
inscrit  est  concave  vers  raze  des  abscisses ,  et  dans  .  celle  où  la 
différence  est  positive  »  il  est  convexe;  on  reconnaît  donc  encore  ici, 
par  le  signe  de  d^  comparé  à  celui  de  ^,  comment  la  courbe  tourne 
sa  concavité  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses. 

An  lien  de  prendre  équidistantes  les  ordonnées  des  angles  du  poly- 
gone inscrit  à  la  courbe  proposée ,  on  peut  choisir  toute  autre  lot  ; 
supposer,  par  exemple,  que  les  cAtés  MM',-  M'M'y  etc.  sont  toujours 
égaux  :  la  dîverûté  de  lenr  inclinaison  &it  qu'ils  ne  répondent  plus  aux 


(*)  Dans  le  TraiU  au  Calcul  diffèreniiel  de  W*  A^esi ,  cet  «ftohaïminud  est 

ap^Djé  lui  dea  eonûdérations  géométriqnei  «mbz  Htisfaùantea.  , 

I.  6a; 
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mêmes  accroissemens  d'abscùses  et  d'ordminées;  il  n'est  donc  pku  pep' 
mis  de  SDpposer  <pie  dx  loit  constant ,  mais  alors  on  a  pofer  détermî- 
ner  la  relation  de  df  à  ix,  l'éqaation  d.  V'djc'-hi^as:*,  due  k  ce 
que  MM'  est  constant;  et  comme  tontes  les  dïfiiSrentieUes  àt  JfJf 'doivent 
«gaiement  être  nolles,  on  en  déduit  une  suite  d'équations  qni  lient  entre 
.  elles,  dans  cfcaque  ordne,  leS  différentielles  de  dr  et  de  d^:  ToUi  en 
quelque  sorte  la  cooftnictioii  géométrique  de  ce  qui  a  été  exposé  dans 
le  n-  64. 

La  considération  des  polygones  »  ramenant  au  cvlcnl  des  âgares^recli- 
Jignes  ce  qui  regarde  les  cotrlRs ,  sfpporle  une  très^rande  facilité  et 
surtout  une  grande  brièveté,  dans  la  mise  en  équation  des  problèmes, 
et  par  cette  raison  mérite  une  attention  spéciale;  on  en  jugera  par 
quelques  questions  que  je  traiterai  en  finissant  .ce  chapitre ,  et  plus 
encore  par  les  théories  qui  Mn>at  exposées  dans  le  soivant. 

aSg.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  k  des  coordonnées  polaires; 
ne  59.  la  différentielle  première  du  ra3ron  vecteur  AM^Jig.   59,  est  la  partie 
QM'  retranchée  du  rayon  vecteur  suivant ,  par  l'arc  de  cercle  ilfQ  dé- 
crit du  .point  A  comme  centre,  avec  le  rayon  ÂM.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite,  «t  le  triangle  JXQBF  commç  rectiJi^e, 

ce  qui  donne  MM'  ^  1^  ÇJlf  4^  <^' .  Lorsqu'on  mesure  L'angltt 
MAM'  par  un  arc  dfr  cercle  JViV^  décrit,  d'un  rayon  A9  égal  k  Vum- 
té  (348),  on  a  Çitf=ud(,  et  QM'  éUnt  du,  il  vient  MM^=^  v/du^-H^dr. 
Pour  parvenir  k  rexpre<8ftion  de  la  sontaagente^T^qoe  nous  avoas  ftxw- 
T«e  dans  le  b*  a5o,  on  cdntpaM  eiAM  «vx  les  triangle»  MtltQ  et  MAT^ 
qu'on  regarde  comme  MmÙables,  parée  fae  l^angle  MAM'  dtantinfû 
nimeirt  ^tft  à  tVgard  de  MAT^  M'^Q  «uceasée  pWNdKde  à  AM,  et 

MQ  perpendiculaire  sur  M'Q  ;  il  résulte  de  là  AT=  '*^T^  —  ^. 

La  différentielle  de  Taire  de  Ib  &Jiuhe  QBt  représeatée  i<x  parle  sec- 
teut  cîrcidairc  AMQ^  qui  tic  diApe  d«  Uetenr  AMM\  l^aainé  à 
V^ec  ATiT  de  la  eAorbie  pro^sâe,  ^oc  f»  le  triangle  MQM',  infiai- 
ftient  petit  du  second  ordre;  tt-  AMQ=x-  ÂM xW^  ±s  -  i^^  ce 
qui  s'accorde  avec  le  résultat  obtenu  dans  le  n'  aSa. 

La  différentielle  seconde  d'uj  élant  la  différence  ênlrê  dé'uS  dîff^ 
rentielles  premières  consécutives,  se^  représentée  par  M'Ç'-^—M'Q; 
et  il  Ëmdra  observer  que  lorsqu'on  suppose  l'arc  iViV  constant  on  qu'où 
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Bût  varier  l'angle  (  àe  la  même  quantité,  les  arcs  CM,  Q'Sf,  ne  sont 
pour  cvla  égaux  entre  eux;  car  Us  sont  tous  de  rayons  différens. 

a60r  En  regardant  les  conrbes  oscnlatrices  comme  des  polygones  qni 
ont  un  certain  nombre  de  côtes  communs  avec  le  polygone  qni  t-cpré- 
sente  la  courbe  proposée,  on  remarquera  sans  peine  qne  poar  cbacua 
de  ces  càtés,  les  difiërentielles  doÎTenl  être  les  mêmes  dans  le  poly- 
gone touchant  et  dans  le  polygone  ïouc^'.  Nommant  donc 7^  l'ordonnée 
de  la  courbe  osculatrice,  et  j"  celle  de  la  courbe  proposée ,   on  aura  • 

pour  la  tangente,  qui  ne  coïncide  qu'avec  un  seul  côté,  y=X  «* 
dy':^  djr.  Dans  les  conrbes  oscnlatrices  dn  second  ordre ,  qui  ont  deux 
côtés  communs  arec- la  proposée,  oh  am-a  en  même  temps ^==^, 
d^scd^,  d^p^dy,  et  aiiwde  suite  peor  les  ordreaplus  élevés.  Ces 
résdltata  s'accordent  bien  évidemment  avec  ceox  dan*  oaa.,  puisque  dv 
est  le  m&ne  pour  les  deux  courbes. 

a6t.  On  peut  encore  déduire  la  théorie  des  cercles  osculateurs  d'une 
considération  trop  élégante  et  trop  leeonde  pour  la  passer  sous  silence. 
6i  OD  élère  tar  le  milieu  des  côtés  MM',-  M'JH'f  fig.  60 ,  les  per-  FIG.  Si. 
peodiculaires  GF^  GF,  leur  intersection  F  sera  le  cenUre  du  cercla 
qui  passe  par  les  trois  points  M,  M',  M';  on  verra  de  même  que  le 
point  F  sera  celui  dn  cercle  qui  passerait  par  lès  trois  points  M',  M' 
et  M'f  et  ainû  des  antres;  maïs  plus  les  côtés  da  polygone  seront  mnl- 
tipliés,  ]^u8  les  ligues  GF^  G' F'...  approcheront  d'être  normales  à 
la  courbe,  et  moins  le  cercle  MM' M'  différera  du  cercle  oscnlateur  ;  - 
on  pottsra  donc  r«g«rder  lo  centre  dâ  courbure  comme  l'intersection 
de  deax  nonnales  infirumeat  voisines,  et  la  développée  FF" F*.... 
comme  la  CQwbc  résultante  de  toutes  ces  iatef  sections.  Il  est  biea  évi-r 
deut  alors  qii'dt&  doit  4tT<i  touchée  pa*  t(mt«s  les  nonpoleS)  et  que  las 
cercles  o&«iilatQi«ft  ttweheirt  et  ooi^)i»ik  o»  wèmtk  tempi  Ift  cwvc^  prp^ 
posée,  ajafii  qu'oa  l'a  to  iwmarquff  dw»  U  ^  u4- 

poivexpriiaer  «nalytifiteiaânt  ees  eirscmsuneos,  or  iicfr«pAr*^'éqiï** 
tioa  de  Ia  Ronasle  qiù»  9»  d^fmmt  toujours  par  v  ei  ptpjt  Im  caordon- 
iui<s  dapoiid  pris  sur  k  CQuriM  propooée ,  poRira  êice  nuott  sfms  l(k  fiamie 

{/ — /)4r4-  (jc— a;)  d«^o 0>  (2'=)* 

et  otï  ebserrêra  que  pour  passer  à  la  normale  du  point  suivant,  3  fim- 
drait  substâtuer  x-f-rfje  à  x  et  ftire  varier _y  en  conséquence;  mai»  ' 
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qu'en  affeCiUnit 'les  ooordoaaées  af  &.y  au  point  d'iaterseclion  des  ofeax 
normales,  elles  ne  doivent  point  changer  dans  ce  cas  :  on  égalera  donc 
à  zéro  la  différentielle  de  l'équation  (i),  prise  seulement  par  rapport 
i  X  et  à  ^,  et  en  faisant  dr  constant ,   il  viendra 

(y— 7)d:r  — dx'— dr'  =  o. (2). 

En  déterminant  x'  et^  par  ce^  équations,  on  aura  les  mêmes  valenrs 
que  celles  que- .les  équations  (3)  et  (S)  du  n"  331  ont  données 
pour  a  et  pour  ^  ;  on  calculera  Veiqiression  de  GF  par  la  formule 

11  est  bon  de  remarquer  que  les  équations  (i)  et  (3)  s'obtiendraient 
aussi  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  première,  et  la  différentielle 
seconde  de  l'expression.  V(^'-^x)'  +  {f — j)* ^  prise  en  regardant  orC 
et  y  comme  des  constantes.  Eu  effet ,  le  cercle  osculateur  passant  par  trois 
points  iniSniment  proches,  sur  la  courbe  proposée,  aura  son  centre  à 
égale  dislance  de  chacun  de  ces  points  ;  or  les  coordonnées  du  premier 
étant  X  et^,  il  &udra  différender  ces  variables  une  fois  ponrpasser  aa 
second,  et  deux  fois  pour  arriver. au  troisième,  sans  que  pour  cela  U 
dislance  ci-dessus  éproave.de  variation:  il  est  donc  évident  quesa.difféi 
reutielle  première  et  sa  diffàvntielle  secoinde  doivent  être  nulles. 

363.  Le  procédé  par  lequel  nons  sommes  parretttu  K  Véqnation  dç 
la  développée,  en  la  regardant  comme  formée  par  les  intersections 
consécutives  des  normales,  pourrait  s'appliquer  à  la  recherche  de  la 
courbe  touchée  par  tonlés  les  droites  menées  par  les  différas  points 
de  la  courbe  proposée ,  et  disant  avec  la  tangente  des  angles  donnés , 
puisqu'il  serait  &cile  de  trouver  l'équation  de  l'une  qnelcoiiqne  de 
ces  droites  ;  et  si  l'on  supposait  constant  l'angle  qu'elles  doivent  £iiré 
avec  les  tangentes  de  la  courbe  prbposéé,  le  lieu  de  tontes  leivs  in- 
tersections consécutives -serait-là  courbe  considérée  par  Kéaumtir,  dantf 
les  Mémbires  de  VAcadémie  des  Séiences  de  Paris  y  tamée  i-jog,  et  que 
Fontenelle  a  nommée'  développée  impaifaite.  Au  lien  de  m'arrèter  À  ces 
dlfférens  cas ,  je  vais  tracer  la  solution  du  suivant,  qui  les  comprend  toas  : 
Trouver  Vétpuuion  de  la_  coiirbe  qui  en  touche  une'  ir^nité  Vautres  ttuno 
nature  donnée  et  assujéties  à  se  succéder  suivant  une  certaine  loi. 

Pour  rendre  cette  solution  plus  facile  à  saisir,  je  prendrai  d'abord  mt 

exeiqple,  et  je  me  proposerai  de  déterminer  l'équation  delacotinbe 

no-tuEX,  fg.  6j,qnitoach6  ton»  les  c«rcles  déchu snr  les  différens  pointe 
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de  ïa  cQurté  DZ,  pris  pour  centre,  et  d'un  rayon  égal  à  a.  Soient 
MGO  et  M'GCy  deux  dé  ces  cercles,  ayant  leurs  centres  aux  points  jV 
et  N';  il  est  évident  que  leur  point  d'intersection  G  sera  d'autant  moins 
éloigne'  de  la  courbe  EX  que  les  points  iV"  et  \N'  seront  plus  voisins 
l'un  de  l'autre,  et  qu'en  &îsaTit  coïncider  ces  points,  ceux  d'attou- 
chement M  et  M'  se  confondront  avec  le  point  G  :  on  peut  donc  re- 
garder la  courbe  touchante  EX  comm^  formée  par  les  iâtersectious 
successives  des  cercles  touchés. 

Cela  posé,  l'équation  du  cercle  MGO  sera  (x — *)'  +  (^ — ^yz=a*y 
en  désignant  par  a  et  jd  les  coordonnées  j^Q  et  QN  de  la  courbe  DZ  ; 
mais,  au  moyen  de  Téquàtion  de  cette  courbe  que  je  représenterai 
par  ^  =  f(d(,),  on  pourra  chasser  jS  de  la  précédente,  qui  deviendra 
alors 

[^-«]'+i>-f  («)]■=«• .(i)- 

Tant  qu'on  ne  considère  qu'un  cercle  en  particulier ,  la  quantité  a 
doit  être  regardée  comme  constante-*  et  pour  passer  de  ce  cercle  à 
Celai  qui  le  suit  înomédiatement ,  il  iânt  donner  k  a.  une  valeur  infi- 
niment peu  différente  de  celle  qu'il  avait  d'abord  ;  mais  pendant  que  a 
Tarie  ainsi  j  les  coordonnées  x  et  jr  du  point  6,  commun  à-la-fois 
aux  deux  cercles,  ne  varieront  pas;  et  fc'est  ce  qu'on  exprimera  en 
égalant  à  zéro  la  diRerentielle  de  l'équation  (i),  prise  par  rapport  à  « 
Mulement,  d'où  il  résultera 

i:^-.3  +  |>_f(.)3fW=o w, 

en  représentant  -^  par  f  (a),  et  en  supprimant  le  acteur  coniunaa  ado. 
Maintenant,  si  on  élimines  entre'les  équations  (i)  et  (3),  on  obtiendra 
la  relation  que  doivent  avoir  entre  elles  les  variiddes  x  et ^,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  iV  sur  la  courbe  />Z;  et  cette  relation  sera 
par  conséquent  l'équation  db  la  «ourbe  £X,  qui  touche  tons  les  cercles 
décrits  suivant  les  conditions  de  la  question. 

Soit  en  général  F't^o  une  équation  entre  x,  y  et  une  constante 
arbitraire  a  j  en  donnant  à  cette  constante  toutes  les  valeurs  possibles  , 
il  en  résultera  une  infinité  de  courbes  qu'on  pourra  considérer  comme 
se  coupant  deux  à  deux  «onsécutivement^  «t  duis  l'epsemble  de  ces 
courbes  l'ordonnée  j  variera  de  deux  manières. ,  savoir,,  en  passant . 
d'un  point  à  un  autre  dans  la  même  courbe ,  ou  en  passant 
d'une  courbe  à  l'autre,  sur  la  vtkiM  abscisse.  Dans  le  premier  cas  x 
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varie  seul  ;  la  différentieUc  de  j'  esl  ^dx,  et  elle  est  délenniiiée  par 

l'ëqualloa 

dans  le  second,  c'est  <t  qni  Tarie;  on  a  j^dapourkdififérentielle  de/-, 
et  elle  est  déterminée  par  relation 

-d.+fd.  =  ., 

qui  revient  i  ^  +  ^  •*■  —  "  ' 

mais  lors^e  l'on  considère  tin  point  coinmun  à  demi  «radies  consé- 
cnlives  ,/  reste  le  même  pour  l'nne  et  pour  l'autre  i  on  a  donc  g  =  o  , 
ce  qui  réduit  la  dernière  équation  ci-dessus,  Ji-j^^o.  Telle  est  la 
relation  qni  doit  é»ister.entro  « ,  l  «l  J,  au  point  commun  1  deux  couiliet 
consécutives  i  en  la  combinant  »t«c  f  =o,  il  en  résulten  par  l'élimi- 
iialiou  de  X,  l'équation  de  k  courbe  qui  toubt  tmtu  odleKpi  peuvent 
être  représentée»  par  f  =0. 

Ou  aurait  pu  parvenir  an  même  résaltat,  a»0»  eslçlojer  la  considé- 
ration des  intersections  successives  dM  coarbee  touchées.  En  effat ,, 
chacun  des  points  de  la  courbe  touchante  se  trouve  sur  uBft  des  couibeft 
touchées  ;  ensorte  que  les  coordonnées  de  ce  point  sont  nécessairement 
des  fonctions  de  la  quantité  a  dont  la  raleor  particularise  les  conriies 
touchées  :  on  pourra  donc  désigner  par  x'  =:  ^  («)  et  Ji'  s=  4  (»)  ces  co- 
ordonnées ;  et  si  les  fonctions  f  et  ^  étaient  connues ,  en  les  substituant 
BU  lien  da  xexiejr,  dans  féqnalioii  f^ao  deccouÀwWMhéea,  eU» 
deviendrait  idailiqM.  Dans  cet  étal  sa  dittrêntielte,  pir  (apport  ka, 
serait  nnU«  d'cUa-niétlM,  otrconstaac*  qni  décrit  «a  okingeant  x  etjr 
en  a^  et  y,  potir  be  considérer  eomme  dee  faoottoni  de  a,  ««  fK  posant 

mais  ,  k  clTlsft  du  contact  qni  a  Heu  entre  la  coni^e  touchante  et  h 
c«iu-b«  toBeMe,  «b»  j^s=^,ii^étail  dwn»  »a»  l'ipialie» 

^  da:  +  îp  4r  a=o«  il  suit  de  là  qu'on  a  pareillemeiU 


d/ 


^■+374r'  =  o,    d'oà    3F^+Çr^  =  o.. 
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«qui  redmtUquationjy  — +jT-.^+-3j=0,  a 

celte  deroicre  «ervira  donc  à  déterminer  U  valeur  de  a  pour  les  points 
particuliers  que  l'on  yeut  considérer;  et  si  on  «iiruiûe  celte  quantité 
tetre  les  deux  équations 

on  en  déduira,  .par  le  changement  de  .r  et  de  ^  eu  x'  et  en  y' ^  la 
relation  que  ces  coordonnées  doivent  avoir  dam  tous  le*  points  de  la 
courbe  toucfaanle. 

Si  l'équation  proposée  ^  =  o  -étah  di£fêrendeUe  dU'  premier  ordi'e 
et  renfertftait  noe  constante  arbitraire ,  les  courbes  consécutives  que 
l'on  obtiendrait  en  faisant  varier  cette  constante,  ne  se  couperaient  pas, 
Aais  se  toudreratent  ;  -car  en  passant  de  l'une  qoelconque  d'entre  elles 

Si  celle  qui  la  suit,  le  coefficient  différentiel  ^  ne  changerait,  pas  , 

Mon  plus  que  lés  coordonnées  x'  et  y.  Dans  ce  cas,  la  cDni4ie  tou- 
chante «   dont  on  obtiendra  toujours  l'iiqaatioii  en  âinùnant  a  entre 


contact  du  second  ordre.  On  étendrait  lacilwaent  ces  comidérations 
aux  ordres  plus  âevës. 

a6S.  Le  prooMc  for  leqti«I  on  iait  ^wier  tes  eoa»tMtl««  Cun«  é^nA' 
tkn ,  ot  un  d«s  grands  -moTVDt  de  l'Analytë ,  «t  U  ^fappli^e  avec 
élégance  auk  jqueitiom  géanaétn^pMB ,  puisqu^il  n'j  a  pu  de  courbe 
qn'bn  ne  puilne  Mguidet  oonsaw  '}tfod«ite  ^r  leè  intWKËtSotus  bucfees- 
sîves  d'une  skûtc  dK  I^qcb  ^m»  Bi&i*e  naiurê.  Ntfns  «tions  encore  en 
doBoer  un  cxem^e ,  «m  di^iuitunt  ks  équE^ai  des  Hétdéttes^  C*«s^ 
à-dire,  des  courbes  engenllréès  par  le  monVeibeUt  ^uft  point  pris  sur 
une  tourbe  assnjétie  à  rouler  sur  la  circgnférence  d'une  autre  courbe. 

Pour  &ciliter  Cette  vech^i^Cj  fi^rstifbôns  «nx  -courons  proposées 
deux  polygones  QMG  et  DZyJig^  6a.  11  est  d'abord  évident  qu'en  fiu.c». 
supposant  que  le  poîift  tlécrîv-ant'Af,  pm  sur  ie  po4;rgoti«  mobUe,  se 
soit  trouvé  appliqué  au  point  D  du  polygone  imnaH^Ûe  »  l'arc  Q'M  sera 
égal  à  l'arc  DQ.  On  aj^erçoil  ensuite  Êicilement,  qne  tandis  ique  le 
càté  Qq  du  polygoae  mobile  tonmera  autour  du  point  Q  pour  venir 
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•'appliquer  sur  le  cAté  Q(^  du  polygone  immobile ,  le  poiot  M  âécrin 
un  arc  de  cercle  MM',  dont  le  centre  sera  au  point  Qy  et  quï  aura 
pour  rayon  la  corde  MQ.  Quand  le  point  q  sera  parvenu  en  Qy  le 
polygone  mobile  tournera  alors  autour  de  ce  dernier  ,  jusqu'à  ce  que 
te  côté  Q<f  consécutif  à  Q<}  y  se  soit  appliqué  sur  le  polygone  im- 
mobile ;  et  le  point  M,  parvenu  en  M'y  décrira  un  nouvel  arc  de  cercle 
M'M'y  ayant  pour  rayon  la  corde  M'Q  égale  à  Mq ,  et  pour  centre 
Q'.  11  suit  de  ces  remarques,  que  la  roulette  sera  fi^rmée  par  les  in- 
tersections consécutives  des  .cercles  dtcrits  sur  chaque  point  de  la 
courbe  DZ  y  avec  des  rayons  égaux  aux  cordes  des  arfs  de  la  courbe 
mobile  interceptés  entre  ces  ppints  et  le  point  décrivant,  et  que  par 
conséquent  elle  sera  toucjiée  par  tons  ces  cercles.  On  déduit  de  là  sur- 
le-champ  le  moyen  de  mener  ses  tangentes ,  car  il  est  évident  qu'elles 
doivent  être  perpendiculaires  aux  rayons  des  cercles  dont  on  vient  de 
parler ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  à  la  ligne  menée  du  point  pro- . 
posé  sur  la  roulette,  à  celui  où  la  courbe  génératrice  touche  la  base 
sur  laquelle  elle  se  meut ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  dans 
le  n*  345  pour  la  cycloïde. 

En  nommant  a  et  ^  les  coordonnées  de  la  com4)e  immobile,  et  y 
la  corde  MQ,  l'équatio^  dû  cercle  MM'y  sera  > 

.  11  &ut  observer  maintenant  que  d'après  Ténoncé  de  la  qaestion ,  jS 
et  y  sont  des  fonctions  connues  de  a.  Cela  est  d'abord  évident  à  Tégard' 
de  j8,  puisqu'il  est  donné  en  «  par  l'équation  de  la  courbe  immiAile 
DZ  -y  ensuite  si  on  représente  par  s  l'arc  DQ ,  s  actf  une  fonction  de  «; 
mais  s  exprime  aussi  l'arc  MQ  qui  est  égal  à  DQy  et  la  nature- de  la^ 
courbe  mobile  QMG ,  fournira  toujours  une  relation  entre  cet  arc 
et  sa  corde  représentée  par  y  :  on  pourra  donc  concevoir  que  ^  et  y 
soient  déterminés  en  tt,  aa  moyen  de«  relations  qu'on  vient  d'indiqtt^.. 
.£n  difiërentiant  donc  l'équation  (i)  par  report  à  4  seulemeal  pour 
paftser  flu  çerçlç  H'M*  consécntif  à  Jtfaf»  il  viendra 

et  éliminant  «  ^tre  cette  équation  et  la  précédente ,  on  aura  l'équation 
de  la  roulette.  Cependant,  cpmme  il  arrivera  le  pins  Souvent  que  la 
relation  entre  l'are  MQ  et  sa  corde  sera  transcendante ,  ainsi  qoe  celle 
Bpji  doit  exister  entre  l'arc  DQ  et  les  coordonnées  de  la  courbe  DZ^ 
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l'élimination  de  «  Sdra  impossible ,  et  il  sera  plus  commode  de  tirer 
des  équations  (1)  et  (2)  les  Taleurs  de  x  et  dej  eu  *,  ^  et  y.  En  effec- 
tuant les  calculs  n^essaires,  et  mettant  d^*  ii  la  place  de  àa.'  +  d)3*,  on 
trouTera  aisément  

x  =  * ^ ,. 

_  a         >d>dg— >d*/df'— d>' 

j'  =  fi a? — : — 

On  £acilitera  l'apjJication  de  ces  formules,  en  exprimant,  autant  qu'il 
sera  possible  «  les  quantités  a,  ^  et  y  par  l'arc  s,  qui  est  commun  à 
la  courbe  mobile  et  à  la  courbe  iounobile. 


264.  Si  nous  suitposons  que  la  courbe  mobile  soit  un  cercle  j  et 
que  la  courbe  immobile  soît  l'axe  même  des  abscisses ,  la  roulette  dé- 
ciite  alors  ,  sera  la  cycloïde  ordinaire  (344).  Dans  ce  cas,  l'ordonnée  /3 
de  la  courbe  immobile  étant  toujours  nulle,  on  a  d^  =  o,  AQ,Jig.  5S,  FIG.53. 
devient  égale' à  a,  ce  qui  donne  a.s=ss^MHQ;  et  suivant  les  déno- 
minations du  n*  cité,  s^=.at,  ensorte  que  la  corde  MQy  ou  ^,  sera 
exprimée  par 

VaJTÇzTss:  j/aa' (i  — cos^)  , 

aAsàxi- 
d'où  on  tirera  à.y  =  — -y-  ■■s-f—m--^ .  Si  on  substitue  ces  valeurs 
L/  aa*(i— cos-^ 

dans  celles  de  x  et  de/,  que  la  supposition  de  f3=:o,  dj3  =  o,  asssSf 
da=dî,  réduit  à  x==£-^^^,  /  =g  ^      JT"'     >  °°  trouvera 
x  =  5  — asin-,  /ssafi— cos-\ 

Nous  avons  supposé  que  le  point  décrivant  était  sur  la  circonférence 
du  cercle  générateur;  mais  quand  il  serait  placé  soit  en  dedans,  soit 
en  dehors  de  ce  cercle ,  les  formules  ne  deviendraient  guère  plus  com- 
pliquées :  il  est  visible  qu'on  aurait  égard  à  cette  circonstance,  en  subs- 
tituant  k  la  cordé  MQ  la  distance  mQ^fig.  63,  qui  serait  alors  le  rayon  FiQ.fi3. 
du  petit  arc  de  cercle  décrit  par  le  même  point  m  antoor  du  point  Q. 
I.  6S 
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Si  on  nooime  6  la  distance  mO,  k  laquelle  le  point  décrirtiit  «a 
itome  du  centre  du  cercle  générateur ,  et  qu'on  niioe  sur  MO  U  per- 
pcadicnlaire  IfQy  en  continuant  d'appeler  s,  l'arc  AfQ,  on  ann 

NQ^asin'-,  JVO=zaco&'-,  m(?=>=|/  (ô— ocosi)'+(«siniy, 

7.d^=(d5$in^,      y\/ds*—dy!ss(a  —  *cos^)  ds  , 
d'où  il  résultera  x  =  i  —  J8in|,     ^=«  — écos^. 

Lorsque  le  point  M  est  hors  du  cercle  générateur ,  la  courbe  décrits 
passe  au-dessous  de  la  ligne  jéB ,  et  on  l'appelle  cjcloXde  accourcie , 
parce  que  sa  hauteur  est  plus  considérable  que  celle  de  la  cycJoïde  or* 
dinaire:  on  la  nommerait  cfoloïde  alongée,  si  le  point  M  était  jitcé 
dans  l'intérieur  de  ce  cercle  j  et  alors  elle  n'atteindrait  pas  k  ligne  ^B, 

Les  roulettes  o£frent  encore  un  genre  de  courbes,  dont  les  géomètres 
se  sont  occupés  spécialement;  je  Teux  parler  des  épicycloïdes ,  pour 
lesquelles  la  courbe  mobile  et  la  courbe  immobile  sont  tontes  deux 
des  cercles.  En  désignant  par  c  le  rayon  du  cercle  immobile ,  dont  on 
suppose  le  centre  sur  la  ligne  des  abscisses  ^Bj  ses  coordonnées  a  et  ^ 
seront  exprimées  par 

cfi-^co»-j  et  cùn^. 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  leurs  différentielles,  dans  cdles  de 
X  et  de  ^  ;  conservant ,  pour  plus  de  généralité ,  les  expressions  de  p^ 
et  de  dy  données  ci-dessus ,  relatiTement  au  cas  où  le  point  déciÏTant  est 
placé  hors  la  circonférence  du  cercle  mobile ,  et  chassant  les  produits 
des  sinus  et  cosinus,  au  moyen  des  formules  connues,  qui  donnent 
les  valeurs  de  ces  produits  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  diSërence  des  arcs ,  on  tronvera ,  après  les  réductions , 

a:  =  c  —  (c  +  «)  cos^  +  i  cosf  ^H-^)*, 

j  s=  (c  4-  fl)  sin  ^  —  A  sin  (^  +  i)  *  , 

Tontes  les  fois  qne  tes  rayons  c  et  ^  seront  entre  eus  comme  nombre 
ù  nombre ,  on  pourra  exprimer ,  par  des  équations  algébriques ,  les 
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ftelatîoQS  de  sln  -  et  sin  -,  cos-  et  cos^,  cl  par  leur  Moyen  éliminer 
ces  quantités  des  équations  précédentes  ;  le  résultat  en  x  et  ^  étant 
algébrique,  la  roulette  ne  sera  point  transcendante. 

Supposons  encore  que  la  courbe  immobile  restant  quelconque ,  la 
conrbe  mobile  soit  une  ligne  droite,  et  qu'on  prenne  le  point  décrivant 
aor  cette  ligne  même;  la  roulette  deviendra  alors  la  développante  do 
la  courbe  immobile,  et  on  aura  y;=s  ,  d'où  il  résultera 

JÉliminant  a,  0  et  s,  k  Taide  de  ces  équations  et  des  relations  entre  et; 
j8  et  j,  déduites  de  l'éqnation  de  la  courbe  proposée,  on  parviendra  à 
l'éqoation  de  la  développante. 


365.  Ce  qnî  précède  dcmne  la  solution' dn  problème  inverse  des  dé- 
veloppées :  je  vais  montrer  commetit  on  obtiendrait  les  mêmies  résul- 
tats, en  se  servant  des  éqtialions 

(*— «y+o— ^)'=>', 

dx"  +  d;-»  +  (_^  — j3)dtr  =  o  (226). 

Si  les  coordonnées  de  la  développée  sont  des  fonctions  de  celles  de  la 
développante,  les  secondes  peuvent  à  leur  tour  être  regardées  comme  des 
fonctions  des  premières.  En  différentiant  sous  ce  point  de  vue  les  ^deux 
premières  équations  ci-dessus,  on  fera  varier  en  même  temps  les  quan- 
tités x,/,  a.,  ^  et  yi  mais  les  termes  affectés  de  dx  et  de  d;'  dispa- 
raîtront dans  le  prenûer  résultat,  en  vertu  de  la  seconde  équation,  et 
dans  le  second ,  en  vertu  de  la  troisième  :  on  aura  donc 

-(x-cc)d«— cr— ie)d^=;-d,., 

dctdx  -f-  d^d;'  =  o  ; 

prenant  la  valeur  de  ^  dans  le  dernier  résultat,  pour  U  substituer  dans 
la  seconde  des  équations  précédentes,  il  viendra 

(x  —  *)  d/S  —  (/  —  j8)  d«  =  o. 
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Cette  équation  combinée  avec  —  (a;  — a)d«— (7  — 0)  d0=>d>'; 
donnera  les  valeurs  de  x  et  de 7  en  *,^,  y;  mais  il  faudra  de  plus 
déterminer  >,  qui  n'entre  pas  dans  l'équation  de  la  développée  ,  et  pour 
cela,  on  substituera  les  valeurs  de  x  —  a  ci  àe  j  —  ^  dans  l'équation 

Aji a)«_|-(y  — j8)»^5.',  qui  donnera  dj-' =  da' +  dj3'.  Ces  calculs 

étant  effectués,  on  obtiendra,  pour  x  et  pour_;',  des  expressions  qui, 
lorsqu'on  aura  mis  s  kh  place  de  y  ,  seront  les  mêmes  que  celles  qui 
terminent  l'article  précédent. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  l'on  ne  parvient  point  ^  la  valeur 
de  y  y  mais  seulement  à  sa  différentielle.  Cette  circonstance  s'explique, 
en  observant  qu'une  même  développée  peut  engendrer  une  infinité  de 
développantes ,  puisqu'on  peut  prendre  le  point  décrivant  où  l'on  voudra 
sur  la  droite  mobile,  et  feire  en  conséquence  >  =  «  +  *,  ce  qui  don- 
nera d;-  ^  df ,  et  ne  ctangera  rien  à  la  forme  des  valeurs  de  x  et 
^ej  y  dans  lesquelles  il  faudra  seulement  remplacer  y  par  s-\-t>. 

On  pourrait  renverser  aussi  la  question  des  roulettes,  en  se  proposant 
de  déterminer  l'équation  de  la  courbe  immobile ,  lorsque  ce&e  de  la 
roulette  et  de  la  courbe  mobile  sont  données ,  ou  bien  de  trower  celle 
de  cette  dernière ,  lorsqu'on  connaît  les  deux  -autres.  Je  n'entrerai  point 
dans  ces  détails  :  je  me  contenterai  d'observer  que  la  révolution  d'une 
courbe  sur  une  autre  est,  de  même  que  le  développement,  un  mo^en 
de  produire  une  courbe  quelconque  ;  car  La  Hire  a  prouvé  synthétl- 
quement,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  (année  1706),  et  on  le 
verrait  aussi  par  Faoalyse  précédente,  qu'une  courbe  quelconque  étant 
donnée  j  oa  peut  toujours  eh.  trouver  une  qui ,  roulant  sur  une.  autre  courbm 
aussi  donnée  ,  engendre  la  preptière  par  un  de.  ses  points* 
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CHAPITRE   V. 

Théorie  des  sutfaces  courbes  et  des  courbes  à  double  courbure^ 

3-iX  tbëorie  des  sathces  courbes  et  des  courbes  k  double  courbure  que 
je  présenterai  dans  ce  chapitre ,  est  presqu'endèrement  due  à  M.  Monge.' 
Clairaut  et  surtout  Euler  étaient  bien  arrÎTes  à  <juelqHes  résultats  ïm- 
porlans  sur  cette  matière;  mais  M.  Monge,  en  retrouTiint  ces  résultats 
de  son  càté ,  leur  a  donné  ~une  forme  nouvelle ,  par  l'élégaUce  de 
l'analyse  dont  il  a  fait  usage  pour  y  parvenir,  et  il  a  considér^lement 
ajouté  k  ce  qui  était  connu  avant  lui.  Lorsqu'en  1797  je  fis  paraître. 
U  première  édition  de  ce  Traité ,  il  n'y  avait  point  d'ouvrago  élémen- 
taire sur  la  théorie  des  snrËtces  courbes  ;  je  fus  donc  obligé-  d'en  exposer 
.les  premiers  principes  ;  mais  depuis ,  je  les  ai  placés  à  la  suite  du 
Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  et  ttapplication  de  t^lgèbie  à  la 
,  Géométrie,  que  j'ai  déjà  cité  plusieurs  fois  :  je  pourrais  donc  renvoyer  à 
pc  traité  le  lecteur  à  qui  ces  notions  seraient  tout^à-fait  étrangères; 
cependant ,  afin  d'offrir  un  ensemUe  plus  complet ,  je  les  reproduirù 
ici,  quant  à  la  partie  analytique  :  la  partie  géométrique  se  trouve  dans 
mes  Essais  de  Géométrie  sur  les-  plans  et  les  surfaces  courbes  (  ou  Cont^ 
plément  des  JÉlémens  de  Géométrie). 

366.  La  position  d'un  poitit  quelconque  M^fig.  64 j  de  l'espace-,  ne  04. 
est  déterminée   d'une  manière  commode ,  en  concevant  qu'il  soit  à    dq  po;„t,  du 
rintersection  de  trois  plans  M'MM'^  M  MM*,  M'Mlil',  parallèles  i  pi-inei'tei'iigtn 
trois    autres  plabs   fixes    CAD,   BAD ,   BAC  perpendiculaires  enlre  """' 
eux  ,  et  passant  par  un  poiat  donné  A  ;  parce  qu'alors'  il  suffit  de  con- 
naître les  distances  de  chacun  des  trois  premiers  plans,  à  celui  des 
trois  autres  auquel  il  est  parallèle.  Les  six  plans  que  je  viens  d'indi- 
qner    forment    un  parallélépipède  rectangle;   le    point  A^  pris  pour 
origine  des  coordonnées ,  est  placé  à  l'angle  trièdré  formé  par  le*  trois 
plans  fixes,  «t  le  point  que  l'on  veut  connallre  occnpe  l'angle  iricdre  M 
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diagonalemeDt  opposé  ^  ensorte  qne  les  arêtes  adjacentes^  chacun  de 
oM  angle»,  campriso  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  «oDt  les 
coordonnées  -da  poiat  proposé  ;  car  ^ 

MM'^AP^    MM's^JQ,    UM'=iARi 

ces  coordonnées  peurent  donc  être  prises  sur  les  intersections  mêmes 
des  plans  fixes  QU  coordonnés,  interseCtÎMU.  ^e  l'w  nomme  ojm» 
des  coordonnées. 

Quand  on  fait  , 

JP  =  X  ,       Aq=nj,       JR  =  t, 

la  ligne  AB    est  Taxe  des  x, 
la  ligne -^C  Taxe  des  j', 

la  ligne  AD  l'axe  des  z  ; 

et  les  plans  coordonnés  se  désignant  par  les  coordonnées  qu'ils  con- 
tiennent , 

BAC  est  le  plan  des  xjr^ 

BAD         le  plan  des  xz, 

CAD         le  plan  des  jz. 

Ces  trois  plans  coordonnés ,  en  les  concevant  dans  tonte  leur  étendue  l 
fonnent  huit  angles  trièdres  comprenant  des  points  semblableraent 
situés,  mais  qui  se  distinguent  suivant  les  signes  affectés  aux  coor- 
donnée* :  ensorte  que  si  l'on  convient  de  prendre 

+  ^>  +^,  +»,   dans  l'angle  ABCD ^ 
on  a 

+  ^>  '¥yy  — «»  dans  Tangte  ABCd ^ 
+  x,  —y,  -f-ï,  dans  l'angle  ABDe ^ 

—  ^»  +^>  H- a»  dans  l'angle  ACDh , 
^-x,  —y,  "~"3,  dans  l'angle  ABcd^ 

—  *»  -t-T"»  — »f  dans  \9J\^  AChdf 

—  X ,  — y  ,  —  a  ,  dans  l'angle   Ahcd  ; 

doù  il  suit  que  dans  les  angles  opposes  par  le  sommet,  toutes  les 
coordonnées  ^ont  affectées  des  signes  contraires. 
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367.  Par  la  construction  précédenle,  les  tmogles  APM'  «  AM'M 
soat  rectangles,  l'un  en  P,  l'autre  en  Af;  on  a  donc 

■  Cette  expression  de  la  distance  entre  an  point  quelconque  et  l'ori- 
gine des  coordonnées  donne  aisément  celle  de  la  distance  de  deux 
points  quelc'onqnes  ;  £ar  »î  x'j  y  y  z'  sont  les  coordonnées  d'un  second 
point,  et  que  l'on  suppose  les  plans  coordonne's  transportés  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  jusqu'au  premier,  après  ce  changement  le  second 
point  aura  pour  coordonnée^  .^■— x,  j^— ^j  z'-— z,  et  sa  distance  ^, 
]a  nouvelle  origine  sera 


368.  M.  Fourrier  a  proposé,  dans  une  des  séances  de  l'École 
normale  (Journal  de  cette  École ,  Tolimie  des  débats,  p.  So  i"  édit), 
de  définir  le  plan  ainsi  qu'il  suit  :  Une  série  de  points  dont  chacaa 
est  en  même  ten^s  à  égale  distance  de  deux'points  donnés;  et  l'on 
Tolt  évidemment  que  le  plan ,  ainsi  caractérisé ,  est  celui  qui  est 
perpendîcnlaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  donnés. 
Si  cette  définition  n'a  pas  la  simplicité  nécessaire  pour  entrer  dans  les 
élémens  dé  géométrie,  elle  a  le  mérite  de  conduire  élégamment  aux 
équations  du  plan  et  de  la  ligne  droite  considérées  dans  l'espace j  en. 
ne  s'appoyant  que  sur  le  n*  précédent.  En  effet,  si  l'on  désigne  par 

*,  ^,  >    et    a',  ^,  >', 

les  coordonnées  des  denx  points  donnés,  et  par  x^ff  z,  celks  d'un 
point  quelconque  du  plan  proposé  ,  les  distances  de  ce  point  aux  deux 
antres  seront  e:q>rimées  respectivement  par 


v/(x-.)-+cr-;3)-+(î-^)-,  v(j!-«')-+(j'- ^')'+(2-3-';-; 

prenant  les  qnarrés  pour  les  égaler,  il  viendra,  après  les  réductions. 
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équation  qui  peut  se  mettre  soas  la  forme 

3{(^-.)x+(/S'-/3)/+y-3')4=»'*— •+^*-^'+>"->V 

OU  bien  encore  sous  celle-ci  : 

-^ir  +  ^  -î-  Cs  -h  i>  =  o  , 
en  faisant 

«'•—«.+ /3" -- /3' + y —>•= -r  z?. 

On  Toit  par  Ik  que  l'e'quation  d'un  plan  est  la  plus  générale  que  Ton 
puisse  poser  entre  trois  inconnues'  au  premier  degré  :  elle  renferme 
quatre  constantes,  mais  il  n'y  en  a  que  trois  de  nécessures,  puisque 
l'on  peut  toujours  Êùre  ensorte  que  Tun  de  ses  termes  n'ait  d'antre 
coefficient  que  l'unité  ;  et  si  les  expressions  de  ces  constantes  ren- 
ferment six  quantités  indépendantes  a,  ^^  y,  a'^  ^',  y,  cela  Tient  de 
ce  que  le  même  plan  peut  être  rapporté  k  une  infinité  de  points  pris , 
deux  k  deux ,  sur  le  nombre  infini  de  lignes  parallèles  auxquell^  il  est 
perpendiculaire. 


369.  En  plaçant  à  l'origine  des  coordonnées  Van  des  pointe  auxquels 
sont  comparés  cenx  du  plan  proposé ,  et  &isant  en  conséquence  a', 
J^f  y'  égaux  k  zéro,  la  première  équation  trouTee  pour  le  plan^  se 
réduit  à 

a(«x  +  iSr+J'ï)  =  «'  +  ^+>', 

qui  ne  dépend  plus  que  des  trois  quantités  a,  fi,  y  :  ce  plan  est  alors 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  menée  de  rorigine  au  point 
dont  les*  quantités  ci-dessns  sont  les  coordonnées. 

Ces  mêmes  quantités  sont  liées  aux  angles  que  la  droite  dont  il  s'agit 
forme  avec  les  axes  des  coordonnées;  car  on  voit  par  les  triangles  APM^ 
JQMf  ARMf  rectangles  en  P,  en  Q  et  en  jR ,  que 

A  =  JP=  JM  cos  MAP , 
y^ARs=  JM  cos  MJR. 
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Nommant  donc  (T  k  distance  AM=:.  v^«' H- ^' -+•  j-»  (267),  et  {usant 

MJP^a,    MJq^h,    MJR^c, 
d'où  il  résulte  * 

«  =  (T  cosa,    /3  =  J^cos5,    P^skTcosc, 
rétfoation 

deTÎendra,  en  divisant  par  a, 

XCOSO+/COS  J4-3C09CSS  -; 

forme  bien  remarquable  «  puisque  -  exprime  ici  la  distance  de  Torb- 
gtne  au  plan  proposé ,  qui  se  trouve  par  conséquent  déterminé  par  la 
position  et  la  grandeur  de  la  perpendicolaire  qu'on  abaisserait  de 
l'origine  des  coordonnées  (♦). 

Il  parait  encore  ici  quatre  quantités,  mais  elles  ne  sont  pas  indé- 
pendantes, car  si  l'on  substitne  les  valeurs  des  coordonnées  <t,  /S,  y 
dans  l'expression  de  /,  il  vient 

d'où  CQS  «■  -(-  C08  &'  +  eos  c'  =S=  I ,. 

relation  dont  on  a  souvent  occasion. de -&ire  usage* 


(*)  M.  Lhuîlier  (de  GenèTe)  parrient  auuî,  maii  par  tin  autre  chemin,  k  nue 
équation  feemblabla  à  la  précédente,  dans  >ea  .^/^maru  ^ Analyse  géom^tritjue  gt 
d'jinafyse  algébrique,  etc. ,  publiéi  en  iSog;  mais  je  dois  dire  que  dès  iSo8  oa 
avait ,  dans  le  conra  d»Méoaniqus  de  l'École  Polytechnique ,  introduit  les  angles  a,  b,  c. 

Tout  ce  qn'on  vient  de  lire  sur  le  plan,  peot  Être  imité  par  rapport  à  ]a  li^« 
droite,  en  la  considérant  comme  celle  dont  nn  point  quelconque  est  également  éloir 
gné  de  deux  autres  pris  snr  le  plan  qui  la^  contieiit.  Cette  propriété  fournit  sur^le- 
cbamp  l'éqiiation 

qui  se  réduit  i  . 

a  [(.'—)i +  («'- «)^}  =•■■-.•+ «■■-«■, 
et  devient  susceptible  de'  transformations  analogues  aux  précédentes. 

I.  64 
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370.  ÉcrÎTOiu  maiiiteiiant  /  au  lieu  de  -,  et  comparons  l'éijaation  • 

X  cos  a -+-J  cos  fr  +  z  cos  c  =  / , 

avec  r^qoation  générale  du  premier  degré  k  trois  inconnues 

^x  +  5jH-C«H-27=o. 

Pour  débarrasser  ceïTe-ci  du  coefficient  snptrila  qu'elle  contient ,  eu 
laissant  les  variables  engagées  d'une  manière  symétrique,  je  hà  don- 
nerai la  forme 

et  écrÎTant  nn^ement  J ,  Bf  C,  au  lien  Je  ^,  g,  ^,  il  yiendn 

Téquation 

^  -rf«  +  iïf  H-  Ca  -H  r  =  0-; 

qui,  n^qpffochée  de 

coaa        „  CM  i        ■.  cote  j.      

—  X^^  — ^-y-  — «-7-+  1=0, 

donnera 

•    .  OOia.    ■  mw.     -  «»  *   .  .fT CM  C 

Qua^wit  les  trois  dernières  équations,  en  observant  que 

côs«'4-cosi*4-cosc'=i  (269), 
il  viendra 

ce  qui  fera  connaître  la  position  et  la  grandeur  de  la  droite  qui  dé- 
termine le  plan  proposé. 

ayi.  Il  est  commod«  qndqnefois  de  déterminer  un  plan  par  ses  in- 
tersections avec  les  plans  coordonnés,  lignes  que  M.  M<nige  appelle 
les  traces  de  ce  plan.  Pour  le  iàire,  il  suffit  d'obserrcr  que  lorsque 
deux  surfiices  quelconques  se  coupent,  elles- ont  des  coordonnées  com- 
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mânes  dans  toute  l'étendue  de  leurs  intersections  ;  et  comme  )e  'caractère 
du  pUln  des  xz,  par  exemple,  consiste ed  ce~-que  /=o  dans  tous  ses 
points,  ^  Ton  établit  cette  hypothèse  dans  ré({aatiaB 

le  résultat 

^x+Cz+i  =  o  (i) 

•oppattieodra  à'U>drwte  icpufett  h.  c— anmie  secthm  dn^n  proiposé 
«t  du  tplao  des  xs. 

On  trouvera  de  «that^  pir  la  «apposition  «le  a:ix:9^  dléqnation 

pour  Hutersection  du  plan  proposé  avec  celui,  de /sj  et  enfin  la  sop* 
position  de  x  =  0  donnera 

j/jr+%--|-Ta=o  X^% 

^wc  l'éqnaUon  de  ilntâ-secUoA  4it.i^>a«  plan  avec  Je  plan  des  ay^ 

La  connaissance  de  deux  de  ces  lignes,  suffit  pour  détermiBer  les 
quantités  Jy  B,  Cj  car.  ai  On  jmet -ïes  équations  (i)  et  .(>)  sons 
cette  forme  :  - 

_      -^  ' 

-  »         1 

»-=s  — cJ'  — ^■*;  ■■■■■■  ■  ■■     » 

on  Terra  qne  — -^  et  — -ç   désignent  les  langent»  trigonométriqnes 

des  angles  compris  entre  l'axe  des  x  et  là  commune  section -contenue 
dans  le  plan  des  xZy  et  entre  Taxe  -des  j'  et  la  commune  section  con?* 
tenue  dans  le  plan  des  /a  ;  enfin  k  -ipuntite  —  ~  «lanl  oe  -qne  derceat 
s  quand  x  ■e^.  y  sont  nuls  y  est  la  ftstance  de  l'origine  des  coordonnée! 
au  point  où  le  plan  proposé  coupe  Taxe  des  s.  ..  .\ 

Dans  la  figure  65  »  EG'  et  J^*  .sMit  l6s  ao>mBMaes. sections  do  plan  Fia  iB. 
G'EG"  avec  les  plans  coordonnés  £JD,  C4D^  et  la  partie  ÂE  de 
l'axe  des  z  est  ce  que  devient,  pour  le  plan  proposé,  la  variable  z,  quand 
X  fX  y  sont  nuls. 

11  est  à  propos  d'observer  que  ta,  dans  l'équation  générale  du  p^ , 
on  dégagent  û  Variable  z  de  son  coefficient,  «t  que  l'on  mit  cette  équa> 
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tion  soui  k  forme 

a  =  -rfx  +  Zîr  4-  ^  » 

les  lettres  J  et  S  dësigaeraient  alors  les  tangentes  dès  inclîoaisont 
des  droites  EG'  et  EG'  par  rapport  aux  axes  JB  et  JC^  et  qu'oa 
aurait  D=JE, 


3J3.  Vexpresêion  de  la  dbtance  de  deuT  poiats  (jaeleonqQes  dmme 
immédialemeDt  leqoatioK  de  la  surface  sphérique.  Ëa  effet,  puisque 
tous.-lea  poiats  de. cette  sur&ce  sont  également  éloignés  de  son  ceatre, 
si  l'ou  nomme  a,  |3,  y  les  coordoonées  de  ce  centre,  et  r  le  rayoa  de 
U  sphère  proposée,  on  aura,  par  le  u*  267, 

Telle  est,  entre  des  coordonnées  rectangulaires,  l'équatian  la  plus  gé- 
nérale de  la  sur&ce  sphérique. 

Si  le  coitre  de  cette  suriâcc  était  placé  à  rcvigioe,  oa  aurait  seifr< 
lemeut 

puisqu'alors 

<t^o,  ^sso,  >=». 

De  la  considératiou  du  plan  et  de  la  sphère,  ou  passe  aisément  à  cdl* 
de  U  ligne  droite  et  du  cercle. 


375.  Une  ligne  droite  est  donnée  tontes  les  fois  que  Ton  ctmnah  deux 
plans  qui  la  contiennent,  parce  qu'elle  en  est  l'iotersection ;  ainsi  les 
coordonnées  de  Ma  points,  doivent  satisfaire  en  même  temps  aux  équa- 
tions .de  ces  ]dans;  et  par  conséquent  le  système  de  ces  deux  équations, 
considérées  comme  ayant  leura  indéterminées  communes,  camctérise 
la  droite  dont  il  s'agit.  Soient 

Jx  ~i-  Bjr -^  C% -^  j  s^  o  (0, 

J'x  +  jSy  +  Ca  +  1  =  o  (a) 

les  équations  de  deux  plans  donnés  ;  en  établissant  que  tes  variables  de 
Tune  sont  les-  mêmes  que  celles  de  l'autre ,  ■  on  ne  pourra  '  prendre 
;u-bitrairement  qu'une  seule  de  ces  Tariables,  le&deux-aulres.,  calculées- 
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en  conséquence  6e  la  première,  &ront  connaître  la  position  des  diffé- 
.  rens  points  de  la  droite  proposée. 

Les  équations  (i)  et  (a)  ne  sont  pas  les  seules  qui  puissent  repré- 
senter la  droite  proposée  ^  car  elle  se  trouve'  dans  une  infinité  de  plans 
dîfferens;  mais  on  choisit  ordinairement^  parmi  tontes  les  équations 
qu'elle  pourrait  avoir,  celles  qui  ne  renferment  que  deux  des  coordon- 
nées X ,  j  el  a.  En  éliminant  altemaliTement  chacune  de  ces  cooTr 
doDiiéea  entre  les  équations  (t)  et  (a) ,  on  obtiendra  les  e'quations 

{JB'—jfB)y  —  {Cjf—CAy  H-  A— A'  =  o,  ' 
\BC~ffC)z  —  {AS—A'B)x-\'  B—E  =  o, 
{CA'^CA)x  —  {BC^BC^j-^  C~C  =  o,       , 


qui  deviendront 

C,x  —  Bfi  +A.  =  o 

(5). 

J,i  —C^  +  B.  =  o 

(4), 

£,x  —  J,jr+C.  =  o 

(5). 

si  l'on  bit 

pour 

abréger^ 

Aff— 

^5  = 

■-C.,      CA'—CA^B,, 

BC—B'C=A,, 

A- 

-j:  = 

A„            B—B'=^B„ 

C—C  —  C.. 

Deux  quelconques  des  équations  (3) ,  (4)  et  (5)  suffisent  pour  rempla- 
cer les  équations  (i  )  et  (a)  ,  et  comprennent  implicitement  la  troisième  ; 
cela  est  évident  par  la  théorie. de  l'élimination,  et  peut  se  véHfier  en 
■ÉiultipUant  l'équation  (3)  par  A, ,  l'équation  (4)  par  B^^  Téquation  (5) 
par  Cl,  puis  eu  ajoutant  le  produit:  on  trouve 

A^A^-^  B,B,  +  C,<7,  =  o, 

résultat  dont  tons  les  termes  se  détruisent  quand  on  y  sobstitue  les^ 
valeurs  des  lettres  ^,,  ^, ,  C, ,  ^,,  B^y  C,,  et  qui  exprime  la' con- 
dition que  doivent  '  remplir  ces  quantités  pour  que  les  équations  (3), 
(4)  et  (5),  étant  données  à  priori,  puissent  appartenir  à  la  même 
Kgne  droite. 

L'éqnation  (5),  qui  renferme  la  relation  que  doivent  avoir  entre 
elles  les  coordonnées^  et  z,  pour  tons  les  points  de  la  droite  pro- 
posée y  appartient  à  l'ensemble  des  points  où  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  tous  ceux  de  cette  droite,  sur  le  plan  des_^z,  rencontrent  ce 
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plftn;  cet  «àsemble  est  éridemment  rintersectioii  du  plan  des  yz\  pQr 
nn  plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  qui  passe  par  la  droite  proposée. 
On  peut  ea  dh-e  auUnt  de  réfpialiâii  (4)»  par  rapport  an  plan  des  xz, 
ensorte  qu'en  choisissant  1«  système  de  «es  deux  équations,  la  droite 
proposée  -«st  ■considérée  comme  l'intersection  de  deiU  plans  respective- 
ment perpendiculaires  à  ceux  des  yz  et  'des  tcz^ 

Ces  i^aBS ,  -q«e  ^ak  nommés  ùlleurs  plans  frofetans  de  ta  -droite ,  à 
cavse  qu'ils  r-enaontrent  les  pUos 'coordonnés  auxqu^  ils  sont  perpen- 
diculaires y  sniYaijit  les  prpjecljans  de  cette  droite ,  sont  caractérisés  par 
les  équatî(}ns.  (3)  et  (4)^  considérées  chacune  isolément. 

En  général ,  toute  équatioa  entre  les  deux  variables  comprises  snr 
un  même  fdaa -coordonné,  dott  é^e  envisagée  conmie  appartenant  à  la 
ligne  tracée  par  tous  les  pieds  d'une  infinité  de  perpendiculaires  élevées 
snr  ce  plan;  et  si  cette  ligne  est  droite ,  toutes  ces  perpendiculaires  seront 
nécessairement  dans  un  seul  plan  perpendîcalaùre  an  plan  coordonné 
propose.  II  est  à  pcopps  de  remarquer  ausn  que  ior-squ'on  ne  détermine 
qu'une  seule  des  Cjoordonnées ,  on  indiqtie  par  là.  un  plan  parallèle  à 
celui  auquel  elle  est  perpendiculaire  (366). 

Cela  posé,  je  reviens  aux  équations  d'une  droite  :  chacune  de  ces 
équations  ne  renferme  que  deux  coeiEcieos  nécessaires,  car  on  peut 
mettre  les  équations  (S)  et  (4)>  P^  exemple,  sous  U  iàrm« 

«t  par  conséquent  les  écrire  ainsi  : 


374.  L'équation  générale  du  plan  ne  renfermant  que  trois  constantes 
nécessaires,  il  suffit  d'un  pareil  nombre  de  condiBoos  ;poar  la  déter" 
mmer.  Je  ne  m'occuperai  ici  que  des  conditions  qui  se  présentent  le 
plus  fréqueminent,  et  je  traiterai  en  même  temps  les  questions  analognçs 
relativement. aux  Jîgoes  droites. 

Soit  d'abord  proposé  de  déterminer  l'équation  du  plan  qui  passe  par 
trois  points,  ^yant  pour  coordonnées  respectives  les  quantités 

,»iou  met  successivement  a:',  x%  j:*,  au  lieu  de  jt,  y,^,^*,  auUe» 
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èejy  a',  z',  z't  m  lieu  de  »,  dans  Tëqnation  générale  -dx-^Bf-^Ca^xsAo, 
on  formera  les  trou  équations 

J3^  •{-  Sy  -^  C/  +  1=0, 

;  ^a^+ 5/+ Ci'+  I  =«  o, 

JjT  +  ^  4-  Cs*  4-  I  =  o  , 

an  moyen  desquelles  on  déterminera  les  constantes  A^  B ,  C\  et'  oa 
trouyera 

y(x^-y'0-y(:-^-o-f^.y"(^-;r') 
—  yo-'i'-y'*  >-Â/*'-y*')  -i-^(y*'-y«')" 

Les  nnmératenrs  et  les  dénominateurs  de  ces  expressions  ont  une  si- 
gnification géométrique  ^s-cnriense,  que  M.' Mirage  a  &it  connaître 
dans  le  x5*  cahier  cb  Journal  de  £Écoi»  Poljtechnùpia, 

ay5.  On  peut  donner  aux  calculs  précédeos  une  forme  plus  sîinple 
Ji  quelques  égards,,  en  modifiant  d'abord  l'équattOQ  générale  du  plan , 
pour  qu'il  passe  par  l'an  des  pointa  donnés,  le  premier,  par  exemple. 
Ponr  cela,  on  met  seulement  x*,  y,  ;*',  pour  x,^,  2,  et- il  vient 

Aaf -h  ^ -\^  Cz' +  i  =  »; 
on  retranclie  celte  équation  de 

Jx -i-  Bj-  -i-  Cz -^  i  =a, 
-   ce  qui  donne 

■  -rf(x— *')  4-  ^(7— y)  4-  C(a— s')  =  o,     ■ 

équation  qui  ne  contient  pins  que  deux  constantes  nécessaires,  puiV 
qu'on  peut  toujours  donner  Tiamté  pour  coefficient  à  I'ub  ^ÉÉtonqur 
de  ses  termes.  ^^ 

Si  maintenant  on  y  substitue  çuccessîvement x*,  x%pour  x^y^y, 
pourj-,-  z'j  z*,  pour  2,  on  aura  les  équations 

-/(x'— x')  +  B(y— y)  4- c(3'-^) = o , 
jiiar-^)  4-  B{y—y)  4-  c(z'—z') = 0 , 
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desquelles  on  tirera 

^ ('--^1  (  ^-y"!  -  y—')  (y-y}  ■ 

T—      (i'-<i/)(jr--j') — (*"-»')(y-y')  ' 
ï  —  —  («--yx^-y)  -  (^-<^K/-^)  ' 

l'équation  du  plan  cherché  ,  lorsqu'on  en  fera  disparaître  les  de'no^ 
roînateurs ,  deviendra 

{(^-^■)Cr'-^)  -  («■-»'X/-:r')K^-^)) 
+  {(o^^c'Xî-— »')  -  (a:--*'X»'-î')}(/-:r)>=o,- 

et  tout  ne  d^[»eadra  plos  qae  des  différences  des  coordonnées  corres^ 
pondantes. 


376.  La  condition  de  passer  par  une  droite  donnée  ne  suffit  pas 
pour  déterminer  un  plan;  maïs  comme  elle  éifoivaut  à  celle  de  passer 
par  deux  points  donnés,  elle  particularise  deux  des  constantes  de  ce 
plan.  En  effet,  si  on  représente  par 

lès  équations  de  la  droite  donnée,  et  par 

^x  +  iî/  +  Çz  -h  1  î=  o, 

celle  du  plan  cherché  ,  il  iaudra  qu'en  substituant  dans  cette  dernière 
les  valeurs  de  x  et-êsjr,  tirées  des  deux  jiremières,  z  demeure 
indéterminé,  sans  quoi  le  plan  et  la  droite  n'auraient  qu'nn  seul  point 
de  commun.^En  faisait  la  substitution  indiquée,  il  yient 

(Jm  -f  £n  ^  C)z  +  -^/c  +  -S'  +  I  ~  0; 

et  ponna^  cette  équation  .seit  vérifiée  indépendamment  de  z,  il  faut 
qu'on  ait  séparément 

^m  +  j5n+C=o,         L<^  4- 5r  +  i  =  o  (a), 

équations   qui  détermineront  deux  des  trois  constantes  J^  By  C. 

Si  l'on  veut  encore  assnjétir  le  même  plan  à  passer  par  une  seconde 
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droite  donnée»  doDt  les  équations  soient  représentées  par 

on  aura  semblablement 

Jni -\- Sn' •{•  C ss  o i        !<// +  Jf*  +  i  =» o  (b); 

ïmis  les  équations  (a)  et  (b)  étant  an  nombre  de  quatre,  sont  plus  qne 
suffisantes  pour  déterminer  les  constantes  ^,  B^  C  :  il  s'ensuit  dcac, 
comme  on  le  sait  d'ailleurs  >  que  deux  droites  prises  d'une  manière 
quelconque,  ne  peuvent  se  trouver  d^  un  même  plan;  il  faut,  pour 
que  cela  arrive ,  qu'il  y  ait  entre  les  constantes  de  leurs  équations  une 
relation  qui  s'obtient  en  éliminant  les  inconnues  A^  B  et  C  y  entre  les 
équations  (a)  et  (b).  Si  on  retranche  Tnne  de  l'antre  les  éqoaUons  qui 
se  correspondent  dans  chacun  de  ces  systèmes ,  on  aura  d'abord 

-^(/rf— m)  +  B(ji—n)  =  o ,.     J{H!^ft)  •¥  B(/—f)  ss  o , 

d'où,  par  rélimination^soit-de  J y  soit  de  B^  on  déduira  sans  peine 

(jn'—m){i>'—f)  —  (n'—nXfA'^ft)  =  o  (c). 

Quand  les  quantités  données  m,  m',  n,  »',,(*,  ;*',  i;  et  >' Térifierontcetle 
condition,  les  quatre  équations  (a)  et  (b)  pourront  avoir  lieu  à-la-£ais, 
et  les  droites  proposées  seront  dans  un  même  plui. 


377.  Il  ne  &ut  pas  conclure  de  là  qne  ces  droites  se  couperont  né- 
cessairement. Quand  celte  dernière  circonstance  a  lieu,  les  trois  coor- 
données du  point  de -rencontre  vérifient  en  même  temps  les  quatre 
équations  (i)  et  (3)  du  u*  précédent;  or  en  égalant  les  valeurs  de  x 
entre  elles,  et  celles  dej-  aussi  entre  elles,  on  trouve 

mz  -^  fi  ^z  m'z  +  /*', 
a»  +  r  s=  »'s  +  /. 

Si  Ton  élimine  z  entre  ces  équation»,'  on  retombe  bien  sur  Véquation 
(c)  ;  mais  elles  deviennent  contradictoires  lorsqu'on  y  suppose  m  =  n/ 
et  n^n',  puisqu'elles  se  réduisant  alors  à  ftss^fi'',  tàs^tj  et  cfepçncU^t 
l'hypothèse  établie  satisfait  à  l'équation  (c)  :  on  voit  par  Ù  que  les  deux 
droites  proposées,  quoique  situées  dans  un  même  plan  ,  ne  peuvent  pas 
•e  rencontrer  ;  ellc&  sont  donc  (ifeirallèlcs.  •       ^i 

I.  65 
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Ceci  nous  £iit  comultre  en  même  tftvnps  la  dépendance  qni  existe 
entre  les  équations  de  deux  droites  parallèles  :  elle. consiste  en  ce  qae  la 
coordonnée  2  a  le  même  coefficient  dans  les  équalious  des  prO)ectioQ5 
tracées  sur  le  même  plan  coordonné.  On  sait  d'ailleurs  que  m  et  n 
désignent  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font  arec  l'axe 
des  z,  les  droites  que  les  équations  (i)  représentent  sur  les  plans  des  xt 
et  des  yzy  et  qui  sont  les  projections  île  la  première  droite  donnée  dans 
l'espace;  la  condition  m'ss^nt  et  n'^^n^  indique  donc  que  les  projections  de 
cette  droite  sont  parallèles  ans  projections  cturespondantes  de  la  secondé 
droite  âonnce ,  lorsqu'ellennème  evt  parallèle  à  la  première.  . 

378.  Si  l'on  voulait  déterminer  les  équations  de  la  droite  qai  pas** 
par  deux  points  ayant  pour  coordonnées  respecUres 

on  remplacerait  d'abord  x,  ^,  a  par  x',  y\  /,  dans  les  équations 

et  il  viendrait 

retrancliant  celle-ci  des  précédentes,  on  aurait 

*  — x'=m(a  — /),         ^— y  =  n(ï_ï^, 

équations  communes  à  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  premier  des 
points  donnés.  En  mettant  dans  celles-ci  ar%  y,  4',  pour  x,jf  s,  osk 
obtiendrait 

'"  =  ^'    -      "=^» 

et  les  équations  cherchées  scrùent 


'-''=fc?('-o,    r-y=^i?-^; 


On  introduit  aisémont  ^ns  ces  équations  les  angles  que  la  droite  pro- 
posée Ait  avec  2es  axes  des  coordoiu^ées;  il  suffit  pour  cela  de  coiic«s 
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Toîr,  par  1«  pomt  dont  les  coordimn^a  eoat  ■«'«.y  et  /,  trois  plans 
par^èles  gax  plans  coordomiéa  pcimitifii ,  et  deiurewlre.  ce  point  pour  une 
nouvelle  origine  de  coordonnées  parallèles  aux  premières..  Si  l'on  pose 

la  distance  de  cette  origine  an  potat  dont  les  coordonnées  sont  x',  j^, 
2%  étant  exprimée  par  y/»*-{-  ^'-h  >•'=  J^,  on  aura ,  comme  dans  le 
n"  369,  ■'  ' 

ctsscTcosa,         ^^stTcosi,         ^=3^cosc; 

et  substituant  ces  Talenrs  à  la  f^e  de  ' 

x»— «',       y— y»        3'—  ï', 

les  équations  de  la  droite  proposée  seront  changées  en 

(x — y)  cosc—  (z— ^)  cosa=:o  ,    (f-^y)  cosc— (a— V)  cosh=io, 

dans  lestjuelles  a,  b^  c  désigneront  les  angles  compris  enlre  la  droite 
proposée  et  les  trois  nouTeanx  axes  des  coordonnées,  qui  sont  paral- 
lèles aox  axes>  primitif. 

379.  En  mettant  les  éqnations  précédentes  sous  la  Arme 

CM  C     '  COI  C  '  •'  COI  C     '    •'  CDI  C  ' 

pour  les  comparera 

on  aura 

^  ^  coia  ^     co>t 

«   eoc'c  '  ""  COI  c* 

.  d'où  0  suit  qoe  toutes  les  droites  parallèles  entre  ^es  dans  l'espace, 
feront  les  mêmes  angles  avec  les  axes  des  coordonnées  (377).  Ainsi 
pour  mener,  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  afy  y  y  «%  une 
ligne  paiallole  à  la  dcoitç  donnée  par  les  équations  ci-deasos,  il 
suffit  d'écrire 

x—x'  s=i»(s— i'),        J^'—y  s»  b(2  — z"), 
on  bien  .  '         ' 

(x— a:')çosc— («— «')<o««fc:o,    (jc-^)  cosf —•(«««')  cm  issso. 
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380.  Ce  qui  vient  d'Mre  remarqué  condut  snr-le-chàmp  li  la  dAer« 

miïiBtion  resp^ctÏTe  det  équations  d'une  droite  et  d'un  plu  perpcodi- 

culairés  entre  eux. 
On  a  TU,  dans,  le  n*  a^Oj  qne  le  plan  mené  k  vxie  distance  ^  de 

l'origine  des  coordonnées,  et  perpendicidairement  à  la  droite  qui  fait 

arec  les  axes,  des  angles  a,  b,  c,  avait  pour  équation 

coso            co$b  cosc    ,  ' 

—  JC-J-— /-j a-j-4-t=o; 

celles  d'une  droite  quelconque  parallèle  à  la  première,  et  par  conséquent 
perpendiculaire  au  plan  proposé,  seront  donc 

-    COI  a    ,       ,       /.  co>  a  eo»b    ,      ,       ,coê6 

x^z +  x— z  ,         rssa tj-"-» * 

cqs.c  cosc'         -^  co»c'-'  cosc 

En  comparant  ces  formules,  aux  équations  généndes 


'or  =: 

na-t-ii,       jr  —  ra  +  f. 

on  trouvera 

.  ■__       coso 

co»e' 

d'où  il  résultera 

-:=i,        »=.|  = 

•insi  l'eqMtion  du  (lUn 

étant 

Jx-i-B^+Ci+ziB  »y 

u^cohire  i  ce  plan  Mrsnt 

La  forme  de  ces  dernières  eït  encore  plus  remurquablç  quand  oa 
présente  la  première  ainsi  :  ' 

■* —      c* — c^  —  C' 
on  Toit  alors  que  les  coefficiens  d«  e,  dans  les  équations  de  la  droite  , 
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éont  eeux  de  x  et  de  /  d«m  l'^ijualion  da  plan ,  mais  pris   avec  un 
signe  contraire. 

Si  Ton  âit^sio  dans  l'^ation  da  plan,  ponr  obtenir  celle  de  sa 
commune  section  avec  le  plan  d«i  xz  (371)  >  il  Tiendra',  en  dégageant 
X  de  son  coefficient , 


équation  d'une  droite  qui  rencontre  à  an^^es  droits  celle  que  repré- 
sente l'équatioa 


En  faisant  de  même  par  rapport  aux  astres  plans  coordonaés,  on'4rouTera 
que  les  projections  de  la  droite  et  les  communes  sections  du  plan ,  sur 
les  mêmes  plans  co<»doHsés  i  doiTent  êtE(  respeclÎTement  perpendi- 
culaires. 


aSi .  Je  ferai  remarquer  que  l'emploi  du  Calcul  différentiel  conduit 
^très-simplemenl  anï  relations  précédentes.  Il  estrétident  qae  si  x,  y 
et  z  sont  les  co6rd<«née6  du.  point  où  la  perpendiculaire  rencontre  le 
plan  proposé,  et  y,y  et  2*,  celles  du  point  fî^e  parleqnel  on  la  mène, 
la  distance  de  ces  deux  points,  u  =:'  \/{x — oTf  +  {,J—y'Y  +  (s — a^)', 
doit  être  un  min^num.  Dans  le  cas  actuel,  les  quapUtés  af^f  et  ^  sont 
constantes,  et  lés  Tariables  x,  ^  et  z  sont  liées  entre  ellek  par  l'équa- 
tion du  plan  donné  ^x.rf-i^-fîCs+i^o;  on  ponirvt  donc,  au 
moyen  de  cette  équation,  chasser  de  u  une  de  ces -variables;  mais' il 
sera  plus  simple  de  .diffiérentjer  l'eii^r^Sdio^  d£i  u,  en  regardant  une  de 
ces  mêmes  variables,  z,.par  exemple,  comme  fpnctioD  des deux.antre8. 
l<a  condidon  du  minimum  donnera  '(i65) 

jc— y  H-  (z_z')g  ss  0,       '  ^— y+(s— a^  ^  «  «  ; 

et  en  déterminant  g^  et  g^  par  '  les  équations  différentielles  &x  pïaii  , 
qui  sont  '^     ■'-.-,■•■.• 
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ou  obtiendra 

ce  qui  s'accorde  «rec  la  n*  précédent.  , 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  x—a!  et  de/-r-/'  dani  TexpresMOB 
de  Uj  il  viendra 

mais  réqaation  du  plan  ponvant  être  mise  sons  la  forme 

on  en  «hawera  ansn  x— ac*  ^^J-^ft  «t  il  Tiendra 

Telle  est  rexpression  de  la  longneor  de  la  perpendiculaire  demandée, 

aSa.  Deux  plan»  pimiUd^  wat  perpendiculajres  à  la  même  droit*; 
Or  réc|aati«n  de  l'un  et  celles  de  sa  perpwdicalaire  e'tast 

4  on  dé8{|;ne  IVqoatloD  de  l'autrq  ^an  par 

.  :^«-h^-HC£-f-i  sao; 
il  £iadra,  pour  qa^il  soit  aosn  pcrpendicolaîre  àladroiteptécéduUe,  qve 

jf A  S B 

?""  ç»        Z^  —  S' 

tirtnt  de  1^  l«s  Talenrs  de  ^'  et  de  iF*,  l'^quatiott  de  ce  j^n  deriradra 

f(^*-fiBr  +  C,)+i  =  o. 
S'il  doit  passtr  par  le  point  doat  les  coordoimées  sont  x',  y  et  z',  on  aura 
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vetraiicltaat  cette  d«raière  éqiutidn  de  U  précédente,  le  lesulbt  swa 
divisible  par  77,  et  il  viendra 

Si  l'on  cherchait  les  équations  des  communes  sections  de  ce  dernier 
plan  avec  chacun  des  plans  coordonnés ,  on  reconnaîtrait  que  ces  droites 
sont  parallèles  aux  communes  sections  des  .mêmes  plans  coordonnés  ef 
du  premier  plan  proposé ,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  par  les .  pro- 
priétés des  plans  parallèles.  .        .  • 


385.  La  sur&ce  sphérique  est  de  toutes  les  snriàces  celle  dont  la 
définition  est  la  plus  sunpie,  puisque  tons  ses  points  sont  à  ^galedis^ 
tance  du  point  qui  en  est  le  centre;  mais  son  équation  monte  au  second 
degré;  car  si  on  place' le  centre  à  Torigine  des  coordoni^eâ , ' et  que 
l'on  nomme  r  le  rayon,  on  aura^  par  le  n*  267, 

et  si  le  centre  est  au  point  dont  les  coordonnées  sont  «^  ^  et  ^,  il 

viendra 

■    (x-^y  +  ij^-^y^X'^^^y^-^- 

'  L'intersection  de  la  sphère  par  un  plin  étant  toujoars  un  cerclé ,  ceflé 
courbe  est  déterminée  de^la  manJère  la  plus  génà'àle  dans  l'espMe,  ptf 
les  équations 

-^«  +  ^  +  ,Cs  H- 1  =  o  i  * 


384.  Ce  qui  précède  v>  nou#  eendniro  d'ane'  numière  tris-gimple  k 
l'expression  du  cosinus  de  l'angle  que  deux  droites  font  entre  elles,  et 
ijiù  est  d'un  fréquent  usage  dans  les  recheVches  qui  nous  occupent  JSoient 


Digitizeclby  VjOOQIC 


5a«  CHAP.  V.  DES  SURFACES  COURBES 

les  quatre  éqoatioas  des  projections  de  ces  droites ,  qui  se  coupent  an 
point  dont  les  coordonnées  sont  a ,  j3  ^  ^  ;  si  on  imagine  qu'elles  se 
meavent  parallèlement  à  elle»-mimes,  josqu'à  ce  que  leur  point  Jîih 
tersection  soit  à  l'origine,  Jenr  angle  ne  changera  pM,  et  les  équa- 
tions cî-^ssos  se  réduiront  k 

Concerons  maintenant  nne  sphère  qnî  ait  son  centre  k  l'origine  et  dont 
le  rayon  soit  représenté  par  r;  la  distance  des  points  où  sa  sur&ce  cou- 
pera chacun  des  câtés  de  l'angle  cherché,  sera  'eTÎdenunent  la  corde 
de  cet  angle.  On  trouTera  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
la  première  droite  avec  la  sur&ce  de  la  sphère,  en  déterminant  or,  j^ 
et  s  par  les  équations  de  cette  droite  et  par  celle  de  la  sphère, 

«'+/•-*-«'  =  '*        (^^)  = 
on  aim  ainsi 


*=»;7tT^S^5'  ^  = 


Nommant  jc',  y  et  s'  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la 
seconde  droite  avec  la  snrËKe  de  la  sphère,  -on  aura  de  mênae 


r~ 


Substituant  ces  Taleurs  et  Tés  précédentes  dans  l'expression  {x-~  x')* 
■+*  O'""/')*  ■+"  (*""*')'  ^"  qnarré  de  la  dislance  des  deux  point» 
cherciiés,  on  trouTem,  aprè»  les  réductions, 


'{' 


a(i  +  mm"+««0 


i/Ct  +  m'+n')0+'«"+''")*  ' 

mais  on  sait  qoe  le  qnarré  de  la  corde  d'un  angle  quelconque  V^  est 
égal  an  produit  du  sinus-yerse  par  le  diamètre  ;  on  aura  donc 

'  4(1—  CM  A^)  Ci  a  —  1  cos  y 

pionr  la  yalevr  de  ce  quarré  ;  et  com[^uwit  cette  expression  aTÇC  ]« 
précédente,  après  «Toir  fiut  rs:!,  il  viendra 


eoir^ 


Ft'  +*■+  «0  Cl  +  m"+  "'7' 
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d'oà  il  est  fiicile  de  déduire 


ir  = 


t/Ci  +  m'+nOCi  +  m'^  +  n'») 


Lorsque  les  deux  droites  propose'es  sont. perpendiculaires,  cos^=o; 
et  c'est  ce  qui  a  lieu  quand  i  -f-  mm'  +  nn'  =  o.  ^ 

On  peut  i^aoAuire  dans  ces  formules  les  angles  que  les  droites  pro- 
posées font  ^H^s  axes  des  coordonnées ,  puisque 


itfl|ks 


coaé  ,    ■   coso'-         /        coàA'  ,     -. 

'■  = 1    m= — T-,    n  ;5s Î-C270): 

cos£'  coter'     '  cote   \   /   " 


et  si  l'on  &ît  attention  que 

COS  O*  +  COS  J*  +  COS^^If      C0S<^»-f-C08i'*+C08c'»K=I  i 

on -Aura 

COSSES cos a  cosrf'-hcosi  cos  £' -|- cos  c  cos <^. 


a85.  L«  cosinus  de  l'angle  que  denx  plans  donnés  font  entre  eux, 
se  déduit  immédiatement  de  l'expression  que  l'on  -vient  de  trouver  ; 
car  si  l'on  met  les  équations  de  ces  plans  soos  la  forme 

xcota       y  COI  b        z  cw  c    , 
jcwfl'       y  coB  b'       z  COI  c*  j^      __ 

en  les  rapportant  aux  perpendiculaires  menées  de  l'origine ,  et  que  l'on 
obserre  que  le  plan  qui  contient  ces  droites  doit  être  perpendiculaire 
à  la  commune  section  des  plans  proposés,  on  Terra  que  l'angle  com- 
pris entre  ces  mêmes  droites  est  le  supplément  de  celui  qui  mesure 
l'angle  dièdre  compris  entre  les  plans  :  le  cosintis  du  second  sera  donc 
—  co«^,  ou 

CO8  /^  s=  —  (cos  a  ces  a*  4*  cos  b  coi  J*  +  cos  c  cos  c'). 

Pour  appliquer  cette  expression  aux  équations  générales 

^x  +  iîr  +  Cz  +  I  =  o , 
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il  iant  les  comparer  aux  équations  posées  ci-dessus,  ce  qui  donne 

cos  <ï  c=  —  JS^ ,  cos  i  =  —  B^  y  cos  c  =  —  C*r  , 
cos  *^  =?=  —  A'i*^  ces  i'  =  —  ff^y  cos  c'  =:  —  C^\ 
cos  r=  —  ^£'  (A^  -i-  5^  +  CC)} 

et  comme 

cos  a'  ■+■  cos  i»  +  cos  c»  ss=  i , 
il  Tient 

/.(^•+£-+C-)=.,    d'où    J  =  -^_j_p_=, 

on  a  de  même  J"= 


et  enfin  cos  /^  c 


l/(^+  £•+  C)  (vr'+ir'+c") 


Si  Tun  des  plans  propose's,  le  second,  par  exemple,  était  parallèle 
k  celui  des  xjr ,  comme  sur  tout  ce  plan  l'ordonnée  z  -  derraît  être 
égale  à  la  perpendiculaire  cJ',  on  aurait  jfssOj  B's=Of  et  cos f"  sa 
réduirait  a 


expression  qniest  celle  de  cos  0(370);  et  en  effet  Vanglec  ëtant  compris 
entre  la  droite  perpendiculaire  au  premier  plan,  et  l'axe  des  z  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  des  ayr ,  est  égal  à  l'angle  que  ces  plans  font 
entre  eux. 

On  trouTcra  ainsi ,  qne  le  premier  plan  donné  &it  arec  des  plans 
parallèles  à  celui  des  xz  et  des ^,  des  angles  qui  fiont  re^ectÏTemcnt 
^  «I  a,  et  dont  les  cosinus  sont  en  cooscquence 

Enfin ,  dans  le  cas  où  les  deux  plans  proposés  seraient  perpendïca* 
laires  entre  eux  ^  on  aurait  cos  ^'  =  o ,  et  par  conséquent 

JJ'-^'BB'-^CC^.Q. 
j86.  Lorsque  deux  droites  partant  du  même  point,  tombent,  l'uae 
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cAIîqnement,  et  l'antre  perpendiculairement  sur  un  plan, l'angle  qu'elles 
forment  entre  elles  est  le  complément  de  celui  que  l'oblicpie  fait  avec 
le  plan  :  le  cosinus  du  premier  de  ces  angles  sera  donc  le  sinus  du 
second;  et  par  consétjnent,  si  l'on  désigne 'le  dernier  par  V^  ou  aura 

■in  A"  ^  cosd  cosff'  +  co«*  cosA*  H-  eos  c  cosc', 

en  représentant  par 

cet  a            eos  h  co«  e    , 

^X-y ^-j, 2-j^4-i  =  o,- 

(j;  — .  x^  008  ii' =  (z — ï')cos</,    {j — y)  eos  <<=(»— i*)  eos  i^, 

les  équations  du  plan  et  d«  la  ligne  oblique  proposés. 

Si  l'on  Teut  rapporter  l'expression  de  sin  K'  aux  équations 

^x  4-  5^  H-  Ci  +  I  =:  o, 
^  a:  =  n«  +  /t,    /5=na+', 

on  anra  o'abord 

COia^=s—~Ai^,     cosJs=— ^/,     C08cs=:— C«r,     J'ss—rssÀ==^i 

et  combinant  les  équations 

— y^sm,    — 7-  =  »»  «vec    co»a^'H-cos*^+ cosc'ssi, 

il  viendra 

C0S(*'s=-T==s=Ki      C08ga=-7-    "  -— -;      C08</  =  --—     '    ■    ■■, - 

d'où  '  Mn^';=  — 


^m  +  Jn  4-  C 


387.  Avec  ces  préliminaires  il  serait  &cile  de  résoudre  tontes  les 
questions  que  renferme  la  première  partie  du  Complémeift  des  Élémens 
de  Géométrie;  maïs  l'étendue  de  la  carrière  qne  j'ai  à  parcourir  ne  me 
permettant  pas  d'entrer  dans  ces  détails ,  je  me  ]>ornerai  k  appliquer 
le  calcul  différentiel  à  la  solutlou  du  problème  où  il  s'agit  de  tronver 
la  plas  courte  distance  de  deux  droites  qui,  n'étant  pas  comprises  dans 
on  m,éme  plan ,  ne  se  rencontrent  pas. 

Soient  x,/  et  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Ia  prC' 
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mière  droite  donnée,  et  a/,  y  et  a'  celles  d'un  point  pris 
Voudra  sur  la  seconde  ;  si  dans  l'expression 


de  la  distance  de  ces  points,  on  met  pour  -r,^,  ^  tf  Inirs  Talenn 
tirées  des  équations  droites  proposées ,  que  je  représenterai  par 

X  z=s.  mz  ~\- {t.\       sf=^n{^-\-f4.''\., 

cette  expression  devieudra  une  fonction  des  seules  variables  z  et  z': 
regardant  donc  a:  etj-  comme  des  fonctions  de  z,  et  a::'  et^  comme 
des  fonctions  de  2',  et  égalant  s^arément  à  zéro  les  différentielles  par- 
tielles de  u,  relatives  à  z  et  à  z',  on  formera  les  équations 

(x  —  y)  dj;  +  (/  — y)  dy  +(z  —  s^dz  =0, 
(x-y)di^+0— /)dyH-Cz-z'jdB'==:0i  «'^ 
mais  leB  équations  (i)  donnant 

dx=:niiz,    i)r=:niz,    dx'smW,    d^asa'i'; 
on  obtiendra  les  équations    , 

(^T—jf)m+{r—y)'>+(z—z-)  =  o\.. 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  valeors 

x  —  a^simt  —  mV-f-/* — ^',    ^ — y  =:;»— .«V  +  r— /, 
déduites  aussi  des  équations  (■)■  Il  viendra  alors 

(mz— m'z'  +  ^—/)m  4- (nz  —  nV+ F— ►')n4.a—i'=î0^  ,„.. 

équations  à  l'aide  desquelles  on.détenUinerales  inconnnes  z  et  z';  etsaln* 
slituant'lesrésuluts  dans  u,  on. trouvera  l'expression  de  la  plus  court* 
distance  demandée  ;  puis  en  calculant  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  de  jTf  de  Y  et  de  y,  on  aura  lu.  coord<»tBées  4es  points  ovi  les  deux 
droites  s'approcbent  le  plus. 
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.  JLes  équations  (a)  méritent  d'être  remarquées  ,  parce  qu'elles  ex- 
priment le  principe  géométrique  de  la  solution  du  problème.  En  efîet 
k  première  est  celle  d'un  plan  mené  perpendiculairement  à  la  première 
droite  donnée  (^79)»  et  passant  par. les  points  dont  les  coordonnées 
sont  jCjjfZ  sur  la  première  droite,  ^^y  et  z'  sur  la  deuxième;  la 
seconde  équation  est  celle  d'un  plan  passant  par  les  mêmes  points 
que  le  précédent,  mais  perpendiculaire  sur  la  seconde  droite  donnée  : 
ces  deux  plans  se  couperont  donc  suivant  une  ligne  qui  sera  perpen- 
diculaire en  même  temps  aux  deux  droites  données.  Telle  est  la  coit> 
^tion  qae  doit  remplir  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 


aS8.  Après  nous  être  occupé  des  lignes  et  des  plans,  passons  anx 
aires  planes,  que  l'on  détermine  aussi  par  leurs  projections  sur  les  plans 
coordonnés ,  au  mojen  d'un  theorènie .  analogue  à  celui  du  quarré  de 
l'hjpothénuse. 

C'est  un  principe  facile  à  découTrir,  et  démontré  dans  plusieurs  on* 
Trages,  que  taire  stunejîgive  quelconque  tracée  sitr  impîan,  est  à  celle 
de,  ses  projections  comme  le  rajron  est  au  cosinus  de  l'angle  compris  entre 
ces  plans.  Soient  donc  2)  cette  aire  ,  A ,  B  ti  C  celles  de  ses  projec- 
tions sur  les  plans  des^z,  des  xz  et  des  xy,  avec  lesquels  le  plan  qui 
la  contient  fait  des  angles  a,  £,  c;  on  aura 

A  =  D  cosa,    B=^D  coihj    Cs=D  cosc. 

Si  Ton  qtiarre  ces  équations  et  qu'on  les  ajoute,  en  obsnrant  que 
cosd'-f'  cosi'+cosc*s=i  (285),  il  viendra 

ce  qui  montre  que  le  quarré  du  nombre  qui  mesure  Paire  ^unejigure 
plane  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des  nombres  qui  ma~ 
surent  les  aires  de  ses  projections  sur  trois  plans  perpendiculaires  erure  eux^ 


38g.  La  considération  des  aires  projetées  mène  &  la  recherche  d'un 
maximum  très-remarquable  par  son  application  au  mouvement  des  corps 
célestes,  et  qui  par  cette  raison  doit  trouver  place  ici.  Il  est  visUile  que 
la  projection  d'une  figure  plane  décroît  4  mesure  que  le  plan  qui  con- 
tient icette  figure. ^t  on  plus  grand  angle  avec  le  plan  sur  lequel  on 
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la  projette ,  et  que  si  cet  angle  e«t  nul ,  la  projecUon  étant  ^ale  It  la  Sgnre 
même,  e^t  la  plus  grande  possible  ;  mais  lorsqu'il  y  a  plusieurs  figures 
dont  les  plans  sont  diversement  inclinés  par  rapport  h  celui  sur  Uquel 
on  les  projette  f  on  ne  voit  plus  de  même  quelle  position  il  fiiut  donnet 
à  ce  dernier  pour  que  k  somme  des  aires  de  to«tes  les  profecUons 
qu'il  contient  soit  nu  maximum.  L'analyse  suivante  y  coodoit  aue* 
simplement. 

Si  I/j  jy,  I^y  etc.  désignent  des  aires  dont  les  plans  font  aTcc  les 
plans  coordonnés  des  angles  (/,  h\  c',  o',è*,  e*,  o%  5*,  c",  etc. ,  et  qu'on 
veuille  leï  projeter  tontes  sur  un  plan  faisant,  avec  les  mêmes  plans 
coordonnés,  des  angles  a,  by  c,  il  faudra  multiplier  respectirenient 
les  aires  par  les  expressions 

C08  a  C05  a' -f-  cos£eosi'-f*costf  coftc', 
cos  a  cos  of  +  cos  A  cos  4*+  cos  c  cos  e", 

etc. 

qui  sont  les  cosinus  des  «nglcs  compris  entre  le  plm  de  projection  et 
ceux  qui  contiennent  ces  mêmes  aires  (a85).  La  smmite  des  prodoits' 
pouvant  s'écrire  ainsi ,    , 

cos<i(2>'cos«i'+/)'co»<*'+i)*co8«*-f-elc.} 
4- cos  Jf^y  cos  é'+i>*  cos  *'+/?•  cos  t"  + etc.) 
H- cosc  (Z>'co8c^4- Z>'cosc'-(-Z>'cosc'  + etc.), 
on  voit  qu'elle  revient  à 

co>oC^+.^+<r+etc.) -*- cob6  (B' +  Jî'+/r+ etc.) +COÏCCC+ C+ C+ etc.) , 

en  représentant  par  les  lettres  A^  J5,  C,  accentuées  convenalilement , 
ce  que  deviennent  les  aires  proposées ,  lorsqu'elles  sont  projetées  sur  les 
plans  coordonnés;  et  si  pour  abréger  on  feit 

^+^'+^*_|.etc.=!^,  5'4-iî'+5*+etc.=5,  C+C+C*+elc.=C, 
on  aura  seulement 

.(^  cos  d  H-  -^  cos  &  -f-  C  cos  c, 
Dé&ignant  celle  somme  par  *,  on  trouvera 

df  =:  —  Aàa  sin  o  —  Bàb  ain  i  —  Ci,c  sin  c  ; 
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ëqaatîon  dans  laquelle  il  &ut  regarder  l'un  des  angles  a ,  & ,  «  comme 
fonction  des  deux  aub-es  ,  puisque  cos  a* -f- cos  &*-f- cosc*=  i.  Dîffé- 
rentiant  cette  dernière,  il  viendra 

^  diieinacosa  —  disin^cosé  -^  de  siac  cosc  =  0: 

éliminant  par  son  moyen  de  de  l'expression  de  ds,  on  trouvera  pour 
les  conditions  du  maximum  , 


T-  ^  -a  —  O  ^O,       jT=:i»^t'  =  O, 


-,  co»  h  _ 
'  CO8  c  " 


d'où  l'on  conclura 

j4  cos  £=:=<?  cos  â ,      jB  cos  ess  C  cos  £. 
Joignant  à  ces   équations,  l'équation  identique Cco8c=Ccos c,  les 
qnarrant  toutes  trois  et  les  ajoutant ,  il  viendra 

(-rf'H-j5'+C)cosc*=0,      d'où       rnrrr—    ,        ^        ^1 
enmite, 

cos  5  =      ..'-1 -=s=^  .      cos  a  S=  ---■■  — rr— - 

-  Ce  plan  ,  sur  lequel  la  somme  des  projections  des  aires  proposées 
est  un  maximum ,  est  encore  tel ,  que  les  mêmes  aires  projetées  suV 
tout  plan  qui  lui  serait  perpendiculaire,  donnent  un  résultat  égal  à 
séro;  et  cela  se  voit  sans  peine ,  car  si  on  représente  par  ç^^  b^,  c^  les 
angles  que  ce  dernier  fait  avec  les  plana  coordonnés ,  on  aura  (a85}> 

cos  a  cos  a,  +  cos  h  cos  h^  -\-  cos  c  cos  c^  ^  o  : 

mettant  au  lieu  de  cosa,  cos^,  cosi;,  leurs  valeurs,  cette  équation' 
deviendra 

A  cos  û,  -f-  5  cos  i^  +  C  cos  c^  =  o , 

dont  le  premier  membre,  d'après  ce  qui  précède,  exprime,  par  rap* 
pon  au 'nouveau  plan ,  la  somme  des  projections  des  aires  proposées  (*"). 


(*)  Le  plan  dont  on  vient  de  lire  la  détermination  a  kxk  remarqué  pour  la  premier» 
foii  par  M.  Laplace,  dans  le  mouvement  d'us  systime  de  points  agisiact  lea  uai  sas 
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De  II  tno»-      300.  Les  usages  de  la  transformatîoa  des  coordonnée!  M>nt  Ciicorâ 

!3*onn"de.^**  pïu*  nombrcuï ,  et  Burtout  plus  imporlans    dans  l'espace  que  sur  un 

duui'cipace.    plan;  je  crois  donc  h  propos  de  m'arrèter  un  peu  sur   cette  matière, 

et  je  prendrai  d'abord  la  marche  qne  j'ai  suivie  dans  la  première  édition 

de  ce  Traité,  pour  rapprocher  les  formules  construites  par  M.  Monge, 

de  celles  qui  se  trouvent  dans  la  Mécanique  analytique  de  M.  Lagrange. 

Si  on  ne  voulait  qne  changer  l'origine  de  place,  et  qu'on  supposât 

les  nouveaux  plans  coordonne's  parallèles  aux  premiers  ^  il  suffirût  ds 

faire 

on  a  déjà  vu  dans  les  n*"  précédent  quelques  applications  de  ces  cbanr 
gemens. 

Je  n'embrasserai  point  ici  le  cas  où  la  direction  des  axes  change 
d'une  manière  quelconque  :  je  me  bornerai  à  donner  des  formules  pour 
passer  d'un  système  de  coordonnées  perpendicalaires  entre  elles  à  un 
*  autre  système  de  même  nature ,  ayant  même  origine ,  mais  placé  d'ail- 
leurs comme  on  vondra  par  rapport  au  premier  ;  et  pour  exprimer 
la  position  respective  des  plans  coordonnés  primitifs,  et  de  ceux  qu'on 
leur  substitue ,  je  supposerai  qu'on  ait  les  éqoations  des  uns  k  i'egard 
des  autres.' 

Soient  donc  t,  u  ei  v  les  nouTelles  coordonnées  ayant  leor  origint 
au  même  point  que  x,y  et  s  , 

'J't  ^-  B^u  +  C»»  =  o ,    l'équation  du  plan  des  yz  ,' 

V  *  jCI  +  B^u  -f-  Ce  =  o  ,  celle  du  plan  des  xs  , 

j^t  +  S^u  -I-  Cv  =  o  ,  celle  du  plan  des  xjr. 

Si  on  considère  maintenant  que  pouir  un  point  quelconque  les  coor- 
données  Xyjr^zne  sont  autre  chose  que  les  perpendiculaires  abûssées 
de  ce  point  sur  les  plans  désignés  ci-dessus,  on  formera  leur  expres- 
sion d'après  celle  du  a*  a8i ,  et  il  viendra  en  conséquence 


les  antrei.  Ce  plao",  «ur  lequel  aont  projetées  les  aires  tracées  par  !m  rayons  vecteiir» 
des  point*  mobiles,  jonJt  alors  de  ta  propriété  de  demeurer  coastanuaeot  pviIUIc  à. 
lui>iiiSmB  ;  on  le  nomme  en  consé^ence  plan  invariable. 
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J'I  +  S'u+C-v 

-<'t-f-J*u+C*»   . 

Ces  Taleurc,  sÛTant  k  renurque  da  n*  368,  renfenneront  trois  cont- 
Untes  superflues ,  ensorte  qu'on  poumit  supposer  égales  à  l'anîté  na 
pareil  uoinbre  des  neuf  quantités 

jt,B^c,  jf,tf,ç,  4^,B;cr; 

«Mis  il  sera  plus  symétrique  de  poser  les  trois  ^quationf  suirantes  : 


yf'  +  B'+C'^r  ) 


et  li  cause  que  les  plans  coordonnés  primitif  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  on  aura  encore  (a85),  ,       i 


d'oJi  l'on  voit  qn'il  ne  restera  .que  trois  constantes  dont  on  pnisso  dis- 
poser pour  déterminer.,  d'après  des  confiions  particolièreS},  la  uiaàtion 
des  noiiTelles. coordonnées  par  rapport  aax  anciennes.  Bo  fiôsant  osago 
des  é^doDS  (i),il  Tient       "  .  ■, 

Ces  fonnnles  comprennent  celle*  qui  sont  citées  an  commencement 
de  la  page  Sgg ,  car  »  on  voulut  n»  changer  qne  la  position  de  deux 
axes  seulement ,  il  âindrait,  pour  qnlls  restassent  perpendicnlaires  k 
nn  troîrâème,  qu'Us  ne  sortissent  pas  da  plan  coordonné  qui  leur  est 
coannun,  et  alora  la  coordonnée  perpendicubûlKa  4  ce  plan  serait  la 
même  dans  les  deux  s^rstèmes*  Supposons  qu'il  Vagi*»  de  transionner 
.     I.  -  6f         ■ 
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seulement  les  coordonna»  «  et/  :  dans  ce  pas ,  c  =:  2 ,  les  Tariables  x 

et  X  ne  dépeDdgnt  poiat  d«  c,  et  pat  conséquent 

Les  équations  (1)  et  (a)  ne  donnerwit  plus  que 

d'oii  Ton,  conclura'sanfi  peine  . 

r-.        ..il    ■-.   .■.■■.■*■■..  ■  \  <•■    '".        '■*    '  .■■'■ 

et  il  Tiendra  -^    ,.         ,^    — r      'v 

où  '— IdT  lient  la  placé  flè'm,  èf—'Ji*  telle  de  ndanilés  fi>rinalés  Zc  i» 
page  citée.  ;'   r  ~    '•".';  -',-  '"■'•  -;■  ■■*, 

agi.  M.  Ligrange  détermine  .les  expressions  des  vafiables  x,  j^  z 
par  les  Variables  t,  b^'V,  en  observant  que  la. forme  la  plus  générale 
des  expressions,  des  premières,  ne  peut  &tè  que"  ' 

car,'a.nné  méiiie  Valeur  des '.qtianUtés  f,  u.et'  «"^  iï  ne  doit  répondre 
qu'une  'sente  valeur  àeà  ijuanlîtçs  Xfj'tX  z,  et  réciproquement.  Cela 
{M>sé',  les  deux  iysiêmes  dés  coordonnées 'étant  rectangulaires,  le  quarré 
de  la  distance  da  point  proposé  à  l'origtae  commune  des  coordotinées, 
sera  exprimé  par  x*  ^  jr'^V,  alaq»  le.  picivier  système ,  et  par 
f'+u'-f-t^dans  Ie8ec9iid>;.et4n4ttant^ax.«yjr,3,  les  valeurs  posées 
ci-dessus,  on  aura  deux,'eiqpieMt(Ui«. qui  dexrftBt. être  ïdentiqnes,  quels 
que  soient  tj  u  et  c ,  savoir  : 

■  (oit + »'»4-^»*.-f-  6«<<-Ff^  «V-lhiriV)'  -*-  (VH^  rTM-^y^y, 

et  '      ■■_  ■;•         ■  '  ■  Vf+^b''-ff7';  "   _  ■  '. ''_'"  ' 

Développant,  la  pitmibN ,  «t  «aviptniBi  le»  tenues  lioniologueB  de  Time 
et  de  l'aàtre  ,'  oM  ttowéra-let  six  éqkwtioM 
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n/'  +  ni'"  +  fl»''  =  I  1  mV  +  '"'«'  -K  "»'«*  =  o  I 

»'.  +„«.  +„•«  =  i((5),       m>'-t-my+mVa=:o>(4); 
/»'*  H-  /»''  +  p''  33  I  ï  ny  H-  «';>'  4-  b'p"  =j  a  J 

ce  qui  lait  voir  aussi  que  des  neuf  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  générales  des  coordonnées  primitives  x,jr  et  z,  il  n'y  en 
a  que  trois  qui  soient  indépendantes. 

La  comparaison  des  valeurs  posées  pour  x,  _^  et  z  ,  avec  celles  que 
j'ai  obtenues  dans  le  n*  précédeat,  donoe 


"^=.>  ."„■■„.,    «'  = 


—y  _._      -c 

.  — J*  ._         — c 

d'où  on  voit  qa«  m'^  V,  ^ ,  sont  les  cosimu  des-  «Q|;les  que  le  plan 
des  jr%  fiiit  avec  chacun  des  nouveaux  plans  coordonnés  (aSS)  ;  qu'il 
«n  est  de  mime  de  n/',  n*,  ;/  pour  le  pUm  des  j»,  et  de  m*,  n*,  ;»* 
-pour  celui  des  asy. 

Si  OB  anbstitiie  le»  eiqfkreèsioBa  )>^c^Bt«»  de  n/,  n/,  eic.  diÎBS  les 
six  équations  de  condition  trouvées  entre  ces  quantités  >- on  p^nnendra 
à  de  nqav^«s  relation*  enti:e  ^,.2^,  etc.,  qne  l'on  pourrait  aussi  dé- 
duire immédiatement  de  la  éontbïaaison  des  équations  (t)  et  (2) ,  mais 
d'une  manière  moins  commode.  Si  l'on  supprime  d'abord  Ie#  ^wftmi- 
nateors  de  ii^,  »%  etA,  en  vert«  de»  ^^pmtiotttt  (1) ,  o»  aura 

nt'  =  ^  .(/',      n'  =,-1-  if,      /i'  =s  —•O'i 

d*oi^  il  résulter^ 

^■  + *" 4- «••  =  I f (5),  4'CH- ^C-)-<'Ç'=  or(6). 
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l'article  pr^cMeot^  on  peut  tirer  celles  de  <,  u,  f ,  de  deux  manière» 
difTérentes  ;  et  en  rapprochant  les  résultats ,  on  parvient  encore  ^  de 
ncavelles  relations  entre  les  quantités  /»',  n',  etc.  En  effet,  si  on  mul- 
tiplie respeclivcment  les  valeurs  de  Xyj.^  2,  i*..par  rti^  m',  m';  a»,  par 
n',  n',  »'}'3".  par  p\  p',  p'y  et  qu'on,  ajoute  les  trois  premiers  résol- 
lats  ensemble ,  qu'on  en  fasse  autant  des  trois  snivans,  puis  des  trois 
derniers,  il  Tiendra,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (4), 

(  =  m'x  ■+  nfy  +  ni"s, 
vs^p'x  H-  ;»>    +  ;j*z. 

Si  on  substituait -ces  valeors  dans  l'expression  de  £*+u*4-(^,  et 
qu'on  lacompar&t  ensuite  à  o^+^  +  z*,  on  trouverait  les  six  équation* 

m"  +  B-  +  /•  =  I  (  (7) ,       OT-m"  +  n'n"  •^pfp''=o\  (8)  , 
;,r'+V+p'"=sO  »^«" +»'«"+»•'  =  o) 

dans  lesquelles  rentrent  les  équatioiu  (t)  et  (a)  du  n'  a«>. 

En  traitant  les  expressions  des  coordonnées  x,  ^,  et  2  comme  des 
équations  du  premier  dflgré  par  nq»port  aux  ^connues  t,  u  et  v,  et 
faisant,  pour  abréger,    .  .  '  . 

m'n'p'  —  nfn'p'-\-  m'n'p'  •~.m'n'p'  +  n/nf// — m"»y  =  I  j 

il  vimdra 

-  ; 

comparant  les  coefficiens  des  coordonnées  *,  _f  etï,  dans  ces  valeurs 
et  dans  les  précédentes,  on  formera  les  nfeùf  équations  qne  voici  : 

n'p'—'^fit'.saim'f  .n'p^.r~p*n'z=Un*,,,  r^p' —.  p^n' :=  Im' , 

my— p'af=  bi,    rr^p'—p'm'ss  In',    nfjf  ^p'm' ss.be , 

nen'—n'm'ssip\    nTH—ifiti^lp',    mW~~iiTif^lp'. 

Si  on  ajoute  ensemble  les  qnarré*  des  trois  équations  qui  composent 
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)a  première  ligne,  on  trouvera 

(n'p'  —  p'ny  -}r  («y  —  p'n'y  +  («>'  —  p'ny  =3  /•  (pi"  +  m"  +  m"*) . 
Le  premier  membre  p'ent  être  mis  sous  la  forme 

(n"  +  H"  -fri^)  (/•-)- /•4.;»-)  —  («';,'-)-„>' 4-  n'p'y, 

et  se  rëdnit  à  ranîté ,  ainsi  que  le  coefficient  de  ^  dans  le  second 
membre ,  en  verta  des  équations  (5)  et  (4)  ■•  on  a  donc  i  =  f.  On 
pourraut  conclure  de  Ur  {=d=  i;  cependant  il  ««t  facile  de  s'assurer 
^e  cette  quantité  doit  être  positiTe ,  car  en  disant  coïncider  les  non- 
velles  coordonne'es  avec  les  coordonnées  primitives ,  c'est-à-dire  en 
supposant  t:=:x,  u;=jr^  f^2.  On  a  m'=if  n'^i  ^  p'=ij  les 
autres  coefiiciens  constans  deviennent  nuls ,  et  la  quantité  que  repré- 
sente /  se  rédnît  ii  +  i. 


agS.  La  détermination  des  six  coefficiens  sarabondans ,  au  moyen 
des  trois  antres,  ne  présente  d'autre  dïfficiJté  que  la  longueur  du  calcul, 
qui  peut  être  abrégé  beaucoup  par  le  secours  des  rations  obtenues 
dans  les  n**  précédens.  On  trouve  dans  la  Mécanique  oTialjriùjue  de 
M.  Lagrange,  un  exemple  de  cette  détermination;  mais  M.  Monge  en 
a  présenté  nn  auta^ ,  qni  montre  combien  un  heureux  choix  de  données 
peut  apporter  de  sjxnétrîe  dans  un  calcul.  H  a  pris  pour  ces  données 
le  premier  coefficient , dans  l'expression  de  x,  le  second  dans  cdle  de  j'y 
le  troisièmtr  da^  celle  de  Z}  et  fitisant 

I  +  m'  -h  B*  +  /»•  :=  Jlf , 
,  H- »,' —  «•  —  ;,•  =  iV, 
I  ^—  n/  H-  »'—/»•  =  i*, 
,  _  rt-  —  /»•  4-  /.•  ==  <?, 

ce  qni  conduit  à  ilf+JV-|-^+Q  =  4f  il  *  trouTé 

n  n'a  point  indiqué  Cionment  il  avait  obtenu  ces  résultats;  voici  nue 
manière  d'y  parvenir. 
On  a  par  les  équations  (5),  page  5Z\ ,  et  par  les  équations  (7^, 
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page   53a, 
p'»  s=s  i  —  p'*  —  p"*,    p'^=st — m'*—-n'%    p'^xni-mn^  —  u'*  : 
les  deux  premières  de  celles-ci  donnent 

et  metunt  pour  p''  sa  valeur,  il  vient 

I,'*  ^  «••  3»  I  ^  n^'  -,-  B*^  4,;,-  (9), 

Sfais  en  &iswt  /  sss  1  dans  les  (Qnnulçs  d«  k  pa^e  553 ,  on  tronve 

t^n'  —  nW  sa  p" ,    d'ut    anV  ^  a»«^V  —  y'  : 

ajonUnt  et  retranchant  saccessÎTement  cette  dernière  éqaatton.  à  l'éqn*- 
tion  (9),  on  obtient 

n'*  -V.  jttf'  -m  v<n'  ç«  I  -w  i»*"'  -»■  »"  -^  aw:rf  +  V'+  /*"*>. 
4'oà  Ton  tire 

ce  <tut^  conduit  aux  expreasloiis  de  »'^  el  de  W,  et  svÀt  pour  ntoKtrer 
comment  on  parviendnit  à  celles  des  aulre*  qôeaiM^.    - 


394<  On  introduit'  facilement'  les  l^es  tir^homëtriqnes  dans  les 
formules  de  la  page  Sag;  on  viit  <jme  si  l^n  daigne  par 

f^,  y ,  (/ ,  les  angles  compris  entfe  l'axe  des  x  et  teàx.  des  t,  des  u  et  des  c; 
a*,  &',  (^,  les  angles  Mapri>-e«tr*F^e  dûy  et  lesimÂnaé»; 
^%  ^,  c*^lf^^^Çles  compHÎf.vijrç  l.Wd^s  a.et  Iea;«|^e^_ 

W  %«».  ... 

— -.^  ffis  coso',  —S*  ^cosi',  —  C^^costf, 

—  ^  =:  COSo',   —  ^-=:  COS  *",   —  C*==  008  C*, 
—^J^l^  COitC,  — viî*=»COS  i%  —  <r=COiSÇ*, 
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4'où 

3c  =  t  cas  a' ~^  u  cos  h' -j~  V  cos  c' t 
j- =  ï  cOs  a' +  K  cos  J' -f- c  cps  c*, 
2  =  t  cosfl*  +  u  cos5*-H  V  COS£*. 

.  Les  ^qaatiame  (a}  auront  lieu  alors  impliciteaaeat;  et  quant  aux  cqu^- 
ttbBfi  (m)  ,  tfoà  4evwndKHit 

cosa'  eosi/if-  cos5'  cosA*  -f»ct)3(/  to8c'=s«^ 
cosa'  cosa*-4-  coai'  Cosi*+  cos  c'  cos  c'sst  o, 
cos«/«os«'H-  cosi*co»i*4-  C0SC*COSC*=0, 

hwr  forme  monirft  q«'eU«s  dsprimeat  la  pcrpewlic«luril«  des  axes 
primitift  (»85)  (*> 

(*)  M.  Camot,  qiÂ  a  3ota^  1«  pYetnierlu  formules  prteMcnKi  dlcns  le  ilfl^moire 
tur  Us  nltaioia  gui  riàsunt  «nm  Ivt  ^Hietett  de  cmi  poUm ,  Mo. ,  Aiiaiit  MU  à 
u  Géoméwie  J»  pMttJM,  mpkU  mi«  iiot«i«ii  très-ocprawira  firar  dMfaar  Tm^^ 
comprit  entnideuxaxes:  cdnidax  et  cdni  an  t ,  pkr  «xempl*  >  «Riddt^épvj;  t, 
«t  à»  cett»  aaoUré  les'  nprewOM  dae  ftnCMaDM  CPboîdtiiui4ni  p«  leiOBartlki,  «oat 

a;^tco8:vt:-t-ucosxu  +  ^co3^^i 

■  A  A  A 

^  =sf  CMjf  t'-^-««o«j'u  +  veoaji>v, 

/\  A  A 

,  S  psf  COIS  t--|- U  COICU  +  vco«x  v-, 

où  k  loi  dt  fomàtion  «tt  Afidsiits,  et  ftït  pctwcntir  U  réâprocité  dec  ezprcMioiu 
du  coordouiéfta  (>  »  et  v  e>  x,  ^  et  K,  indiquée  dans  le  d*  393. 

U.  Carnotditennine  d'abord  le*  formulet  de  la  tranafonnattoa  des  coordonnées  pour 
le  càl  leplH'gphtétai/«t  Itaddait  dB«a  ^1»  Jkiu  UM  fofgg^nt  flan  ou  floche, 
«M  c6t4  fuaiàOfifM  4tt  ^gal  à  la  tamua  de  tous  -Ut  autres  multipliés  cJiacua  par 
Jtcatimis  d^.Paa^  qu'il  Jorma  .avec  le  premier.  Ce  principe,  dont  ta  yéritè  l'apper- 
coit  aieément,  en  coDcerant  dbs  plans  nîenés .  perpendiculairement  an  préfnîer  CStÊ, 
par  Textréniité  d»  tons  les  autres ,  «t  entre  ce*  plana ,  des  Hg;aes  piraHileB  à  te  Aiènie 
câté ,  douta  nir-le-damp ,  iMi^  le*  ai'^ei  dw  axes  sont  ^oit»  daa*  le*  d«uM  ift~ 
tittos  de  coordonttéM,  flg.  ^,  ..      p|Q  g, 

k  cause  qns  les  cdtés  UH'  et  PU'  d$  iliexagotatf  gauche  APW ÎBrnpÀ ,  ttax  aveb 
AP  des  angles  droits,  doM  le  COlînflÉ  ett  &ut.  Cette  Kumnle  n'ètt  antre «bosfi  que 
i'expresdoa  de  x  rapportée  ci-de«ttu  ;  èsllek  6a  jr  et  ifc  •  s*  traWrttaiaMt  da  âitma. 
Pour  plus  de  détvi ,  il  fant  consulter  le  Mémoire  s:j»*carienx  de-  H.  .Camot,  «t  la 
seconde  édition  dn  Itemeil  de  diverses  pfopositiom  de  Gemaétrie,  etc. ,  par  Ht.  Puissant, 
«ù  l'an  trouvera  beancoop  de  problème*  relatifs'  i  rap[)licarioa  de  l'analjse  à  la  Géa- 
uétrie  dans  l'exact. 
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Dans  celle  manière  de  présenter  la  transformation  des  coordonnées ,' 
les  données  qu'a  choisie»  M.  Monge,  sont  les  angles  compris  entre 
Taxe  des  x  et  celui  des  (,  entre  l'axe  des^  et  celui  des  u,  et  enfia 
entre  l'axe  des  z  et  celui  des  v.  On  voit  alors  comment  la  ^métrie  de 
ces  données  a  dû  produire  l'élégance  des  expressions  ;  car  «i  on 
conçoit  trois  cûnes  droits  ayant  pour  axes  pespectift  celni  des.x,  celui 
des  r  celui  des  z,  et  pour  angles  générateurs  les  angles  donnés,  placer 
les  nouveaux  axes  des  coordonnées  par  rapport  aux  axes  primitifs  ^  ce 
sera  déterminer  la  position  des  côtés  d'un  angle  trièdre  droit ,  par  II 
condition  qu'ils  touchent  les  trois  cônes  dont  je  viens  de  parler. 

Cette  détermination  est  curieuse  en  elle-même,  .mais  ce  n'pst  P*» 
celle  qui  s'oÉfre  immédiatement  dans  les  applications  cpe  l'on  £ût  de 
la  transformation  des  coordonnées-  Euler,  qui  le  premier,  dans  «on 
IiUroductio  in  aaafysin  infinitorum  (II' \o\. ,  page  565),  s'est  occupé  de  ce 
sujet,  prend  pour  données  la  position  de  l'un  des  nouveaux  plans  coor- 
donnés par  rapport  a  l'un  des  plans  coordonnés,  primitib ,  et  la  posi- 
tion de  l'un  des  axes  situés  dans  ce  nouveau  plan.  Soient  en  conséquence 
ne.  S7.  ^x,  Jf,  ji^ifig'  67»  *"  "*•  ^®*  *»  des ^,  des  z;  M,  Auy  A»^ 
ceux  des  f,  des  u,  des  f,  et  AE  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  des 
/u,  représenté  par  Âtu ,  rencontre  celui  des  a^,  représenté  par  Âsy: 
les  données  indiquées  ci-dessas  seront  alors 

6  Taille  dièdre  £^^j:  ,  celui  que  fimnent  les  plans  des  tu  et  defl  X}^  ; 
f  l'aube  EAt^  compris  ehtee  l'axe  des  f  et  la  droite  AE  % 
^TangleJ^^x,  compris  entre  l'axe  des  :t:  et  la  droite^£. 

Avant  de  Montrer  la  manière  élégante  et  sia^e  dont  Enler  coulniit 
les  formules  générales  de  la  transformation  des  coordonnées  avec  cw 
données ,  je  croîs  ^  propos  de  m'ea  servir  pour  déterminer  les  an^es 
a',  h' y  c\  d*,  etc,  dans  les  formules  du  n'  précédent  On  y  parvient  aisé- 
ment par  la  trigonométrie  s^érique,  au  moyen  des  formules  désignées 
par  {B)f  dans  le  chap.  II  de  mon  Traité  éiémeHtaire  de  Trigonométrie  et 
^application  de .  F  Algèbre  à  la  GéométHe  ;  mais  pour  ne  rien  suj^Kwer 
d'étrai^er  k  ce  qui  précède ,  je  suivrai  une  antre  marche.  . 

Premièrement,  l'angle  formé  par  le  plan  des  ta  et  celui  des  xy  , 
étant  le  mâme  que  l'angle  compris  e«tre  les  axes  des  v  et  des  z  qui  levr 
sont ' perpendiculaires,  im  a 

cose^ss  cos6    (I). 

Secondement,  comme  sur  le  plan  des  x?-  on  a  2  se  o,  son  équatiout 
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par  rapport  aux  coordonnées  t^  n  et  v,  sera 

(cosa'  +  a  cosi'H- »■  cosc^  =  o, 

-et  celle  de  la  droite  AE^  sur  laquelle  oa  a  v=lq  ^  sera  par  coasé- 
quent 

t  ces  «■  -f-  «  cos  i*  =  0  j 

mais  cette  ^oite  fait  au-dessous  de  l'axe  des  t ,  par  rapport  à  celui  de.$  u, 
l'angle  —  ç  :  on  aura  donc 

Troisièmement,  l'axe  des  x  faisant  avec  ceux  des  i,  des  u  et  d«  v 
les  angles  d^  h'^  c\  tandis  que  la  ligne  AE  fait  avec  les  méqies  axes 
des  angles  ■ —  tp,  iv_|_ç^  i*^  si  l'on  substitue  ces  derniers  angles.au 
lieu  de  a,  h,  c,  dans  l'expression 

C08f^=:C0S0  COSû'+  COS  i  COS  5' -f- COS c  cosc'  (a85), 

elle  donnera  le  cosinus  de  l'angle  EAx  ',  l'on  aora  par  conséquent 

cos  9  cos  tf'  —  sin  f  cos  i'  =  cos  4'       (III) , 

et  pour  acbeyer  la  détermination  des  angles  a',  l/,  c\  a*,  etc. ,  il  ne  s'agira 
plus  que  de  combiaer  les  équations  (I),  (II)  et  (III)  avec  les  six  équa- 
tions (i)  «t  (a)  du  n*  390,  traduites  en  lignes  trigonométriqnes  (294). 
Les  calculs  deviennent  plus  nniformes  lorsqu'on  emploie  l'expres- 
sion immédiate  de  l'angle  que  la  droite  AE  fait  avec  l'axe  des  ^ ,  et 
qui  est  1'  —  ■\.  Cet  axe  faisant  avec  ceux  des  t,  des  u  et  des  v  ^  les 
angles  a*,  J',  c',  on  aura  l'équation 

cos  a  cos  a'  H-  cos  h  cos  h'  -f-  cos  c  cos  c'  =  sin  4'  î 
et  mettant  pour  les  angles  a,  h,  c  leur  valeur,  il  viendra 
cosç  cosa' —  fiin<p..<;ofiè'=  sin^-        (IV). 
Les  équations  (l)  et  (II)  changent  l'équation 

e«  a'' -+- cos  J"* -f- cos  c'*  ==  1 ,  ' 
en      cosi*'(i-f-tang$')-f-cosfl*=:  I,  d'où  cos i*  =: d=  sin 6 cos ip  : 
choisissant  celle  de  ces  deux  valeurs  dont  .le  signe  s'accorde  avec  la 
figure,  on  en  conclut  la  valeur  de  cos  a";  et  l'on  a 
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cos  c"  =r  cosfl. 

cos  h'  =  sin  fl  cos  ^  j  . 

COB  A*  s=  sin  6  sin  <p , 
Par  ces  valeurs  l'équation 

cos  a*  cos  a*  +  cos  b'  cos  J*  +  cos  (/  cos  e*  =5  0 , 
devient 

sia0  sÎQ^  cos«'+  sînS  cosç  cosi'-f-cosâ  cose'  =  o, 

OU  sin  ^  cos  a  +  cos  ^  cos  &  c=  —  -t-|-  cos  c  j 

et  combioant  cette  dernière  avec  l'équatioa  (IIl)  ,  pour  en  elinuoer 
successivement  cos  h'  et  cos  a',  on  trouvera 

cos  â*  =      C08-4'  cos  f  —  ^^  sin  ip  cos  c', 

,,  ,     .  cosi  , 

cos  &  =c  —  cos-s^  siu  Ç  —  -T— T-  cos  ^  cosc  ; 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

cos  a*'  +  oos  i''  -f-  cos  c''  ==  ï , 
celle-ci  devient,  ^iprès  les  réductions, 

cos ^/'H- ^^  cosc'» -f- cosc'*  =  I,  d'où  cosc'  =  ±»in6sin4; 

de  là  on  déduit  les  valeurs  de  cos  a'  et  cle  cosi';  et  Ton  a 

cosc'ss       sinfifiin-J/, 

cos  J'  =  — cos'4'  «îu  ^  —  cos  6  sia^*  cos^, 

cos  a'  s=       cos  -^  cos  ^  ~-  cos  6  sic  ^  sin  ^. 

Pour  déterminer   cos  o',  cos  i',  cos  c^,  il  &udra  combiner  l'équa- 
tion (IV)  avec  les  équations  

cos  o"  cos  a*  -\-  cos  Z''  oos  î"  -^  cos  c'  cos  c'sXOf 

cos  a"^  -f-  cos  i"»  -f-  cos  c**  =:  I  , 

système  qui.  ne  diffère  de  celui  que  j'ai  employé  ci-dessus ,   qu'eu  ce 
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^e  d*,  ^'i  ^'  <*'^'  Vf'*P  ^  place  de  ^,  ^'»  c',  e(  ein  ^prJC^Ue  de  £os>{'  i 
on  avra  donc,  sans  calcul > 

eoa  a'  s=  ■     s'ia-^  cos  ^  — ■  -r— j-  sîq  f  co8  /, 

>tf  ■       I      •  ce»  t  ■■ 

cos  i*  =  —  im  4-  «n  (p  —  -t-j-  cos  (p  cos  c", 
sin-L* -I- ■^^- cos  c'' +  coft  <;'•  =B=  i  ,    d'où    cosc' =  =b  uaâ  cos-l  ; 
et  de  là  on  déduira 

cos  c*  =  —  sin  Ô  cos  ■4'  j        ■ 
cos  i'  =  —  sin -^rsiaf  +  cos  fl  sin-^/  cos ,(p , 
cos<i'=      sm'4'eosip-{~C(}s6co54' sia^  (*). 
En  rassonblant  les  neuf  valeurs  obtenues  dans  cet  article ,  on  aura 

«=:  f  (cost|' cos^  —  cosS  sin-^  sintp).)  .     . 

—  ufcos-i'  sinf  +  cosflsiu-i/cos^)  >, 
-{-V  sin  Q  sin-^  -  j 

^  =  1  (sin -^z  cos^ -f- c'^^  <^*  4*  ^''^'P)  I 

—  u(sîa4'  un  9  —  cosO  cos^cosip)  >, 

z  ==  f  si 
-f-asi 


=  <sinflMn(p} 
-usinScosç  >. 
-fCOs9  } 


Le  procédé  par  lequel  on  déduit,  dans  le  n*  J93,  les  expressions 
des  coordonnées  2,  u  et  ^,  de  celles  des  coordonnées  x,  ^  et  z,  s'ap- 
pliquerait aux  formules  ci-dessus  ;  et  on  peut  d'ailleurs  écrire  sur-^ 
le-champ  les  résultats,  en  substituant,  an  lieu^de  n/,  ^^p't  "t'i  etc., 
les  valeurs  trouvées  pour  £OS  1/,  cos  b\  cos  c^,  cos  i/,  etc. 

(*)  Il  n'eit  peut  être  pai  inntile  d'observer  qa'on  parvient  tont  de  suite  à  ces  exprei- 
•ions,  en  traduisant  dans  les' dénominations  actuelles,  quelques-unes  de»  relations  rap- 
portées sur  la  page  SSa;  saToir  : 

n'f/  —  p'n'  ^'Im'  ^         qui         f  cos^*  oosti'  — cosc^cosi'  =  cos  ai 

:'  COS(^;=  cosi*, 
-  cos  &•  cos  à'  =  coïc*, 
puisque  i=^  t  :  il  a'7  a  plus  qu'à  substituer  le*  râleurs  déjà  trouvées,  et  faire  quel- 
ques  réductions  faciles  Â  appercevoir. 


n"//  —  p'n'  ='/ro'  ^  qui  f  cos  i*  oos  (^  —  c 
m'p*— p*™"  := /n'  >  reviennent  ^coso'  co8c"-r-c 
m'nf'^r^m'-^lp'   )  à  f  cos  o' cos  é* -^  c 
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agS.  CTe'st  par  trois  transfbrmaUons  successives  qu'Ëuler  parvient  ivx 
'  formules  de  l'article  précédent.  Il  prend  d'abord  sur  le  plan  des  xjr  deux 
FIG.68  nouveaux  axes;,  savoir  la  ligne  ÂE,^fig.  68^  intersection  du  plan  des 
to,  avec  celui  des  j^r,  et  la  droite  AF^  projection  de  l'axe  A»  sur  le 
plan  des  xy  ^  laquelle  est  perpeodicalàire  siir  AE.  Eti  nommant  f  et  u' 
les  coordonnées  parallèles  à  ces  nouveaux  axes,  et  déterminant  les 
'angles  compris  entre  leurs  parties  positives  et  celles  des  axes  {H4miti6> 
on  aura 

d'où  (183)     '■    x=('Cos^^art(-i/c08^^j:=î'co8^  +  t/sin-4<> 
.    ^  =  ï*  cos  Jï^  +  u' cos  J!^  s=!  ^  sin  Af — «'cos-^.. 

-  'Par  cafte  transformatioB ,  les  pmnts  de  ]'«space  sont  R4>i>ortés  aux 
deux  nouvelles  coordonnées  f-,  u*,  qui  sont  encore  dans  lu  plan  des 
^,  et  à  la  coordonnée  primitive  z  ;  cette  dernière  est  comprise  dans 
le  plan  FAv  perpendiculaire  à  la  droite, ^£,  et  ce  plan  rencontre  le 
plan  AtUy  suivant  une  droite  AG  perpendiculaire  en  même  temps  aux 
droites  AE  et  Av  :  Eider  en  conséquence  substitue  les  lignes  AG  et 
Av  aux  axes  Ap  et  Az ,  et  transforme  ainsi  les  coordosnées  u'  et  z  en 
deux  autres,  u'  et  l'y  qui  sont  encore  perpendiculaires  entre  dles.  Ici , 

vAz  =  ^,     wAF=it~~Q,    GAz^V-'B,    GJF=^^  —  ^, 

u'  =  u'  cos  GAF ~\~  V  cos vAF :^i  •-- u'  con&rh"^^^^* 
z  =u'  cos  GAz  +  c  cos  vAz  =      u'  sio  6  -f-  ^  cos8. 
Voilà  maintenant  les  points  de  Tenace  rapportes  aux  trois  coordon- 
nées i' ,  t/  et.  c;  les  deux  premières,  parallèles  aux  axes  AE  et  AG^ 
e'tant  dans  le  plan  ^m,.  peuvent  se  transformer  en  <  et  en  u  qui  sont 
dans  le  même  plan  ;  et  l'on  a 

tAE=^,    uAE=t*-^f,    l^G=i'  — <p,    uAG  =  (p, 
('  s=  /  cos  tAE  +  u  cos  uAE  =  /  cos  f  —  «  sin  ^  , 
1/=:  t  cos  tAG  +  u  cos  uAG  =  f  sin  ^  -f<  "  *=<•*  ?• 

U  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  la  valeur  de  u'  dans  celles  de  x 
et  de  u*,  puis  cette  dernière  et  celle  de  t'  dans  celles  de  x  et  de  j", 
pour  avoir  les  expressions  des  coordonnées  primitives  x,  _f  ciz,  au 
moyen  des  nouvelles  coordonnées  t,  u  et  f.  Cette  manière,  si  simple. 
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d'obtenir  les  formules  de  la  page  55g,  a  été  suivie  par  M.  Lagrange, 
dans  sa- Mécanique  anafjrtiqae ,  et  ensuite  par  M.  Lapkce  ,'daQS  la 
Mécanique  céleste. 


396.  Ces  iformnles  ne  renferment  que  trois  qoantités  constantes;  il  &a- 
draitj  ainsi  qu'on  l'a  tu,  n*  390,  en  ajouter  trois  autres,  poiv  changer  l'ori- 
gine des  coordonnées  en  même  temps  que  la  direction  des  axes;  ainsi 
il  y  aurait  en  tout  six  quantités  à  déterminer  ,  pour  passer  d'un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  3i  nn  antre  -de  la  même  nature.  On  volt 
par  là  que  l'équation  d'une  surface  ,  considérée  de  la  manière  la  plus 
générale,  ne  .peot  renfermer  au  plus  que  six  constantes  qui  soient  liées  h 
sa  position  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  ;  et  comme  les  expres- 
sions des  variables  x,/,  z,  ne  contiennent  t^  u  et  c  qu'au  premier 
'degré,  ^  'te  transfomnaation  ne  changera  pas  le  degré  de  l'éqnatiôa 
-proposée. 

Il  suit  encore  de  là,  que  la  ligne  qui  est  l'intersection  d'une  snr^ 
&ce  courbe  qudconque  par  un  plan ,  ne  neut  avoir  une  équation 
d'un  degré  plus  élevé  que  celui  de  Téquation  de  cette  surface  ; 
Car  en  transformant  les  coordonnées  de  manière  que  le  plan  coupant 
soit  celui  des  îu,  par -exemple,  comme  f  =  o  dans  tous  les  poinls 
de  ce  plan ,  il  snlHra  de  iaire  aussi  c^o,  dans  l'équation  trans- 
formée de  la  surface  courbe ,  pour  obtenir  celle  de  leur  -commune 
section,  qui  ne  pourra  par  conséquent  s'élever  au-delà  du  degré  dé 
l'équation  de  cette  surface. 

Cette  transformation  s'exécutera  très-simplement ,  en  commençant 
par  transporter  l'origine  des  coordonnées  au  point  où  le  plan  coupant 
rencontre  l'axe  des  cr,  ce  qui  se  réduit  à  augmenter  ou  diminuer  cette 
variable  d'une  quantité  constante  ;  et  si  aucune  condition  particulière 
ne  détermine  le  choix  de  nouveaux  axes ,  on  prendra  la  ligne  j^E 
pour  axe  des  / ,  aBn  que  f  soit  nul  :  posant  en  même  temps  c  =£  o, 
ics  formules  de  la  page  SSg,  se  réduiront  à 

X  =  /  cos-^/ —  a  cosfl  sin-4' , 
^  =  f  sio  ^  +  u  cosO  cos  ^i 
z  =  u  sin  d. 

La  substitution  de  ces  valeurs  donnera  immédiatement  l*éqnation  dé 
l'intersection  de  la  surface  et  dn  plan',  considérée  dans  ce  plan  même. 
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997.  On  transforme  auMÎ  «n  coordoan«es  polaires  lès  coordoané«8 

redai^les  d'na  point  foelcomiuq  d«  l'espace.  Oa  imagine-  un  rayon 

riG.  Ci.  vecteur  JM,  fi^.  64,  et  pour  en  fixer  U  position,  on  emploie  l'ange 

MAM'  qu'il  fait  avec  sa  projection  sur   le    plan  BACy  puis   l'angi* 

M'AB  que  cette  projection  fait  avec  l'axe  ÂB  :  il  Tient  alors 

MM' ■=^  ÂM  ûi^MAM' ,    AM'^^AMcoiMASr, 
PM' =AM'siaM'AB,    AP   is=AM'cosM'ABi 

et  posaiH 

JM=:r,    MAM'^9,    M'JB==;4>, 
on  obtient 


r=  V-!c'H-7"*+*"*j  2  ==>"Sinf ,  j-=:rcos<p 5in-.|/,  j;=zrcos^cos4" 
L«s  angîes  ^  «t  -^  omt  avec  les  an^^  «>  Aj  o«  compris  entre  AJIt 
et  U»  axes  ^iï,  ^£^,  ^i?,  des  relations  qtt'Jil  est  bon  de  connaître. 
On  voit  d'abord  que  Tangle  f  est  complément  de  l'angle  c  ;  ensùte  oa 
tire  dw  fisnwilcs  «i-dessns   ; 

et  si  Ton  compare  cet  réswltats  arec  les  é^oattoos 

il  Tiendra 

cosc  s:  8În  ip,    co»bs^  cosf  ain-tl'i    cosa=;  cosipcos^V 
expressions  qui  satisfont  encore  II  la  condition 

ces  a*  •+■  cos  ^  -f-  cos  c*  =  i. 


DamiftcM     QQ?'  Les  surfaces,  de  même  que  les  lignes,  se  diTiseat  en  ordres^ 
d*»ecoiid  or-  snivaDt  le  degré  de  leurs  équations  ;  le  plan  est  la  sur&ce  du  premier 
ordre  ^  parce  que  son  équation  ae'  monte  qu'au  premier  degré.   Les 
SnrËtces  du  secon4  ordre  sent  toutes' comprises  dans  l'équation 


cos  e  '      £        eoi  c  ^     ^" 


+  3Gx    +  iJfy   +aJfa    }=o...  («), 

+  1 


■\- 
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tfoi  «8t  la  plus'  géaiérale  qu'oo  pnîsM  former  dins  le  second  degré  , 
«vec  les  trois  indéterminées  x  ^  j  et  z. 

En  résolvaot  cette  équation  par  rapport  à  i'une  d'dQes,  :^  par  exemple, 
on  tronvera  •       ■  - 

Ce  résultat  nous  apprend  qu'an  même  point  du  plan  des  x  et  j-,  ré- 
pondent deux  points  sur  la  sur&ce  proposée  ,  et  que  par  consétpient 
chacune  des  valeurs  de  z  produit ,  par  la  substitul^n  de  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  x  etde^,  une  por-tioo  de  surlace  qui  est,  par 
rapport  à  la  surface  totale,  ce  que  sont  les  branches  d'une  courbe  à 
l'égard  de  cette  conrke  :  \e  donnerai  à  ces  portions  le  nom  de  nappes^ 
On  remarquera  d'abord  tjue  la  partie  rationnelle  de  la  valeur  de  z , 
exprime  l'ordonnée  d'un  plan  qui  partage  la  snr&ce  en  deux  parties 
«^métriques  ;  car  sî  on  faisait  partir  de  ce.'plan  les  ordonnées  de  la 
curiace ,  en  posant 

■         i4.£E±^'-«,  ■  .     . 

riodÀenninée  u  anrait  dens  vateori  ^ales.>  l'one  positive  et  l'antre' 
négative.  Le  plan  dont  il  s'agit  est  donc  ,  à  l'^aid  des  snr&oes  du 
Kecond  dtgré ,  ce  qu'est  un  diamètre  par  nqjtport  aux  courbes  de  ce 
degré. 

On  se  ferait  difficilemeot  l'idée  de  U-âmne  (|ve  doit  «ffsct^r  vne, 
sor&ce  dont  on  a  l'éqnalion  ,  si  on  n'en  cônndéFait  que  de*  ptHntB 
isolés  ;  mais  au  lieu  de  cda,  on  imagina  uae  infinité  de  sections  ^tes 
dans  cette  surface  par  des  plans ,  que  pour  plus  de  einplicïté  m  prend 
parallèles'à  l'un  des  plans  coordonnés  :  les  cours  de  ces  diverses  courbes 
étant  connus,~leur  continuité  fàît  concevoir  la'fômibde  la  surface  pro- 
posée. 

La  natnre  même  des  équations  à  trois  indéterminées  conduit  à  ce 
procédé  ;  car  en  regardant  z ,  par  exempte,  comme  une  fonction  de  x 
et  de^,  pour  en  trouver  avec  ordr«  les  dlfiërentes  Talesr»,  il  fant, 
lorsqu'on  a  donné  une  valeur  arbitraire  h  la  vartjdile  indépendante  x, 
y  iaire  correspondre  toutes  celles  qu'on  peut  donner  -en  même  temps 
à  l'autre  variable  indépendante^  ,  et  de  là  résultera  pour  la  même 
valeur  de  x ,  une  suite  infinie  âe  valeurs  de  z.  Concevant  la  même  cbose 
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ponr  chaque  valeur  dé  a:,  il  en  naîtra  an  nombre  iofini  de  ces  suites ;;- 
et  il  est  aise  de  voir  que  chacune  d'elles  répond  à  une  section  faite  par 
un  plan  parallèle  à  celui  des^,  s ,  puisqu'on  y  suppose  x  constant  (375). 
I^  table  ci-dessous  fera  saisir  parfaitement  les  relations  qu'agit 
entre  elles  les  suites  doQt  on  vient  de  parler. 


y 

y 

y 

y 

«■ 

3^ 

z' 

z* 

Z-; 

itT 

a; 

z\ 

3; 

2" 

x' 

»L 

z"^ 

«2 

< 

x" 

*« 

?;. 

<, 

<: 

■  i 

• 

x',  x*,  x'j  x"...  désignent ' les  différentes  valeurs  donne'es  k  la  va- 
riable Xf  ei  y^  j'i  J^,  y. . .  celles  de  j',  qui  sont  absolument  in- 
dépendantes des  premières  ;  les  z  contenus  dans  cbïque  bande  faori-' 
zontale,  forment  la  suite  des  valeurs  que  reçoit  cette  fonction,  par 
la  combinaison  de  toutes  les  valeurs  possible  de  y  avec  la  valeur- 
de  X,  placée  à  la  tête  de  cette  bande.  On  pourrait  considérer  aussi  la.  table 
précédente  par  colonnes  ;  on  aurait  alore  dans  chacune ,  la  suite  des 
valeurs  de  z,  qui  résultent  de  la  combinaison  d'une  mâme  valeur  de/;- 
avec  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  (♦).  ' 

En  faisant  xs=  o  dans  l'iquation  (a) ,  elle  se  réduira  à    : 

>ffr*  H- Cz»  +  ai^-z  +  3%+ a^2 .+ ii  =  o> 
équation  qui  appartient  à  la  lijrne  du  second  ordre  ,  suivant  laquelle 


(*)  Cette  table  est  dn  genre  de  celles  que  l'on  nomme  uUites  à  double  entrée,  pm'c« 
que  pour  y  trooTer  les  nombres  qu'elles  doivrât  donner ,  Il  faut  en  connaîbe  devx 
autres  ;  savoir,  le  n"  de  la  bande  et  celui  de  la  colonne'  où  se  trouve  la  case  cherchée. 
Les  tables  à  double  entrée  répondent  à  des  surfaces,  tandis  que  les  t^es  ordinaires,, 
o}i  4  simple  entrée,  répondent  à  des  lignes. 
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la  BorÊtce  proposée  reocoiitre  le  plan  de»  yz.'  Donnant  enduite  à  a: 
dans  l'équation  (o)  âiûërentes  valeurs  de'ternainées,  il  en  naîtra  encore 
des  lignes  du  second  ordre  ,  situées  dans  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier. En  iàisant^zBO  dans  l'équation  (a) ,  on  obtiendrait  celle  de 
la  ligne  du  second  ordre  qui  serait  la  section  de  la  sur&ce  proposé» 
par  le  plan  des  x%;  donnant  ensuite  \j  différentes  valeurs  déter- 
minées, oa  trouverait  successivement  tontes  les  sections  parallèles  à 
celle-ci.  C'est  par  les  limites  de  ces  divers  sections  qu'on  reconnaî- 
trait celles  de  la  snriàce  proposée;  mais  avant  d'entrer  dans  aes  détails, 
il  &nt  simplifier  l'équation  (a)  qui,  en  changeant  convenablement  la 
situation  des  plans  coordonnés ,  peut  se  réduire  beaucoup  sans  perdre 
de  sa  généralité  :  caj  une  surface  a,  comme  une  ligne,  une  infinité  - 
d'équations  différentes,  suivant  les  diverses  situations  des  axea  auxquels 
on  ia  rapporte. 

399.  Reprenons  l'équation  générale  des  snr&ces  du  second  ordre 


1- 


et  feisoiis,Jc=a:'4-a^  ^s=_;^+/8,  «.ssy-f-j-,  .il  viendra 

+       ^•••(-W-(-C>''+30<<+!>£«>'+*ÂS)'+i>C».|.aailH-3K}'+£    ) 

An  moyen  des  trois  quantités  arbitraires  a ,  |3  ,  ^ ,  on  fera  disparaître 
les'  termes  affectés  de  af^y,  z'f  dans  la  seconde  ligne,  si  l'on  pose 
le»  écoutions  -  ... 

:rf«  H- .0|}  +  JB>.  +  C  =  o  J 

B^+  Da.  +  fV  H-  J  =  o  J: ; . . .  (i). 

Cy  +  Éa  +  F^  +  K  =  aS 

En  multipliant  la . premièi«  de  celleftrci  par  a,  la  seconde  par  $y 
la  trôisiètne  par  >,-et  Êûsani  la  ^mme  .des  produila  pohr  la  î?ettaa-  ' 
clie;F.d<4A'é4nBliQn  («i)^  *prè9.en  aToir  eflac^  la  seconde  Jîgne  >  il  reetera 

I.  69 


,Googîç 


546  CHAP.  V.  DES  SURFACES  COURBES 

Noos  'n*aTons   encore  cbangé  qae  la  position  de   Torigine  (390}; 
donnons  maintenant  aax  axes  one  autre  direction  ,  en  substituant  ■ 

à  la  place  des  coordonnëes  x',  j'j  z'  :  nous  aurons  un  re'sultat  de 
la  ibrme 

et  comme  «n  supposant  les  nouvelles  coordoim^es  rectangulaires,  il 
reste  encore  trois  arbîtrairea  parmi  les  neuf  quantités  m',  «',»',  m',  etc., 
nous  pourrons  en  disposer  pour  faire  disparaître  trois  teimes  dans 
l'équation  ci-dessus.  La  supposition  de 

i?'  =  0,        £'=:0,        i^srO (2); 

la  réduit  à 


Soc.  Il  fendrait  maintenant  examiner  si  les  deux  transformations 
indiquées  ci-dessus ,  sont  toujours  possibles.  La  pr«nière  ,  qui  ne  dé->. 
pend  que  des  équations  (  1  )  où  les  inconnues  ne  passent  pas  Je  pre- 
mier degré,  ne  peut  sOuflrir  d'exception  que  dans  le  cas  où  le  déno- 
minateur de  ces  inconnues  deviendrait  nul,  c'est-4-^re,  ù  Voa  «rût 
entre  les  coeffidcns  de  l'équation  (a) ,  la  relation 


Soi.  a  l'égard  de  la  seconde  transformation,  il  &nt  s'assnrer  si  elle 
est  toujours  possible  en  quantités  réelles,  parce,  que  les.équations  dont 
elle  dépend  passent  le  preitiijçr  degré.  Buler  u*en  .a  point  donné  de 
démonstration  directe  ;  M.  Biot,  dans  ^seo.  Essai  de  Géométrie  jitia~ 
fytique ,  y  a  suppléé  par  des  calculs  fort  élégans ,  établis  sur  les 
ibnnnles  d«s  no*  iQi'j  293  ;  maïs  comme  ils  ne  mènent  pas  si  près 
de  la  détermination  '  complet  de  la  position  des  -  nouveaux  txes  , 
que  le  procédé  employé  par  MM.  bachette  et  Poisson  ,  i  la  smte 
d'un  Mémoire  sur.  les  swf^tces  du .  second  degré ,  ce  procédé  sera 
'  celui  auquel  je  m'arrêterai.  On  y  fait  usage  des  formules  de  la 
page  539,  dans  lesquelles  ou  suppose  l'angle  9  =  0;  c'est-à-dire  qu'oik 
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prend  j4E  pour  raxê-des  ï,  afijt.de  n'avoir  d'abord  à  déterminer  que 
les  deux  angles  -^  et  6,  ce  qui  réduit  les  formules  citées ,  à 

a':=ïCos-I' — u  cosôsiiï-^, -I- c  siufl  sîn>|/-, 

y  =:  t  sin  -^  -f-  U  COS  6  COS  -s^  —  C  sia  6  COS'i|f  j 

2'  =«sin  6  H-  *■  cosfl;,      :  ,         . 

et  puisqu'il  «*y  reste  que  deux  quantités  arbitraires,  on  ne  peut  &ire 
disparaître  par  leur  moyen  que  deux  termes  dans  la  transformée  de 
l'équation  (c^);  nous  choisirons  ceux  qui  sont  affectés  des  produits  tv 
et  uv.  Si  l'on  ne  développe  des  valeurs  de  J^^tJ^'t  s**,  ^y ,  xV,  yz' , 
que  les  termes  multiplia  par  les  produits  tv  et  uv ,  on  aura 

x^*=  srcsind  8in*|/ wm4'  —  auv  sinÔ  co$8siD-4/*<-t-etc.V 
y'  =  —  Mv  sin  6  sin  •!<  COS  4'  —  auv  sin  9  cas  6  cos-^"  4-,  elc< , 
a"=3î  awsinôcosô  H--elc., 

OiH^cs— ar»'(sinflcos4'' — sin9sitt4'*)4-3"'''2sinôcosflsin.4co844-elc. 
az'a'sa      aictosflcos-l'  -^  3«f. (cosfl' sin ^|/  —  sin  fl' sin  ■4')  H- etc., 
:iy^=s      afccosd  sin^'  +  awj^cosd'cos-^r-cosS'cos^')  -f-etc.  ' 

Substittiànt  ces  résoltats  dans  l'équation  {d) ,  et  égalant  à  zéro  le  mul- 
tiplicateur de  tv  et  celui  de  uc,  on  aura,  en  rassemblant  les  termes  affectés 
de  sinQ  et  de  cosO,  les  équations 

l(J — iï)  sin^cos^  +  ^Csin-j-'— co84/»)]sinÔ  1 ,_.  , 

+  (£co54,+i^Mn4.)cosô]~**"*t^' 

— (^Bini4.'-|-5cos4/*— a/?sin'4-co94' —  C)Mnflcos9l 

+  (Esin^— Fcos^)  (sinfl"— co8>)  j  "**  '  *  ^'*^- 

En  divisant  la  première  par  cosS  ,  on  en  tire 

la  seconde  étant  divisée  par  sinO  co«9,  devient 

'^  un  4'-f-  ■Bcos^'*  — aZïain^cos^ — £^  (£àia-.J'-^i^co54')(tang9 Î-J^  ; 

et  en  y  sabstitnant  la  valeur  précédente  de  tang  0,  pnù  ûûant  disparaître 
les  dénominateurs,  on  «a  déduit 
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(£cos4+f6Îii<|,)[(S— ^«m4,co«+— i>(sm4.'— co»4.')]x)_ 

iCaio4— /'co»4.)[(£com-/'«m4)"— ((-S— -<>in4c<»4— iD(sin+'— co.+'))1, 

équation  qui  doit  déterminer  Tangle  •^.  Oà  j  introdoit  U  tangente^  an 
lieu  du  sinus  et  du  cosinus  ^  en  disant 

tauf  4  =  9 .  d'oïl  ain  4  :=    ',  ^      >  coa  -1  ss    ,J • 

•t  par  h  sa}i9titution  d«  ces  Talettis,  iï  tient 

IS,,-F   t(g+FT)'      Kg-.<)t— P(^  — oTi 
"=   (/i+^  1     '+»*  P+Y?  ^/' 

On  peut  d'abord  supprimer  va  diviseur  (i  "4-^)  V'»+/>  coimiie  ' 
Acteur  commun ,  et  mettre  ensuite  l'équation'  aous  la  forme 

les  opératioas  indiquées  dans  le  ûcteur 

^tant  effectuées,  il  se  réduit  à 

.      .      '  ME  —  DF-^  CE+  (-^if—  lîi' —  CF)çi 
et  l'équatioD  finale  est 
{(B-J)<i-l>(r-')]{BE-DF-àE+(JF-DE.-Ciy,)\ 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  et  FéquatioD  qui  donne  iangB 
étant  da  premier,  les  ati^ks'^>[.'el'4  s«Kt'  dbac'rasdèplîble's  an  mdûis' 
d'une  déteimioation  réelle.  Par  leur  moyen  on  aura  transformé  J'e'qoar 
lion  (0*)  ea 

fJ't^  +  5'ii'  +  d--  -f  aZ/irf  +  Z'  =  o  ; 

et  pour  Gùre  disparaître  le  terme  affecté  de  itf,  il  suffira  de  truisiormar  les' 
coordonnées  tt[et  t,  dans  le  plan  qui  leur  est  commun,  en  posant 
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tssif  co5f~~t^ ein^  f    u  =  <'8infi*f-u' cos f  (i 8a). 

.  La  suppression  du  terme  affsct^  de  <V,  qui  rouira  la  nouvelle  trans- 
forme'e  à  ^/'' +  iï*»'' +  Ce* -f- i' =  o  j  fournira  pour  détermioer 
FaDgle  <p,  l'éqaation     - 

(B"  —  jé')  sin  f  cos  ip  +  2>'  (cos  p'  —  8in  <p»)  '^  o , 

équivalente  à 

i  (5*  —  -rf*)  sin  3f  4-  Zy  cos  3^  =  o  , 

d'où  Ton  déduira  enfin 

on  pourra  donc  passer,  en  quantités  réelles ,  de  k  transformée  (a'),  X 
nne  équation  de  la  forme 

^C -t- 5'u' 4- Ce' +  i' =  o. 
5oa,  Examinons  maintenant  les  propriétés  de  la  transformée 

elle  est  symétrique  par  rapport  aox  trois  coord^uiées  f,  u  et  f,  et 
donne  pour  l'nné  quelconque  de  .ces  variables  deux  valeurs  qui  ne  dif- 
j^nt  que  par  leur  signe.  H  suit  de  Ik  qae  les  plans  coordonnés  sont 
des  plans  diamétraux  de  .IfL  jsur&ce  proposée  (998);  auus.  ils^ont  cela 
de  particnlier,  qu'ils  sont  perpendiculaires  fa.lears  ord^rnu^e'es;  <t..<Hi 
pent  conclure  414 .11'  précédent,  qn'il  n^ia  qae.c1e9planf.qw  jo^çaent 
de  cette  propriété.  En  effet;  ^Ujpopsibilité  de  la  .tmosfonnation  4e9'x|,  •f', 
^  ea  t^  u  et  p,  monti^  qn'U,  en  existe  an  moins  trois  ;  npajifi,  par  la, 
dernière  éqnadon  4e  KF|Sg«..précé4eiate^..9btWi«.eA  /aîwnfc  ^j«o<ûr<. 
les  termes  oîi  v  n'entre  qu'au  premier  degré,  la  surface  est  rapportée.  Ai 
nn  plan  diamétral  peipen4ic{ilairç,à.cettç  ArdonnéeyAtc<)|Dmedan«.celt0 
transformation  on  ne  s'est  pas  imposé  d'autre  condition,  il  est  érideat 
qu'elle  doit  conduira  à  touS  les  plans  ^amétraux  qui  peuvent  être  per- 
pcAdicnlaires  à  leurs  ordonnées.  Qr  le  nombre  de  ces  plans  ne  dépend 
que  de  celui  des  valeurs  de  f ,  puisque  tangO  est  donnée  par  une  é,qua- 
tion  dû  premier  degré;  et  celle  qui  détermine  y  montant  an  trûisièaie 
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degré,  il  s'ensuit  qne  les  plans  ditmétranx  ne  peuvent  être  en 
nombre  plus  grand  <{ue  trois,  et  (jae  l'équa^a  qui  les  donne  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

La  transformée  (o^  est  encore  telle,  que  si  trois  valeurs  <:=a,  u=0» 
vz=yf  de  signes  quelconques,  la  Tériflent,  ces  valeurs,  prises  avec  des 
signes  contraires,  y  satisferont  également  :  or,  dans  Ton  et  l'autre  «cas, 
ces  Talenrs  appartiennent  à  la  droite  ayant  podr  équations  yt=ia.v  , 
yu  ;=|3v  (378) ,  et  désignent  ses  intersectïonB  avec  la  sur&ce  proposée  ; 
ainsi  ces  intersections  sont  à  égale  distance  de  l'origine  des  coordon- 
nées. H  snit  de  là  que  toute  droite  qui  traverse  la  sar£tce,  en  passant 
par  l'origine  des  coordonnées ,  est  coupée  sa  deux  parties  égales 
à  cette  origine ,  qui  par  coasétpient  est  le  centre  de  la  surface  ; 
la  droite  en  est  un  diamètre.  On  voit  aussi  par  là  que  la  première  trans* 
formation  ,  par  laquelle  on  passe  de  Téquation  (<i)  à  l'équation  (s'),  ne 
peut  s'effectuer  qu'à  l'égard  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un 
centre ,  et  que  ces  surfaces  sont  les  seules  comprises  dvis  réquaUou  («^). 


5o5.  Tontes  les  formes  que  peut  prendre  l'équation  (4^,  par  les 
diverse*  combinaisons  de  signes  des  constantes  qu'elle  renferme  j 
rentrent  dans  l'une  des  suivantes  i 

J't^  +  S'a*  4-  Ce'  -H  r  =  o  ; 
-r*»  -h  .S'a»  +  C*^  —  i'  =  o  , 
-/'(•  +  Bu^  —  Cv'  —  £'  =  o , 
jft*  —  S'a*  ~  Ct>*  —  Z'  =  0, 

dans  lesquelles  sont  compris  les  cas  particuliers  ok  qnelqaes-unes  des 
Constantes  s'évanouissent. 

-  La  première  de  ces  flormes  ne  signifie  rien,  puisqu'elle  ne  donnnait 
que  -des  valeurs  imaginaires' poar  l'une  quelconque  des  coordonnées  ; 
Accptë  le  cas  on  L'oko:  on  y  satisferait  alors,  en  £iisant  t=:o, 
ûasoyPàttOf  et  elle  indî<|nen^t  par  conséquent  Forigine  des  coor- 
données. 

Pour  connidtre  la  forme  des  snr&ces  anzqnefles  peut  appartenir 
réquatien 

-Tï»  H-  B'i^  H-  Ce'  —  Zi'  ==  o  , 

il  faut  considérer  leurs  sections  par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans 
coordonnés.  Je  choisis  celles  qui  le  sont  au  plan  des  uc,  et  regardant  t 
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conune  constant ,  je  ùis ,  pour  abréger.,  £'  —  -rf'i'  =  x*  ;  U  vient 

équation  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  l'axe  des  ty  et  dont  les 
axes,  qui  ont  pour  expressions --=  y  ~7^»  sont .  respectivement  pa- 
rallèles à  ceux  des  u  et  des  c  Elle  se  conslmirait  en  prenant  sur  la  droite 
JB f  axe  des  tyjîg.  69,  AP^it,  et  tirant  parallèlement   aux  droites  ^'''' *»■ 
JC  et  AD^  axes  des  u  et  des  v.  des  lignes  PQ=^-^.   PM=^ -4= . 

sur  lesquelles  on  décrirait  une  eUipse  QB^r. 

Les  expressions,  des  axes  de  cette  ellipse  changent  av<ec  la  valeur  de  e, 
ensorle  que  la  section  se  réduit  à  un  point  lorsque  A  =  o,  ce  qui  ré- 
pond à  f=^\J  —s,  et  «pi'elle  devient  la  plus  grande  possible  quand 
fe=o,  parce  qu'alors  tétant  égal  à  y/IJ^  atteint  son  maximum,  ainsi  que 
les  expressions  des  axes  PQ  et  PR.  Si  donc  on  prend  AB  =  1/  ;-^ ,  on 
aura  ,  snr  l'axe  des  <  ,  le  sommet  de  la  surÊice  proposée  ;  et  coDStruisanI 
dans  le  plan />^(7j  sur  les  axes  ACssyJ  -^jAD=iy  -^t  l'ellipse  CDcd,^ 
ce  sera  la  plus  grande  des  sections  de  celte  sur&ce ,  paraUt;-^ 
lemeut  au  plan  des  uv.  Au-delà  du  point  Ay  sur  AB,  partie  né- 
gative de  l'axe  des  t,  les  sections  vont  en  diminuant  jusqu'au  point  h, 
«ù  elles  se  réduisent  encore  à  un  point  :  elles  sont  d'ailleurs  les  mêmes 
que  celles  qui  sont  placées  à  égale  distance  de  l'origine ,  dans  la  partie 
'ABj  de  l'axe  des  t.  Il  est  évident,  par  ce  que  l'on  vient  de  dire,  que 
ia  surface  proposée  est  fermée  de  tontes  parts;  que  partout  sa  conc»- 
TÎté  est  tournée  vers  l'intérieur,  et  qu'elle  a  deux  sommets  sur  cbacun 
des  axes  coordonnés  :  car,  outre  les  sommets  B  et  h  déjà  indiqués, 
ceux  de  la  plus  grande  section ,  CDcdj  sont  aussi  les  sommets  de  cette 
niéme  surface. 

On  trouverait  immédiatement  ces  points,  en  cberehant  ceux  oii  la 
surface  rencontre  chacun  des  axes,  c'est-à-dire  en  faisant  soit  a=o  et 
p=:o,  soit  t  =  o  et  vrzo,  soit  enfin  fs=o  et  u=so,  dans  l'équation 
de  la  snr&ce. 

U  Ëtut  remarquer  aussi  que  les  ellipses  QB^r,  parallèles  an-plan  des 
uc,  ont  constamment  deux  de  leurs  sommets  dans  le  plan  ABC,  et 
deux  autres  dans  le  plan  ^^/?;  l'ensemble  des  premiers  compose  la 
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tecllon  SChc  de  la  sur&ce  proposée  par  le  plan  des  lu ,  et  celai  des 
seconds,  la  sacUon  BDbd  de  la  même  surface,  par  le  plan  des  (>■  ; 
de  manière  que  la  première  de  ces  couAe»,  re'pondanl  à  k  =  o,  a 
pour  équation  «  .    .     n/  .         r'        -. 

et  la  seconde,  répondant  à  u  =  o,  a  pour  équation 

^'l'  +  Cf*  — £';=o: 

ce  «ont  donc  encore  des  elUpses.  Ce»  deux  «ecUons  et  la  section  CDcd, 
étant  fcites  par  les  plans  coordonnés ,  se  nomment  sections  principaUs. 
On  doit  ohserrer  que  dans  le  ca»  actuel  elles  sont  réeUes  toutes 
trois,  et  donnent  les  plus  grandes  dimensions  de  la  (urbce  proposée, 
que  l'on  nomme  en  conséquence  ellipsoïde. 

Si  deux  des  coefficiens  J',  B,  C,  sont  égara ,  ^  et  C,  par  exemple, 
l'équation  de  la  surface  proposée  prendra  la  forme 

^C+*'(n'  +  i'')— i'  =  o: 
ses  section»  parallèles  au  plan  des  w  ,  auront  alors  pour  équation 
u»  -I-  t.»  =s=  j^  ,  et  seront  par  conséquent  des  cercles  ayant  leur  centre 
dans  l'axe  des  «,  et  pour  rayons,  les  ordonnées  des  deux  sections  prio- 
«ipales  BDU,  BCho,  qui  sont  dans  eé  cas  Jeux  ellipses  égales  :  on  doit 
donc  en  concrure  «pie  la  surlace  proposée  est  engendrée  jar  la  icto- 
lutioll  de  relMpse  ÀZWfij  autour  de  ïax€  JB.     >  ,v  :    ■ 

Lorsqu'on  aura  en'àéme  leiSps  jf^B^C,  réqnation  de  la  sur- 
face, deTenant  (*-H«'+i^"==y,  les  trois'  section*  principales  seront 
dea  cerolee,  et  cette  sur&ce  sera  une  sphère  ayant  sou  centre  k  l'ori- 
gine  des  coordoiinées ,  et  son  rayon  égal  i  y  ~^' 

J'ai  déjà  dit  que  l'équation  ^C+-\»'u'+Ci''  =  o,  n'indiquait  que 
l'origine  des  coordonnées;  c'est," pour  ainsi  dire,  la  limito  de  tons  les 
ellipsoïdes,  lorsque  leurs  axes  s-'évanouissent  Quand  un  des  coefficiens 
A\  ff,  C  dertent  nul,  l'équation  ne  contenant  plus  que  deux  variables, , 
ne  donne  qu'une  courbe  placée  sur  l'un  des  plans  coordonnés;  mais 
cette  courbe  doit  être  considérée  comme  là  base  d'un  cylindre  élevé 
perpendiculairement  i  ce  plan.  Par  exemple,  < 

^i;  +  ^n'  — £'  =  0, 
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qui  appartient  à  line  elËpse  tl-acée  danâ  .te  plan  des  iu,  désignera  de 
cette  manière  ■  un  cylindre  ayant  pour  base  cette  ellipse ,  et  perpen- 
diculaire k  son  plan.  Les  équations  .^'f*  ^  Z/ ,  B'ià  =  L'y  que  l'on' 
obtiendrait  en  iaisant  successivement  it  =  o,  t^o,  donnant 


==tv/|.  »=±\/|. 


îodfquent  cliacune  le  système  de  deux  lignes  droites  parallèles  à  l'axe  des  v; 
et  c'est  à  qdoi  se  réduisent  les  sections  principales  faites  par  les  plans 
des  tv  et  des  w.  Il  est  d^ûUenr»  aité  de  voir  que  toutes  les  coupes 
parallèles  à  ces  plans  seront  dies  lignes.drMtes  parallèles  aux  précédentes/ 
tandis  que  les  coupés  parallèles  au  plan  des  to,  seront  égales  à  la- base 
même  da  cylindre.  , . 


5o4.  Passons  à  l'équation  ■      i    ■ 

A't'  +  ffu'  —Ct^  —  L'  =  o. 

En  y  regardant  I  comme  constant,  et  £àiâant  encore  X'— <^^i^X', 
on'  en  déduit 

ce  qui  montre  qae  les  sections  parallèles  au  plan  des  lic^sont  des  by^ 

Serboles  dont  l'axe  transverse  est  parallèle  ji  celui  des  u.  La  plus  grande 
e  ces  hyperboles ,  qui  répond  à  f  =  o ,  et  forme  U  section  priacipale 
dans  le  plan  des  w,  a  pour  équation 

et  Ixnvqn'on  ùi\  tsa  y  -jt  pour  avoir  Xaso,  il  vient 

Su*  —  Cv*  as  o,     d'oii     a  sa  ±c  \f^  , 

résultat  qui  indique  le  système  de  deux  lignes  droites  ^  se  coupant  mr 
l'axe  des  t.  C'est  la  limite  des  sections  Hyperboliques,  dont  les  sommets 
se  sont  rapprochés  jusqu'à  coïncider  y  et  tous  ces  sommets  ,  situés  dans 
le  plan  des  u^,  forment  la  section  principale  dans  ce  plan.  Cette  courbe, 
ayant  pour,  équation 
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est  une  ellipse  ;  mais  elle  ne  donne  que  les  limiter  inlénenres  de  la 
sur&ce  -proT^osée  f  puisque  les  sections  hyperboliques -toarDent  leur 
concavité  vers  l'extérieur.  Dans,  le  sens  des  t ,  la.  surfece  ne  finit  pas 
«u  point  où  A=A;  car  si  r«n  prend  ..^C>»Z/,  l'équatiou  des  seciioos 
parallèles  au  plan  des  ucj  ne  fera  que  se  changer  en  Cv*  —  ^u*  =  X*, 
et  désignera  alors  dçs  hyperboLe»  dont  l'axe  transrerse  sera  parallèle  à 
celui  des  v,  et  susceptible  d'augmenter  à  l'infîm.  On  voit  encore  plus 
clairement  peol-élre ,  par  M  -sections  parallèles  au  plan  des'  ut ,  qtfe  la 
surface  proposa  enveloppe  de  toutes  parts  l'axe  des  v ,  et  n'est  point 
fermée  perpendicukirement  à  cet' axe,  sur  lequel  elle  n'a  point  de 
somqiets  réela.  .En  effet, .l'éqoation  .de  cette  snr&ee  étint  mise  sous  la 
ibrme 

si  l'on  y  regarde  c  comme  constant  «  donne  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  d'autant  plus  grands,  que  l'on  a  assigné  À  *>  ti&e  valeur  plus  con- 
sidérable; et  par  consécpient  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des /u, 
forment  une  suite  d'ellipses  semblables  j  dont  les  dimensions  augmentent 
à.mesuyeque  U  plan  coupant  »'éloignB*de  l'origine. .  ". 
-  La  section  principale  ^ans  le  plan  des  tv  ,  ayant  pour  équation 

itf'r  —  'cV  — X', 

est  "une  hyperbole  ;ei-iouiés  les  sections  parallèles  sont  de  même  nature^ 
ensorte  qu'on  peut'y'àp|>Iiqùer  ce  qui  a'  été  dit' par  rapport  aux  seclions 
parallèles  au  plan  des  ai'.  '      -    ■     ■       -  ■       ^ 

On  -doit  pouvoir,  d'après  ce  qui  précède,  et  en  imitant  le  procédé 
indiqué  dans  le  n*  3o3 ,  ppur  4a  construction  de  l'ellipsoïde  par  ses 
sections,  se  &ire  une  idée  de  la  surface  quç  aous  considérons  mainte- 
nant, et  que  l'on  a-notn^e  h^perbi>laidê à  une  napp* i -parce  qu'elle  est 
formée  d'une  seule  partie.  S'il  restait  quelque  difficulté  pour  en  saisir 
la  forme,  cette  ^difficulté  'diqïaralti»it\  ei;iranD^dà'ant  le'  ôas  particulier 
OÙ^  =  S'.  Par  cette  hypothèse,  toutes  les  coupes  parallèles  au  plan 
des  tu  deviennent  des  cercles  ;  tontes  les  sections  foririées  par  des  plans 
passant  par  l'axe  des  v ,  sont  donc  égales  entre  elles  et  dus  seuftio-ns 
j^incipsleB  comprises  dans  le  plan  des  uv  et  des  tv  ;  et  par  oonsét^uènt 
la  sux&ce  peut  être  engendrée  par  la  révolution  dé  l'une  de'ces  svcUons 
tournant  autour  de  l'axe  des  v,  c'est-à-dire,  par  uife  hyperbole  tour- 
nant autour'de  son  second  axe.  ^ 
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So5.  Loi-sqae  £'=:o,  l'équation -discutée  dans  le  a*  précédent, 
deronant  '  ■    .  .      ,  ,  - 

^> -H  ^«' —  Cp' =  o , 

donne  ponr  les  sections  principales  les  éqùatTons 

les  deux  premières  appartienneot  chacune  an  sj'stème  de  deux  droite* 
passant  par  l'origine ,  et  la  troisième  indique  seulement  cette  origine  : 
on  voit  d'ailleurs  que  la  surface  proposée  dent'  passerpar-oe  point ,  puis-* 
qu'en  supposant  à-la-fbis  tz^o,  .u.=g  o  j  il  viendra  v^o.  Si  l'on 
forme  l'éqnation'des  coupes  parallèlement  a  chaque  plan  coordonné, 
on  trouvera  des  ellipses  par  rapport  au  plan  des-  tu ,  et  de^  hyperbolea 
par  rapport  au  plan  des  uv  et  fi',  ce  qui  peut  déjà  doaner  une  idée  de 
la  fonne  de  la  surface  proposée^  tuais  on  en  acquiert  une  plus  com- 
plète, en  remarquant  que,  puisque  l'équation  de  la  surlàce  proposée  est 
homogène ,  on  péôt  là  réduire  à  deux  Taârîables  ,  par  la  supposition  da 

f=£7Rf,      ussnv  f 
d'où  il  résulte 

Celte  dernière  équatjon  laissant  indéterminée  une  des  quantités  m  tt  ni 
les  deux  équations  posées  précédemment ,  indiquent  une  infinité  de 
lignes  droites  àssuj'étîes  k  passer  ^ar  l'origine  des  coordonnées.  11  smi 
de  là  que  la  droite  menée  d'un. point  quelconque  de  la  surface  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  coïncide  partout  avec  cette  surface,  et  que  par 
cooséqaeiit.nqB  droi^d.quise  TBffuvrait-enrpassanlr  toujours  par  l'origine 
des  coordonnées ,  .et  rasant  la  circonférence  d'une  courbe  quelconque 
tracée  sûr  la  même  surface,  n'en  sortintit  pas  :  cette  . génération  est 
cdle  deS'  siajStexs  Mfu'fuw  quelconques. 

Les  équations  ci-dessns  fournissent  une  directrice  pour'  le  mouTemeait 
de  la , droite  ;  car  si  on  reinet  dans  la  demîèrê,'  pour-ni  eiponr  n,  lent 
Taleor,  'et  qu'on  y  regarde  ensuite  c  comine  constant ,  il  viendM' 

■'";.■  ^.t'  +  ~«^-c'=^hî 

équation  d'une  ellipse  parallèle  au  plan  des  ru ,  et  sur  la  clfCQoféreace 
de  laquelle  passera  constamment  la  droite  génératrice. 
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Si  V<3a  avait  ^' = B',  l'ellipse  se  clungerait  ca  cercle ,  et  U  stirâce 

proposée  serait  tm  cône  droit ,  k  base  circulaire ,  ayant  son  sommet  à 

l'origine  des  coordonnées,  et  son  axe  coïncidant  avec  celui  des  v.  Pour 

reconoaltre  qne  cette  surface  est  engendrée  par  la  révolution  d'un  angle 

autour  de  l'an  de  ses  côtés,  il  n'y  a  qu'à  substituer  aux  quantités  m,  r^ 

,  .     '  1  .  cota    coêb     ,,, 

leurs  expressions  angulaires,  -— -, ;  i équation 

^m*  +  J'n*  —  C  =K  o  j 

qui  répond  k  ce  cas,  derient 

^(coso'-l-cosJ*)  —  Ccosc*  :=o; 

et  k  cause  de  cosa'^'Cos^+.cose'as  i  j  elle  donne     * 

'TTC'' 


jf(i  —  cosc»)  —  C  cosc"  =  0,    d'où    cosc'^-T> — . 


ce  qui  montre  qne  la  génératrice  fait  toujours  le  même  angle  avec  Taxe 
des  V. 


5o6.  Le  dernier  cas  de  Téqualion  («t^,  sarôôr 
^'C  —  ^u»  —  Ce*  —  i' =  0, 
donne  pour  les  seetituis  parallèles  au  plan  des  ne,  l'éqnaUoa 

—  B'u' —  Cf'  —  X', 
ipù  ne  peut  rien  signifier  tant  que  \  n'est  pas  nul;  ainsi,  depuis  tssa 
jusqu'à  i^±y  .-^t  la  surface  n'o0Tant  aucune  section  réelle,  n'existe 
pas.  Lorsque  X^o,  cette  section  n'est  encore  qu'un  point,  mais  elle 
devient  une  ellipse  dont  les  dimensions  peuvent  croître  iodéfimment 
^8  qœ  A'^'>IJ.  II  est  visible,  d'après  cela',  que  la  sur&ce  proposée 
est  formée  de  deux  parties  séparées  qui  enveloppent  l'axe  des  £,  et  dont 
la  concavité  est  tournée  vers  l'iotérieur.  Les  sommets  des  coupes  ellîp- 
liques  que  je  viens  d'indiquer,  forment  sur  le  plan  des  tu  et  sur  celui  de* 
ic,  des  hyperboles ,  puisque  les  sections  principales  sur  ces  plans  sont 
doutées  par  les  équations 
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et  Te»  secliÔQS  qui  leur  sont  parallèles  sont  également  des  hyperboles. 
La  sorface  proposée  se  nomme  hjperboloîde  à  deux  nappes  :  lorsijue 
£'  =  o ,  elle  devient  na  cône  dont  l'axe  coïncide  avec  celui  des  ty  et 
quand  B'=s:C'j  les  sections  parallèles  au  plan  des  uv  devenant  des^ 
cercle! ,  on  reconnaît  aisément  qu'elle  peut  être  engendrée,  par  une 
hyperbole  toamant  autour  de  son  axe  transverse. 


^07.  En  rapprocbant  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n"*  3o5 ,  364  >  ^0^  > 
on  Toît  que  l'équation  (a')  comprend  trois  genres  de  surfaces  caracté- 
risées par  le  nombre  de  leurs  sommets.  L'ellipsoïde  en  a  six,  deux  sur 
chacun  des  axes  des  coordonnées  ;  l'hyperbolo'îde  à  une  nappe  n'en  a 
que  quatre ,  et  l'hypei'boloïde  à  deux  nappes ,  seulement  deux. 

En  introdtùsant  dans  l'équation  (a')  les  axes  des  sections  principales, 
on  la  rend  plus  symétrique.  Ce  changement  se  présente  de  lui-même, 
lo^qu'on  met  celte  équation  sous  la  forme 

il  n'y  a  plus  alors  qu'à  faire 

\/5=«.   v?=».   vf'"' 

il  vient 

ou  i'c't*  +  «'f^*"*  +  a*b'v*  s=s  e^h^c*. 

On  voit  par  là  qu'un  des  axes  deviept  imaginaire  dans  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  et  que  deux  le  deviennent  dans  l'hyperboloïde  à  deux 
"nappes;    pour  construire   alors  ces  axes  en  quantités  réelles,  il  faut  • 
changer  le  signe,  de  leur  quarré  ,  et  l'on  a  par  conséquent 

i*c'(*+  a*c*u*+  o'i*c"=  o'i'e'j     pour  l'ellipsoïde  ; 

J»c»i»_|- oV'u'  —  a'b*v*=i'a*l>'c*  j     pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe; 

b'c*l*-^a'c*u* — t^b*t>*ssa*b*c^j    pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 

3u8.  Nous  n'avons  pu  trouver ,  par  ce  qui  précède ,  que  les  sur£ices 
du  second  ordre  qui  sont  douées,  d'un  centre  ;  pour  reconnaître  celles 
qui  en  sont  dépourvues,  reprenons  l'équation  générale  (à)  (399) ,  et 
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«apposons  qu'on  en  fesse  d'abord  dùparahre  les  termes  sDxy^iExZy^Fx't 
en  changeant  la  direction  des  axes  des  coordonnées  , .  ce  qui  a'exige'a 
d'autres  calculs  que  ceux  du  n*  5oi ,  . puisque  les  termes  où  chaque 
coordonnée  est  seule  à  la  première  puissance  n'entrent  point  dam  les 
équations  sur  lesquelles  ces  calculs  s'appuient':  il  viendra 

11  est  aise  de.ToIr  qu'en  substituant  ï'+a,  «'-}-/S,  t-'  +  j-,  au  lieu  de 
ty  de  u  et  de  Vf  l'on  pourra  toujours  i&îre  évanouir  f^  premières  puis- 
sances des  variables  dont  le  quarré  se  trouve  dans  réquation  cf-dessus  ; 
ce  n'est  dôné  que  lorsqu'il  manqiïe  un  ou  plusieurs  de  ces  qnarres,  que 
l'équation  générale  des  sur&Ces  du  second  degré  cesse  d'être  réductible 
à  la  forme  (*/). 

Supposons  d'abord  que  le  terme  affecté  de  c*  manque;  os  aura  <7=o, 
et  on  pourra  employer  les'  indclermmées  ce,  jS  et  >,  à  faire  disparaître 
les  termes  aOectés  de  t,  de  u'el  le  te||ne  constant,  en  -posant  les 
équations 

^'*H-G'  =  o,-     ^^  +  J5r=o, 

-r*' 4- ^^' 4- aC* -t- aff  ^ -f- aJC'j,  +  £.' 3=  o  , 

qui  Conduiront  toujoun  1|  un  césultat  réel  et  assig-àab/e  :  on  pourra 
dooc^  dans  ce  cas,  substituer  à  l'équation  (<^)  la  saiMDt« 

^<''+  Jff'tt'VH-  aJSTV  ss  o  (a"). 

S'il  manquait  encore  un  qnarré,  u' ,  par  exemple ,  la  transformation 
précédente  ne  pourrait  plus  iâîre  disparaître  le  terme  affecté  de  a;  maïs 
ï'éqoaUon  (<^)  étant  réduite -alors  k  . ,  t.  ..:  .-. 

on  y  ferait  d'abord  tssf-^Af  h  =  u'-^^}  et  en  posant 

on  la  changerait  en 

puis  on  ferait  « 

i/  =  u'^cosf  —  /  sin^  ,       c  =  u*  sin'^  -f-  c'cOlÇ, 
et  on  disposerait  de  l'angle  f  poar  ôter  le  terme  affecté  de  u',  ensorte  qu'il 
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resterait  seulemeat  une  équation  de  la  forme 
'    A'i'^  +  tK'v*  s=  o  , 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  (a**);  et  celle-ci  n'étant 
eUe-wénie  qu'un  cas  particulier  de  J'e'qiution  . 

■     ^/«  +  ^«'' +  Ci/* -f  aiSTV  =  o  j     ^ 

il  s'ensuit  que  cette  dernière  comprend  toutes  les  surfaces  du  second 
degré.. 

'  Sog.  ReVenons  m'aîntcDant  à  Téquation 

^£^  -hV«"  +  -a^V  s=  p. 

Elle  n'offi-e  que  deux  cas  distincts  ^  celui  où  les  coeflSciens  A  ^\  B  sont 
de  même  signe,  et  le  cas  contraire. 

Dans  le  premier,  il  fcut  prendre  c',  de  manière  &  rendre  le  terme 
^K.'v\  d'an  signe  contraire  ^  celui  de  ces  coefEciens;  et  en  faisant 
a£'V^  — A*,'réqnation  des  coupes  parallèles  au  plan  des  ii£  y  sera 

Ces  coupes  seront  donc  des  ellipses  ayant  leur  centre  dans  Taxe  des  f', 
et  dont  les  dimensions  pourront  croître  indéfiniment;  elles  commence- 
ront par  n'être  qu'un  point  placé  à  l'oirigine  des  coordonne'es ,  et  ce 
point  est  l^e  sommet  de  la  surface  proposée,  qui  tourne  sa  concavité  ~ 
vers  son  în^rleur,  et  enveloppe  l'axe  des  v'.  Les  sommets  des  mêmes 
coupes  elliptiques  seront^sur  deux  paraboles  données  par  les  équations 

Ai*  +  aX'p'  =r  o ,      ^u"  4-  2ii:V  ^  o , 

et  formant  les  sections  principales  dans  les  plans  des  l'c'  et  des  liv'. 
Cette  surface  est  nommée  paraboloîde  elliptique  :  elle  devient  le  pam- 
boloïde  de  révolution  ^  lorsque  A'  7=.  jB*,  parce  que  les  coupes  parallèles 
au  plan  des  t'U  étant  des  cercles,  elle  peut  être  engendrée  par  une  pa- 
rabole tournant  autour  de  l'axe  des  v'. 


3io.  Lorsque  les  coefBcîens  A  txB  sont  de  signes  différens,  les  coupes 
parallèles  au  pUn  des  fU  ont  pour  équation 
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et  sont  CD  général  des  hyperboles ,  excepté  sur  le  plan  des  fV,  oà  elles 

se  réduisent  aux  deux  droites  doanées  par  ré(|uatioii 

^Y'  — 5'tt"  =  o, 

et  qui  forment  la  section  principale  dans  ce  plan.  U  se  fait  ici ,  dans 
la  direction  de  leurs  axes  y  un  changement  analogue  à  celui  qui  a  e'té 
remarqué  dans  le  n'  5o4  :  le  signe  de  A.*,  changeant  avec  celui  de  »^, 
l'axe  tranverse,'qui  coïncidait  d'abord  avec  l'axe  des  /,  peissesur  celai 
des  u',  ou  -vice  versa ,  selon  que  K'  est  positif  ou  négatif  ;  et  cela ,  pafte 
que  les  sections  principales  daus  les  plans  des  t'v'  et  des  t/v  ,  qui  sont 
encore  deux  paraboles  ,  sont  .placées  de  différent  côté  par  rapport  an 
plan  des  t'U.  La  surface  proposée  a,  de  chaque  côté  de  ce  plan ,  deux 
nappes  qui  se  joignent  par  les  droites  indiquées  cl'dessns,  et  qui  (oumeut 
leur  concavité  vers  l'extérieur.  Cette  sur&ce  est  nommée  parabohïdo 
J^'perbolique. 

On  y  peut  compreiylre  le  cjlindre  paraholique ,  qui  répond  au  cas 
où  l'un  des  coeflîciens  A'  ou  i^,  devient  nul.  L'équatioD  de  la  sur&ce 
ne  renfermant  plus  que  deux  coordonnées,  est  formée  de  lignes  per- 
pendiculaires k  leur  plan  :  ce  sont  les  hyperboles  qui  se  sont  changées 
en  lignes  droites. 

Si  l'on  a ,  par  exemple , 

J'i*  +  :iK'v'  =  o  ; 

la  base  du  cylindre  est  une  parabole  sur  le  plan  des  iv' ,  auquel  il  est 
perpendiculaire.' 


5ii.  L'on  peut  comprendre  dans  la  classification  des-  snr&ces  du 
second  degré ,  établie  sur  la  considération  des  sommets  (^07) ,  les  deux 
surfaces  particulières  a  l'équation  A'^*'\-  .B'i/*-f-aX'i''  =  o,  qui  n'ont 
point  de  centre.  Le  paraboloïde  elliptique  n'a  qu'un  sommet  j  et  le  pa- 
raboloïde  hyperil>olique  n'en  a  pas,  puisque  ses  nappes  se  coupent  &  l'ori- 
gine des  coordonnées  ,  et  que  dans  les  autres  surfaces  du  second  degré, 
on  entend  par  sommet,  un  point  au-delà  duquel  la  sur&ce  ne  s'étend 
p^  (3o5).  Suivant  «ettie  acception,  le  cônç,  à  proprement  parler  ,  n'a 
pas  de  sommet  ;  et  ce  n'est  (^e  parce  qu'on  n'a  pas  &it  attention  d'abord 
aux  deux  nappes  dont  cette  snr&ce  est  composée,  qu'on-a  applique'  ce 
)u>m  au  point  où  elles  se  réunissent,  «t  qui  est  le  centre  de  la  surftce. 
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L  éqàatîàn  des  paràboloïdes  -devient  plus  symétrique  lorsque  l'on  y 

introduit  lé  paramètre  dei  secdoos  paraboliques;  pour  cela  on  fait  ' 


—  ~^s=p,    — -gr  =  7,     d'Où     ^=s-.— 


t   * 


«t  il  Tient 


3  (/  ,  OU  î^'  +  P^*  !=  pt}"'. 


n  sera  fàdle  de  récapituler  tout  ce  qui  précède^  en  l'appliquant  î 
l'équation 

*  ^r"  +  .ya"  4- Ci/«  4- aJCV  =:  0 , 

qui  comprend  tontes  les  snr&ces  du  second  degré  :  on  s'est  beaucoup 
occupé  de  ces  surfaces  dans  les  journaux  de  l'Ecole  .Polytechnique,  et 
dans  les  n°*  de  la  Correspon^anee  sur'  cette  Ecole  ,  et  on  leur .  a  de'- 
couvert  de  belles  propriétés,  mais  dont  le  dév^oppement  ne  saurait 
trouver  place  ici;  It  me  suffira  de  dire  qu'il  a  été  démontré  que  toutes 
les  surfaces  du  second  degré  peuvent  être  engendrées  de  deux  manières 
di^rentesf  par  un  cercle  vartaile  de  grandeur  et  de  position.  Le  calcul 
propre  à.vériâer  cette  proposition  y  n'est  pas  très-dîfQcile  à  établir  d'après 
ce  qui  précède;  et  d'antres  propriétés  des  mêmes  surface^  se  présente- 
ront d'elles-mêmes  dans  les  applications  du  calcul  différentiel  à  la  théorie 
des  surfaces  courbes. 


3i3.  La  discnssion  dessnrâtces  du  second  degré  peut  servir  d'exemple 
pour  celle  des  sur&ces  données  par  des  équations  quelconques;  et  il  est 
utile  de  voir  que  la  transformation  des  coordonnées  dans  l'espace,  doit 
,.  avoir,  dans  la  recherche  des  formes  et  des  propriétés  des  sur&ces  courbes  ^ 
des  usages  analogues  i  ceux  de  la  transibrmatiou  des  coordonnées  sur 
nn  plan,  dans  la  détermination  des  formes  et  des  propriétés  des  courbes; 
mais  les  calculs  deviendraient  très-compliqués ,  -et  les  résultats  au- 
raient, du  moins  quant  li  présent,  fort  peu  d'applications  nliles  :  je  me 
bornerai  donc  li  nn  petit  nombre  de  remarques  sur  ce  sujet. 

Premièrement,  la  défîniti<Hi  du  centre  d'une  sur&ce  courbe  (Soa)^' 
£ût  voir  que  lorsque  ce  point  est  à  l'origine  des  coordonnées  ,  l'équatiou 
^e  la  sur&ce  dent  rester  la  iqémc^  quand  .on  change  en  même. temps 
Je  signe  des  trois  variables ,  et  cela  exig^  que  le  nombre  des  licteurs 
-trtridbles  s<At  pair  dans  tons  les  tenues  dé  l'équation,  ou  bien  impair: 
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daos  lé  premier  cas>  toni  ces  termes  conserreroot  leur  ùgajti  dtns  leCMS 
coBtraire,ilsen  chaîneront  tous  ir-ls'foisyfe^jai  revient  aa  minew.  Usait 
de  lii,  que  pour  reconnalbre  si  une  sor&ce  courbe  a  un  centre ,  lorsque  - 
son  ^Equation  a'est  pas  iounédiatenKBt  de  ia  fbnae  indiqua  ci-dessus , 
il  suffît  de  transporter  l'origine  des  coordonnëes,  en  posant 

X  =  x'  +  a,       Jf=y  +  ^,        aiç:s'  +  >-; 

et  de  cfaercher  s'il  n'est  pais  possible ,  par  la  seole  dëtenninatîon  des  qnan^ 
tités  a,  fi  ef.  y,  de  £ûre  ensçrte  ■qu'U.ne  resto,  dans  I4  tninsfonaiée  ;^e 
des  termes  où  le  nombre  des  facteurs  variables  soit  de  même  4niMiiwi- 
nation,  bien  entendu  que  Je  teco»  constant ^  doit  cobipter  parmi  les 
termes  de  degré  pair,  et  disparaître  si  Ton  ne  conserre  que  les  termes 
de  àt^  nnpait'.  ' 

Secondement ,  toute  surface  rapportlç  k  un  pîan  diamétral  t^oh  ^ 
ne  doit  avoir  dans  tou  é(}i^lipi;t  que  des  termes  où  la  coordonnée  perr 
pendiculaire  k  ce  plan,  soit  éleve'e  à  une 'puissance  paire.  Si  cela  n'est 
pas,  il  &ut,  avant  de  prononcer  que  la  surface  est  dé^nrvne  de  plans 
diamétraux  >  chercher  û  la  transformation  des  axes  des  ceordonnées , 
ne  peut  pas  &ire  disparaître  tous  les  termes  on  l'une  des  coordonnées 
nouvelles  serait  élevée  à  des  puissances  impaires  sup^-ieures  à  la  pre* 
inière.  Quant  aux  termes  qui  contiennent  celle-ci,  un  simple  dépla- 
cement de  l'origine  des  coordonnées  suffit  en  général  pour  eu  débar*- 
Tasser  l'équation. 

Troisièmement,  les  sur&ces  courbes  ont  pour  affjrmptoies  d'autres 
aur&ces  dont  les  équations  sont  plus  simples.  Je  prendrai  pour  eienaple 
l'hypeiboloïde  fc  une  nappe,  doAt  l'équaUon  est 

jrc4*-^«'— C!»^=i'  (3e4). 

Si  on  en  tire  b  valeur  de  p,  il  viendra 

et  en  réduisAl^t  cette  expression  en  série ,  on  trouvera 

t  ■  i  '    ' 

Si.  maintenant  on  prend  la  différence  entre  ce  résultat  et  l'«i^iiiiée  y 
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ti*  t»  fturfirée  conîqae  ,  donnée  par  l'équation 

on  .oiftKadrz   -.•■:.■ 

quantité  d'autant  plu»  petite,  que  le6  variables  f  et  «  deviendront  plus 
grandes  ;  ainsi  tes  deux  surfaces  s'approchent  de  plus  en  plus ,  à 
mesttre  qn*elle$  s'éloignent  de  Torigine  des  coordonnées ,  eC  la  surtâce 
conique  est  Tasymptote  de  THypertoloïde. 

La  tvclierche  des  asymptotes  des  suc£îces  courBes  se  ramène  à  celle 
"des  termes  tes  plus  considéraBTes  de  leurs  équations ,  dans'  Thypotlièse 
oh  qtaalif«*nÉ«  des  Tsriables  deyient  trH-g^ande  y  tt  efle  '  est  fondée 
sur  des  principes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  dévtbippés  dons  le 
n.*  ^  de  rintavdactioa  ;  les  «wâiceB  eosiHies  ont  qu^^fbis  pour 
asymptote  une  ou  plusiettrs  lignes  droites.  ' 


Bur&çe  ci^urbe  :  ceHe  de  ces  variables ,  que  l'on  supposera  déterminée  réLii™ i 
par  les  deux  autres,  sera  l'ordonnée  deUsur&ce,  et  celles-ci  en  seront  *'^''"*"'""'"- 
les  abscisses.  Je  supposerai  ici  que  WMssZfJîg.  70,  soit  l'ordonnée ,  f^cn. 
et  que  AP=x  et  PJ£'=:j-  sdtent  les  abscisses.  nO.  50. 

Lorsque  x  varie  seul ,  et  devient  X'\-hf  on  passe  du  point  M  au 
point  m  sitné  sur  la  section  QMnty  faite  par,  un  plan  parallèle  à  celui   ' 
des  xZf  et  mené  par  le  point  M;  le  développement  de  l'ordonnée  iti'm 
de  cette  section ,  sera  donc  la  série 

■  '+3&r'taiï-rar»-^  7:5:5 +  <îte, 

Si  c'estj'  qilir te t:bange  «nj  +  ^r  H  cpuijr  da^eprft  ooiutMit,  on 
.  ripassera  au  point  n-  situé  .sur  la  section  PStaf-ùt^^^Vj^wt  plsn  paral- 
:  IhU  à  celui  des  j's,  et  mené  eiiLCwre  par  le  point  Mi  1*  d^^^ppâibeat 
dé  l'ordonnée  n'n  de  cette-  sectioa,  s^r^- 

» -t- 5;  7  +  i^  T:5  +  5;?  7:ïTt  +  etc. 

.    Enfin  ^  si  l'on  fait  varier  x  et  ^  en  même  ^teij^ps  «  on  passera  du 
point  Jif  à  un  point  quelconque  JS'}  et  le  développement  je  Ift-qou- 
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-relie  ordonna  If'N  s'obtiendr*  de  deax  nuiûères  différentes  ;  snair, 
CD  nibstitiiaDt  j  +  k^vn  lien  de  j^,  datu  le  premier  des  déroloppcmeiu 
ci-defsnv,  ou  bien  x-^k  dans  le  second.  Pu  l'une  de  ces  opérations  on 
passera  de  l'ordonnëe  m'm  k  l'ordonnée  N'Nj  daju  la  section  pmN}  et  par 
l'antre  ,  on  passcrf  de  m'a  ji  îf^f,  dans  la  section  tjnN,  Les  résultats 
sont  rapportés  dans  -les  n°*  36  et  37 ,  où  la  lettre  u  désigne  la  fonction 
que  je  nomme  ici  s.  L'identité  de. ces  deux  dévdoppemens,  évidente 
par  leur  formation  analytique,  se  montre  encore  par  leur  sigoificalioD 
géométrique  ;  puisque  les  deux  sections  pmN  et  f  ÂA'  sout  sur  U  même 
surface ,  dans  des  plans  qui  se  coupent,  il  &ut  nécessairement  qu'elles 
se  rencontrent  au  point  îf,  situé  sur  l'intérseclion  de  ces  i^anc,  et  que 
par  conséquent  l'ordonnée  IfN  ait  la  même  valeur  dans  les  devx 
courbes  :  c'est  U  ce  ^'exprimenll'équation  -^^  ^  -^-j-  et  toales  celles 
qui  en  dérivent. 

Ainsi  donc  quand  :e  et^  deviennent  re^ectiv«ment«4*'^  «tj'H-^* 
l'orâoimée  s  se  change  en  . 

H- etc. 
Pour  abréger,  je  représenterai  cette  série  par 

H-etc., 
en  pount 

di ^      ds____      #s *«__         *■ , 

aï=p*  ^=?.  a?=''  •^— ''  $?■='• 

11  est  aisé  de  Toîr  que  loirsqn^m  cessera  de  regarder  les  accnnsiemeoa 
A  et  A  conMne  des  qosntités  indépendantes  l'une  de  l'antre ,  et  qu'on 
établira  un  rapport  entre  enx,  on  fixera  la  direction  ^plan  mené 
perpendiculairement  à  celui  des  j^,  par  les  deux  points  M  *l  N , 
puisque 

maisiant  qu'on  laissera  ce  rapport  arbitraire,  on  pourra  appliquer  le 
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dëvelo{^>einent  ci-^ewaa-  à  toutes  Us  ordaniwes  qui  environnent  l'or- 
domée  primitive  àtM. 


?i4'U;s(ùt^  coBÙdénâoBS  préeédentef  et  de  ce  qnî  x  été  dit  dans 
le  n*  <j4t  qne  û  uapA  représente  l'équatiain  d'une  Blii^H:e  concbe,  les 
éijaatîon»  difier^ntieUes  partielle* 

gjd*H-g^di=Oi  et  ^dr+ar'ï»^*, 

appartiendront  respeclÏTement  aux  sections  Qil/ni  et  Pifn  ;  la  coor- 
donnée^ n'entrera  dans  la  première  que  comme  une  constante  vbî- 
traire,  ipii  délennine  la  positioQ  du  plan  coupant;  il  en  sera  de  même 
de  la  coordonnée  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  confondre  le  ds 
de  l'une  de  ces  équations  avec  celui  de  l'autre,  car  ce  ne  sont  <pt,t  des 
différentielles  partielles  :  la  dîffiérentielle  totale  «st 

ds«^dx+^dr. 

En  employant  U  notation  iSn^^  établie  àuia  le  n*  précédent» 

,  ds  SB  ^dx     et     ds  ?=:  gà/ 

«rprtmérbnt  l'équation  différentiefle  de  la  section  puaflèlë  au  ^an  des 
xz  f  et  celle  de  la  section  pvallèle  an  jden  des  71. 

Si  l'on  demandait  celle  de  la  section  lùte  par  un  plan  quelconque, 
M'MNN',  pêrpen^culaire  au  plan  des  xy ,  l'équation  de  ce  plan,  la 
même  que  celle  de  «a  commune  section  StJN'f  et  qui  serait  de  la  forme 

_f  =  mx+>, 

établirût  une  dépendance  entre'Ies  coordonnées  x  tXjr  ;  il  ne  serait  pins 
permis  de  faire  Tarier  Tnne  sans  l'antre,  et  z  ne  poumât- varier  que 
d'une  seule  maniire.  U  &odrut  alors  en^loyer  la  différcntùlle  totale , 
qni  serût 

ds  s=  pàx  +  qAjr  i 

.  et ,  en  observant  qne  Téquation  du  plan  coupant  donne  d;*  s=  ndx» 
il  viendrait 

,         dz  =:  (;?  -f-  m<j)  dx.  '  ' 


Digitizedby  VjOOQIC 


566  CHAP;  V.  DES  SUItf  ACBS  COimBES 

-  Cet  exemple  oflîre .  Texpliotitm  géom^triqne  de  cb  qni  se  lit  sar  la 

page  34s,  relatÏTement  à  l'emploi  des  différentielles  totsies  r  cet  emploi, 

sapposant  toujours  aae  dépendance,  aa  moins  virtaelle,  ealre  les  deux 

Tariahles ,  indique  la  direction  dans  laquelle  on  pawe  d'un  point  ii  un 

adtEb  sut  U  sarfitte  pr«p«^e  ^  en-,  qwrit^'ïl  n»  fr'agiss«  ici  que  d'un 

.  plan  perpegdinihife  à  celai  Am  xy ,  l*«ipr«ssto»  de  dz  e«Qs«rterait  la 

mime  forme  ,  quand  on  substituerait  use  courbe  li  la  droite  M'W  ;.  seor 

lement  m  ne  serait  plus  une  constante ,  mais  la  tangente  trigonomé- 

triqne  de  l'cagi*  que  la  tangente  'de  c6Ue  oouri>e  fait  arec  l'axe  desx. 

Il  &adra  se  rappeler  dans  la  suite  y  qne ,  d'après  la  signification  des 

lettres  p^  ^  et  Téquation    .  v-'  =  j-j-  «  on  doit  avoir 
et  par  cotuéqneDt  ' 


StS.  Ca  préliminaires  éunt  bien  entendns,  on  coacem  «aiu  peine 
que  si  deux  sar&ces  passent  par  un  mente  point  dont  les  coordonnées 
,»ient2,jf,9,  et  ^'e»  cUngeaal  x  tu  ;c+ii,y  m  ]r-^.,\lxi»- 
tion  dé  la  premièin  ajtbta  iam^  pMK  k  ««umU*  «tdwoée 

»+;i»  +  ^  +  }fM'H-3»M  +  tf')H-etc.; 

et  l'ctiiation  d«  .I4  seconde,  nr^ee , 

z  +  Ph  +  Qlc+-j  (SA-  +  aSU  +  TIf)  +  etc.  ; 

U  dastalKe  ckt  cas-mi^c»,  ttmxti*  daw  le  ip»  d«  Iran  ortamées, 
■  sert  wjrii><«  par  .  ' 

+  i  {(il  — <•>*•  + 3(S— 4M  4.  (T-— /)*•} 
+  «lc. 

'  Si  Ton  snppose  maintenant  que  l'éqnation  de  la  'seconde  snrfiice'rsB* 
ferme  nn  certain  nombre  de  constantes  indëterminées ,  on  pourra  en 
disposer  pour  anéantir  les  premiers  termes  de  cette  distance;  et  en 
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raisonnant  dans  le  cas  actuel,  cotâme  on  l'a  &it  -pat  rapport  aux  courbes, 
dans  le  n*  333',  On  se  convahiCTa  'qu''une;  troisième  surface  pour  laquelle 
ces  termes  ne  disparaîtraient  pas  ,  passerait  nécessairement  on  'ddior^ 
des  deux  autres ,  dans  tous  les  points  qui  environnent  leur  point  com» 
nun,  au  moins  tant  qu'on  prendra  les  quantite's  A  et  A  asses  petites 
po«r  quel*  wmuHtt  ^ima^b  4«^t«tt^t-<ir^ii6KifhutMtidta^^ 
qtM'fwlk  <dfc  IM»  ««0c  4«v  «rdrM  Mivnts  =(¥75). 
Tjorsqa'tin'aimi  ■    1  <      ■  •    .      . 

P  —  p  =  Of      Q  —  y=o, 

les  deux  premières  snriàces  proposées  auront  un  contact  du  premier 
ordre;  il  sera  du  second, %i  l'on  >  en  même  ttmps 

iî  — r=a:0,        S  —  ^  =  0,       T—t  =  o,    ; 

et  ainsi  de  suite.  '  ' 

Cela  posé.  Soit  ^'  =  0  «ni  téqustÎDii  qiidéonque  entre  trtûs  va- 
riables s^,y,  :^f  et  un  ceftein  nombre  éç  constantes  arbitraires;  on 
pourra,  par  la  de'terminatioil  de  ces  cooslatttes,  faire  ensorte  qnelasur* 
làee  k  laquelle  ^parUent,  cette  ^q«iiti9n;  ^t^dvec  hUM  «w^oe  :«Niir»-- 
ment  donnée,  et  dont  je  représenterai  les  coor^Mabétt-por  jr^if  M^Sfim 
contact  d'un  ordre  qui  dépendra  du  nombrç  de  ces  mêmes  constantes. 

Xa  première  coAdMttn  h  rWpflr,  c^H  ^ë"les  3eUx  surfaces  aient' 
un  point  commun,  c'est-à-dire  qu'en  changent  a/  en  x  oty  eMj,. 
dans  l'équation ^''^=0,  ou  éû  tire 

Exprimant  ensuite  }tt  ^uOt^tit 

p,  q,  r^  s^  t,  ^t«.,       i»,  q,  .«.,  £.^  .^,  ei^.j 

par  les  coefBcieu  difféMb&afe  èm  •fdiMirfii  «'«tïCy  attMbf  k  C0)t- 
vention  établie  dans  le  n"  5i3,  les  conditions  (KMifes  cî-dessos  pour 
un  contact  du  premier  ordre,  deTiendr<»tt 

d»'        Az  à%'       de 

Celles  qu'il  faut  y  joindre  pont''  étaltlir  un  contact  du  second  ordre  , 
seront 
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et  aîtui  de  suite.  .  . 

S 16.  SiqipoKm*  f  ibord  que  U  tor&ce  représentée  par  l'éqnstion  /^s=o 
soit  plane  ;  son  équation  ne  contenant  au  plus  que  trois  constantes  , 
elle  ne  pourra  avoir  en  général  qu'un  contact  du  premier  ordre  arec 
une  niÂce  entièrement  donnée.  En  prenant  cette  équation  soos  U  forme 

d'où  il  Insulte  entre  les  constantes  A^  ^,  P  et  les  coordonnées  x^y 
et  e,  les  relati<His  suivantes  : 

retran£liant  Texpresnon  de  a  de  celle  de  s',  et  mutant  potir  A  et  B; 
leurs  valeurs  I  le  résultat 

sera  réquati<Ht  du  flan  tangent  k  la  snr&ce  dtmnée,  au  pmnt  dont  les 
coordonnées  sont  «,  j'  et  s. 
Cette  équation  sera 

en  remettant  ^  et  ^,  ata  lien  de  3-  et  de  3-. 
Pour  en  &îre  niw  application  ,  je  prendra  rëqnatimi 

•pputenant  à  l'eUipsoïde  (307).  On  en  tire 


^ ...  t     M""  ^      ^ 


bigitizeclby  VjOOQIC 


ET  DES  COURBE8  A  DOUBLE  COURBURE.     Ë6^ 

«t  rabstitaKit  ces  yalenrs,  il  Tiendra 

Réduisant  au  mèine  dénominateur ,  on  obtiendra  on  résultat  qui ,  en 
vertu  de  l'égnation  prc^posée,  se  changera  «i 

Si  le  point  de  contact  n'était  pas  donné  sur  la  surlace  proposée ,~ 
mais  qu'on  connût  la  position  d'un  point  extérieur  par  lequel  dût  passer 
le  plan  tangent  demandé;  en  nommant  Ay^y  y,  les  coordonnées  ds 
ce  dernier  point ,  comme  elles  devraient  satisfaire  à  l'équation  que  l'on 
vient  de  trouver ,  on  les  mettrait  k  la  place  des  variables  x',  y,  ^, 
et  l'on  aurait 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan  sur  lequel  doivent  par  conséquent  se 
trouver  tous  les  points  de  contact  cherchés ,  dont  il  est  aisé  de  voir 
que  le  nombre  doit  être  infini  ;  et  comme  ils  sont  aussi  sur  l'ellipsoïde 
proposé  ,  leur  lieu,  est  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  du  plan. 

Les  intersections  dn  plan  tangent  avec  deux  des  plans  coordonné^, 
peuveut  servir  pour  sa  constructioa  ,  comme  la  sontangente  sert  li  celle 
de  la  tangente  des  courbes  ;  et  U  est  trop  facile  de  les  déterminer,  pour 
qa'il  soit  besoin  d'entrer  dans  aucun  détail  \  cet  égard. 


517.  La  droite  menée  perpéndicolàirement  an  plan  tangent,  par  le 
point  où  il  touché  là  sar&ce  proposiée ,  s'appelle.'  la  normale ,  et  ses 
équations  sont,  d'après  ce  qui  précède,  et  en  vertu  du  n*  389, 

d/  —  xH-;î(2'  — »)  =  o/      y— r  +  yC**  — 0  =  »- 

La  distance  du  point  pris  .sur  la  sorfiiee  courbe,  à  un  point  qMlcaii<[«« 
cle  la  normale,  sera    ' 

d'après  les  éqaatiofis  ci-dessas;  et  si  l'on  &it  ^3=:o,  le  léuAtaU 

t.  7» 
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donnera  la  loognenr  de  la  partie  iç  U  normalfl,  conapriM  entre  h 

surface  proposée  et  le  plan  des  x^. 

Si  Ton  cherchait  k  d^tçrpaincr  le  maximmn  on  H  minimom  de 
l'expression  VC'^ — *)'+  C/  — J')'  +  («^—  »)'j  en  regardant  œ,j  eta 
CODune  Taràblfls ,  «inst  qn'on  l'a  fâi<  dan*  le  n*  'aSi ,  mais  en  les  sup- 
posant liées  par  l'éqnation  de  la  rarï&oe  proposée,  an  lien  de  F^tre  par 
celles  d'un  plan,  on  retomberait  sur  les  équations  de  la  normale,  car 
cette  ligne  est  la  -plus  longae  qœ  fon  puisse  mener  de  chacun  de  ses 
points  à  la  snr&ce  pvopo^e,  du  cif\é  oh  cette  sor&ce  est  concave,  et 
k  plus  courte  du  c6té  oà  eUfi  est  couYexr. 

En  mettant  pour  p  et  f  leurs  valeurs  rçlatives  à  l'ellipsoïde  (3i6), 
il  viendra  '  r 

—  z  Vi  +;>'+  9'  =  —  ^  V»***»*  +V**x»  4-  afe^j-'î 

et  quand  a=ab^e'y  c'est-itdire  lorsque  la-  snrface  proposée  est  une 
sphère  ayant  son  centre  à  l'originç ,  et  pour  équation 


l'expresnpn  pr^é^titi  «e  réduisant  k  V^  +^-4*-  »*  =*  ",  indi^i 
comme  cela  doit  être,  le  raygn  de  la  sphère.     - 


3  r8:  On  peut  parvenir  ii  T^cjna^Qn  dn  plan  ^o^ent  pv  phuà^nta  «utrct 
considérations  ;  une  des  plus  simples  est  de  le  regarder  comme  passant 
>.  par  trois  points  infiniment  proches.  M,  )n  et  n  ,Jîg.  70,  pris  sur  cette 
surface,  et  de ,  détenqiiier  ^m,  équation  par  les  iomiwlei  du'Q'  275. 
Pour  appU<jner  ces  /oniwJsf,,  jç  iM^oserAi  t^.x.,jc  pt  j»  d^^igne^  les 
coordonnée!  dç4  pçiiptf  ^^e|(|onipi$R  dit  pj^a.cherchiçi  ?JwP 

cellesdupoint.Af  sprçncoi'jy,  V;  et  «uivfçlxe  ^i  f  ^^  di^ P'  3i4, 
cdles  du  point  m  seront  a<  +  djf^  y,  a*  •\-paaf} 

êèOes  du  point  n.  af,  y  +  <î/»  **  +  ^^  '• 

prenant  les  différences  de  ces  neuf  quantités,  coxome  l'indique  l'équation 
Gual«  4u  n'  37$  >  il  >ien^a        ,     ~    . 

.piiafà^ <a/  ^  jr)-^Vdyd/ {y —y)  - d:c'dy  (s*—  »)  s  o, 

«t  par  conséquent 
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2' —  ï  =  ;>(x'  — x) +  9  0"-,-7), 

OÙ  l'on  ponrra  restituer  l'accent  aux  coordonnées  particulières  da  plan-, 
-  eu  l'ôtant  k  celles  de  la.  sor&ce  ^  qui  entrent  dans  les  fonctions  p  et  ^ . 

On  poormit  crcnre  qne  le  plan  tangent^  déterminé  conune  on  vient 
<  de  le  voir ,  ne  tonche  la  snr&ce  proposée  que  sur  les  section»  Mm 

et  Mn}  mais  en  différentiant  son  éijuation  par  rapport  u/x  coordonnées 

af,y  iK3i  qui  lui  sont  propres  ,  on  trouveta 

dii'=K^4-?dy: 

Ainsi,  quand  on  prendra  d^z:  dx,  d^s^i^,  ott  aura 

ds'ss^dr  +  fd;' ^  ds;    . 

et  pat  conséquent  tons  les  points  de  la  surface  proposée ,  qui  «bvî- 
ronnent  immédiatement  le  point  M  y  coïncident  «rec  ceux  du  plan 
tangent,  tant  que  l'on  n'a  ^ard  qu'aux  quantités  dn  premier  Ordre. 
'  U  sait  de  \ky  qa'on  plan  quelconque,  mené  par  le  point  M  y  coupe 
'  b  surface  proposée  dans  une  courbe  qui  a  dedx  points  oonamnns  arec 
te  ^n  tangent,  on,  ce  qoi  est  la  même  chose,  a  pour  tiDg;«at«  Tîn- 
lersection  de  ce  plan  «Tec  )e  ^an  coupant. 


SiQ.  Cest  une  question  qui  tronre  quelquefois  son  application,  que 
de  déterminer  parmi  tontes  les  droites  qui  penrent  toucher  la  snr&ce 
proposée  au  point  Mj  celle  dont  rinclinaison  sur  le  plan  des  a^  est  1^ 
plus  grande;  et  comme  toutes  ces  droites  sont  comprises  dans  le  plan 
tangent,  on  i^perçoit  aisément  cpie  celle  qui  &it  le  [dus  grand  angle 
avec  le  plan  des  ^ ,  est  perpendiculaire  à  la  commune  section  àt* 
deux  plans  ;  c'est  la  ligns  de  pUu  gnmde  pente  dn  plan  tat^nt  par  rap« 
port  à  celui  des  açjr.  Pour  la  déterminer ,  il  suffit  de  remarquer  qne  le 
premier  de  ces- plans  rencontre  le  second,  sutraat  ont  %ne  dont 
l'équation  est 

~»=^p(^-x)^q(y^jr}, 
et  revient  a 

l'on  aura 
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pour  l'équation  de  la  droite  perpendicnUire,  à'U  fçéeéieate j  et  qui' 

sera,  sur  le  plan  défl  x/y  la  projection  de  la  ligne  cterchée. 

horaqa'oa  TOndn  passer  dû  point  Jif  k  son  consécatif  pris  sur  cette 
ligne>  il  &udra,  finivant  ce  qu'on  a  va  au.n"  5]4r  établir  entre  dx  et  d;', 
la  relation  qui  se  trouve  entre  dj/  et  .d;^,  d'après  Téquatiôn  ci-rdeHOs, 
et  qui  est  4/  5=  j  Ûa/'  :  on  aura  donc  -     ' 

pdjr  —^  f  dx  =  0. 

Cette  équation^  jointe  à  celle  de  U  surface  proposée»  fera  connaître  la 
direction:  dan»  laquelle  doivent  se  succéder  les  points  consécatiÊ,  pour  ' 
descetïdre  dn  point  M  jos^'an  plan  des'x^,-  par  les  arcs  les.  plus  in- 
clinés, oii  la  ligitt  de  pbts  grande  pente  ^  qui  condiût  de  ce  point  au 
plan  des  xr,  ligne  qui  généralement  sera  courbe.  Pour  la  déterminer^ 
îl'&ndniittîre^'de  Tiéquation /ï^— ^fdx=o,  ùoe  relation  fentre,x  et^: 
on  peut  bien,  au  moyen'de  l'équatioa  proposée,  cliasseT  les  s.cçntetiii» 
dans  les  fonctions  p  t\  iji  mais  le  résultat  pe  sera  eac$ve  qu'une  équa- 
tion difféftntîelle  entre  les  variables  jc  êt^,  et.p<Mir  remonter  à  l'éqoa- 
tion  priimt»Te,4I  faudra-  le  secours  du  Calcul  iategraL  , , 

.  Zj'éqqatipn  :  des  lignes  àe'pltmgivnde  pente.  s,'o^^pnt_a.ussi  sans.em- 
ployer  la  considération  du  pUn.  tangent.  En  repréieptant  par  d^  :=  mdjc, 
l'équation  différentielle  de  la  projection  jtfiV  de  l'une  de  ces  lignes  , 
on  aura  sur  cette  ligne,  dz^(p'^mq)Ax;  et  ATN'  étant  regardca 
comme  la  difierenlfeUe  -de  sou  abscisse  y  dans  le  plan  M[N'NM  ^  Tin- 
clinaison  4e  sa  tangente  par  rapport  à  J/if'.  ou  «u  plan  des  xj',  aura 
pour  langenie  tngoaamétriquê 

on  en  cherchera  Ig  maximum,  en,  regardant  seulement  m  comme  va- 
riable, puisque  les  quantités  ^  et  y  se  rapportent  au  premier  poiisit  M, 
qui;est  supposé  donné  j- et  l'on  trouvera 


d  ou  1  on  déduira 


tj  —  pnt  ^  Of     ou     ydx  —  pAjr  :=  o. 
Ssd.  Passons  maintenant  à  la  détermination  des  contacts  que  la  sphèrtt 
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IwntBToiraVieG  une  surface  quelconque  :  soient  a.^  |3j  >>  les  coordonnées 
du  centre  de  cette  sphère ,  et  /  soo  rsyon  ;-  elle  aura  ponr'  équation    ' 

(:c'- .)-  +  C/-|S)-  +  (i^-3')- =  <f. 

Les  conditions,  du  contact  du  premier  ordre  déterminent  trois  des 
constantes  qu'elle  renferme;  car  en  désignant  par  x,^,  2^  les  coor- 
données de  ta  surÊice  donnée,  et  par  da^/rdr-f^  ç^d^,  Ja  difieren- 
Oielle  de  son  ordonnée  z,  on  doit  avoir  (3i5)    , 

lorsqu'on  change  a:'  et  ^  en  â:  et  en  ^  :  on  peut  .donc  écrire -x,^,  z^ 
p  et  q,  an  lïen  de  o^,^,  s'»  P  et  Q,  tant  dans  l'équation  de  la  sphère 
que  dans  ses  denx  difi&entielleft  partielles ,  qui  doonenk 

et  l'on  formera  par  ce  moyen  les  trois  équations 

(j:-—tt)-i-p'(z  —  y)^o,   .0'-.^)-f-f  (s— >)  =  <>     Wv 

Les  équations  (a)  qui»  lorsqu'on  y  substitue  x'  an  lieu  de  <t^y'  an 
lieu  de  )3  et  z'  au  lieu  de  }•,  deviennent  les  mêmes  que  celles  de.  la  noiv 
maie  (317),  nous  apprennent  que  toutes  les  sphères  qni  peuvent  toucher 
•b^rûce' proposée, 'ont  leur' centre  sur  la  ndrniale  menée  par  le  point 
-de  contact;  et  le  nondwe  de  'ces  sphères  est  infini,  car  il  reste  encore 
à  déterminer -une  des  quatre  quantités  et,  ^,  t*  et  (T. 
'  Cependant  on  ne  peut  pas  établir  un  contact  cdmplct  dn  second  ordre 
entre  la  sphère  et  la  snr&ce  proposée,  puisque  ce  'contact  exigé  trois 
nouvelles  conditions  (5i5);  mais  »  l'on  suppose^  dépendant  de  x, 
A:  dépendra  de  A,  et  le 'développement  de  la  .seconde  valeur  de  z  prendra 
la  forme 

a  +  ^  dz  J  +  3^  d*2  ~  +  tto. , 

où  il  faut  iàire  vari^  en  même  temps  or,  j*  et  les  différentielles  de^ 
dans  celles  de  z  {p^j-  page  34S).  En  posant,  pour  abréger,  df  ^nidr, 
il  viendra 

ds  =  (/>  +  qni)  dr ,      d^r  ==  (d/7  -f-  '"d?  ■+-  qim)  dr  ; 
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metunt  pour  âp,  df  leurs  val«iin  (5i4)>  «'  f"^  potir  d;*,  pus  for- 
nwnt  les  difE^renUelle*   correspondantes  -de  la  çecMide  sar&ce,  on 
Ironvera  qn'ea  -vertu  des  équations  ^  =  P,^=Q,la  distance  des  deux 
'  snr&ces ,  dans  le  sens  de  leurs  ordonnées ,  se  réduit  &  ' 

les  termes  du  second  ordre  de  cette  distance  n'étant  pins  mnltipHés  qo* 

par  V,  on  peut  les  frire  disparaître,  au  moyen  d'une  seule  équation  qui 

déterminera  la  quatrième  constante. 
Gela  posé ,  eu  diflérentiant  par  rapport  à  o^  et  par  rapport  à  y,  lA 

czpresstOM  de  xp-  «t  ^  xti  *>P  obtiendra 

»  _  1        .    (Jc^  — *)  d»'  _  ■       /,    .    d«."\ 

ç  _         =^—*    ^'        i-^—ffi  ^'  _  i      d»'  «W 

•*  "*    t?=:>T' ?7"    o?=jT' ay z^w^* 

Changeant  a<,  y,  ^,  en  x,  ^,  a,  écrÏTanl  /»  et  ^  ao  lieu  de  ^  et  ^, 
et  sabstitoant  dans  le  coefficient  de  V,  on  formera  l'élijnation 

Lorsqu'elle  sera  satif&ite  ainsi  qo*  lea  préôédwBtca,  le  contact  de  k 
sphère  avecla  sor&.ce  proposée  sera  du  secQiMJL  ordre,  par  raf^rt  anx 
courbes  tracées  sof  l'w^  et  Taulre  snr&ce ,  de  manière  qve  ù  ïoa  abaisse 
de  tous  les  pontla  da  ces  ppnibes,  des  parpeadicalaÏM»  sur  le  plan  de* 
x;" ,  il  en  résulte  une  courbe  pour  laqtMllfi  ^  as  màae. 
On  tire  de  l'équation  (S) 


»  — >  = 


r  +  isia  +  tm*  * 


valeur  que  pour  abr^tr,'  nous  représenterons  par  JT;  et  en  la  sobsti'- 
tuant  dans  les  équations  (a)  et  (i),  on  aoia 
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U  sphère  étant  alors  entièrement  détenninée ,  sera  oscuhtrice  par  rap- 
port à  la  snr&ce  proposée  ,  maÏB  seulement  sur  les  courbes  indiquées. 
La  quantité  m  ne  dépendant  que  de  la  positioD  de  la  tangente  de 
la  coarl)«  bncée  «sr  le  pUu  d«t.;i^|  conoerù  la  mèoM: valeur  pour 
toutes  les  courbes  qui  passent  par  le  point  M'  et  s'y  touchent  ;  et 
cette  tangente  est  la  projection  de  U  droite  qui  îndiqu<e  sur  te  plan 
tangent  commun  à  ta  snr&ce  proposée  et  à  la  sphère ,  le  sens  dans 
lequ^  cçUe-ci  a»t  oscolatrice.  11  tH  (tçila  4o-  toir  q«c  c«tt«  droite  «si 
doimé«  pxr  let  deux  équaiiom 

y— _;-=m(^— x), 
la  dçmière  étant  celle  dn  pUn  tangent  (5i6).      • 


5^1.  Parmi  le.  nemlirc  10601  de  râleurs  qne  peut  {^rendre,  pour 
an  même  point  de  la  surface  proposée ,  l'expressiou  de  <r ,  lofsqa'on 
donne  k  iR  tontes  les  Taleurs  possibles  ,  dierchons  celles  qui  soat 
d^  maximums  ou  des  minimums.  Pour  les  trouver ,  nous  aurons 
l'équation  ^^ =0,  qui  se  réduit  à  /  n.o,  puisque  la  quantité  m  n'entre  - 
dans  (^  que  par  le  &cteur  Mj  mais  -en  Êùsant  disparaître  le  dénomi- 
nateur de  réquatiou  (5),  d'où  dépend  la  valeur  de  s— >  ou  Sf  ^  on  a 

^fférentiaut  par  n^iport  à  n,  «t  faisant  ^  sso,  il  Tient 

(j4-Wi)i«'+WH-(i+y*)'n—o  (5), 

d'où  on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  Nquation  (4)]  H  en  résultera 

supprimant  le  Êurteur .  commun  14-9*  +  t^t  et  djrelopfMnt,  on  aura 
(rt—j')Jlf  +  [(i+;'')<—W+(" +?•)']*+ '+f''-t-y=o(«)i 
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faisant  pour  abréger». 

et  r<|solTaiit  l'equalion  cï-desMU  par  npport  à  M,  on  tronven 

M^-=t^ï^I^M,    d'où    J>==ift±£J^S. 

Des  deux  Ttleurs  de  ^,  t'tine  répond  au  maximum,  eti'antre  au  mi- 
nirniun;  et  oh  fcKinera  l'^gnation  d'où  elles  dépendent  imnnédiatement^ 
en  mbstitnant  dans  l'éqoation.  (6)  ta  Tsleur  de  ^,  tirée  de  l'éqoatioD 
/se  if  Vï  H-/'"+9'»  ii  Tiendra 

Saa.  Pour  connaître  maintenant  dans  qnel  sens  se  &it  l'oacolation 
de  chacone  des  sphères  auxquelles  appartiennent/ces  valeurs,  il  ùat 
détarrainer  m,  ce  qui  se  fera  en  cbassant  M  de  l'équation  (4),  par  le 
moyen  de  l'expression  Af=  —  ^— -^^^■■— ;  il  Tient  alors,  après  W 
réductions ,  et  en  ordonnant  par  rapport  an, 

i('+r)'-p9i}'"-+[('+r)'—('+p')'i'-^i(.^+p->-pri=<>  (?)■ 

Un  simple  clungement  de  coordonnées  sufiira  pour  mettre  en  évi- 
dence dans  cette  équation'  le- rapport  qn'piit  entre  elles,  sur  la  snr&ca 
proposée,  les  directions  cherchées.  U  est  visible  qu'on  peut  £ùre  coïn- 
cider le  plan  des  acj  avec  le  plan  tangent  an  point  que  l'on  considère  ,' 
et  placer  l'orî^ne  des  coordonnées  à  ce  point,  sans  pour  cela  déranger  la 
position  respectÎTe  de  la  snrfiîce  proposée  et  des  sphères  oscolatrices  ; 
mais  alors 

xssiO,     7!=o,      zsxo;     pssOf      7  =  0, 
et  l'équation  (8)  devient 

jm'  +  (r  — l}/n  — *s=:o,     ou    m»4-/^^)ra— i  ^o; 
4'oà  il  »nit  qn'w  nommant  m'  et  n/  «es  racines,  on  «. 
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Maintenant,  si  ponr  l'axe  des  z,  qui  coïncide  à  présent  avec  la  nor- 
male MGyJig.  71  ,  et  par  «ne  ligne  MN\  située  dans  le  plan  des  x^,FIG-7'. 
et  dont  l!é(}uatien  sbit^^'^Tnx ,  on  fait  passer  le  plan  GMN ^  on  aura 
d^'sxnidr,  dans  tons  les  points  de  ce  plan;  fôsculation  de  la  sphère 
avec  la  surâice  proposée  aura  donc  lieu  sar  les  courbes  suivant  les- 
(juelles  il  les  rencontre.  Il  suit  de  là  qne  le  grand  cercle  qni  est  son  in- 
tersection avec  la  sphère,  sera  le  cercle  osculateur  de  son  intersection 
»Tec  la  surAice  proposée  ;  car  s'il  en  était  antrement ,  le  cercle  oscu- 
lateur de  cette  dernière  courbe  ferait  partie  d'nne  sphère  qui  passerait 
entre  la.sf^ève,  osculatrîce  et  la  suriâoe. proposée. 

.  Oo  voit,  par  ce  qui  vient  d'être  dît,  que  l'expression  générale  de  ^ 
est  aussi  celle  du  rayon  de  courbure  des  aectioas  que  les  plans  menés 
par  la  normale  font  dans  la  snr&ce  proposée;  et  l'équation  m'm'-\-\  =o> 
montre  que  celle  de  ces  sections  qui  a  le  plus  grand  rayon  ^e  courbure 
el  celle  qui  à  le  plus  petit  se  redcontrent  à  angle  droit-  * 


3^5.  Le  déplacement  de  l'origine  donnant  x  =  o,^:=o,  3=0,  il 
en  résulte 

^■+>n'  J'==_5,(330)j 

ainû ,  pour  trouver  la  valeur  du  rayon  de  cottrbure  d'une  section  fiiite 
dans  la  suriace  proposée,  par  un  plan  quelooa^e  mené  par  la  normale, 
bu  le  nouvel  axe  des  z,  il  suffirait  de  substituer  au  lieu  de  m,  dans  l'ex- 
presion  de  y  donnée  ci-dessas ,  la  tangente  de  l'angle  que  lait  ce  plan 
avec  celui  des  xi.  On  obtiendrait  le  rayos'de  couHiare  de  la  section 
faite  par  ce  dernier,  en  supposant  m  =  0,  ce  qui  donnerait  ?'=-. 

Si  donc  on  connaissait  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  cette  section, 
on  anrait  par  là  la  valeur  du  coefficient  di£^«ntiel  r,  relatif  aa  nou- 
Tean  système  dé  coordonnée*.  On  déterminera  sans  pins  de  difficulté 
les.  deux  coefficiens  s  et  <,  lorsqu'on  connalba  à  priori  les  rayons  de 
courbure  de  deux  autres  sections,  '&isant  avec  la  première  des  aagles 
donnés;  et  sans  rien  emprunter  de  l'e'qualion  de  la  surface  proposée, 
on  sera  alors  en  état  d'assigner  le  rayon  de  conrbupe  d'une  section  £ùte 
par  un  plan  quelconque  mené  par  l'axe  des  z ,  pourvu  qu'on  ait  l'angle 
que  ce  plan  &it  avec  l'une  des  troi^.  Kcliops  précédentes ,  drcoostanctt 
qui  mérite  d,'étre  repurquëc.. 
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Dans  le  cbangement  de  «oardoanées  que  nooa  avons  imaginé ,  'en 
preaant  la  nonoale  poor  l'axe  des  z  et  le  fdan  tangent  .pour  le  plau 
des  xjf  nous  n'avons  rien  statué  fior  la  direction  des  axes  de  ces 
dernières  coordonnées  ;  niais  puisque  les  plans  des  cercles  osculatenr» 
du  plus  grand  et  du  plu»  petit  ra^ron  sont  perpendiculaires  entre  enz  > 
nous  pouvons  supposer  que  le  plao  des  xz  passe  par  l'un  de  ces 
cercles ,  et  que  le  plan  des  jz  coïncide  avec  l'autre  :  prenons  donc 
le  plan  N'MG  pour  celui  des  xz ,  et  te  plan  liMG  pour  celui  des  jrz. 
Dans  ce  :cbangement  le  coefficient  difiërentiel  a  s'évanouit;  car  l'une 
des  valeurs  de  m  devient  nulle ,  et  l'autre  infinie  ;  et  si  on  £ût  d'abord 
i»  =  o,  dans  l'équation  /tfs-\-m(r-~i)  —  «:=o,  il  en  iésultera;  =  o  : 

en  la  mettant  ensuite  sous  la  forme  s  «4-  ^         ■  —  -^ss;  o,  on  s'assurera 
que  la  supposition  de  m  infinie  donne  encore  $  =  o. 

Dans  cette  hypothèse  ou  aara  pour  une  section  fusant  avec  le  plap 
des  X  et  3  un  angle  quelconque,  cTss  —  -^  "*.;  alors  nommant  ^cet 

angle  dont  m  exprime  la  tangente ,  et  mettant  pour  m  sa  valeur  ^^y, 
il  viendra 

On  peut  exprimer  les  quantités  r  et  f  au  moyen  du  plus  grand  et 
du  plus  petit  rayon  de  com-bure ,  car  on  a  pour  le  premier  K^  o  ^ 
et  pour  le  second  V^  i';  en  désignant  l'un  par  <f ,  et.l'autre  par  <l% 
on  trouvera 


J^= 


XI  fiWt  de  là  que  le  rayon,  de  courbure  dVne  secUon  quelconque  > 
perpendiculaire  au  plan  tangent ,  ne  dép«nd  que  dn  plus  grand  et  du 
moindre  rayon  de  courbure  ,  et  de  l'angle  que  bit  le  plan  conpaBt  avec 
ceux  des  sections  auxquelles  ces  rayons  se  rapportent, 


334*  On  exprime  aussi  trîs-simplement ,  avec  les  de'nx  rayons  de 
courbure  d'une  sur&ce ,  celui  d'une  section  faite  par  un  plan  goel- 
conque  dans  cette  surface.  En  désignant  par  f  et  U,  les  coordonnées 


Digitizedby  VjOOQIC 


ET  DES  COURBES  A  DOÏJBLE  COURBURE.  §79 

prises  dans  le  plan  de  la  Section,  le  r.ayon  de  eoarburê  de  cette  caui^ 
est  exprimé  par 

*  ^  ,     dt'dv    — :     sï     ^"/^  » 

si  l'on  fait  d:^=:nd^;  et  il  ne  sNigit  plus  que  de  transformer  cette 
expression  par  les  coefficiens  différentiels  de  l'ordonnée  de  la  sur&ce  : 
or  on  a  (29Q 

x  =  r'cbs4'  —  u' «osfl  sin-,|,  4-«, 

■     .  z  si/sinfl;' 

on  coiaclut  de  là 

djr  ^  df*  cos-4>  —  di/ cosd  tin-^'^ 
dr  Btt  it  aiu-^  -^-du'-'i:<W fr co»4  > 

■       '  ds  s=:  da' sin  ê  j . 

mettant  ce*  Talenn  dans  l'équatioa  ds  =s  pdx  rf-  fdr ,  il  viendra 

du'sinfl=/»(df'co54/  —  du'cosflsin4')  +  9(di'6În^-{-dtt'cos9cos-4')> 
4'oti  OD  tirera  -  ^ 

du'  ,,■'—  p  coa  4-  +  <?*'"  -I-.  . 

5?"  ~~        ""  «B  fl  +  p  CO8  9  MD  4  —  9  CO8  *  CM  4  ' 

i^tnnt+pcottÔR-^^qcoaicoa-l-^  Cc)pco84  +  ^>i»-4)) 

,    \    — (pciM4+'7»'tt4:)  (<3^c?'frMa4  —  Al] ooti  cog4)  / 

"~"  («nS+pco89Ma4— -9cos9coa4)^ 

n  fandraii  sobMitnet  dans  la  dernière  de  ce»  expressions,  pour  ûp  et  d^, 
leurs  valeurs 

rdr«+-«df,      «dr  +  td;', 

après  avoir  ipîs  dans  eelles^cl  celles  de  àx  et  de  d/  ;  mais  on  simplifie 
beaucoup  lé  calcul  ^  en  supposant  que  le  plan  des  xjr  soit  taqgent 
au  point  donné  sur  la  secticm  proposée  ,  et  que  les  .axes  des  x  et  4^^JÇ 
soient  dans  les  plans  des  cercles  osculateurs  passant  par  ce  point  :.  commç 
on  a  alors p:=iOf  ^^o,  s^o,  il  en  résulte 

^  an  6'  *    . 

djP  =  rdi*  cos  -^j       dy  =  /dï*  sin  -l-  > 
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■  et  par  coBsëqaeDt 

«n  bien 

puisque    r=— jr,    «==  — js  (5a5). 

On  remarquer»  sana  doute  que  cette  .demtire  ei^ression  est  le  pro- 
duit du  sians  de  l'incUnaison  du  plan  coupant  sur  le  plan  tangent,  et 
du  rayon  de  courb«irf  de  la  section  fiiite  par  un  plan  passant  par  la  t 
normale  à  la  surface  courbe  et  par  l'inlersection  dn  plan  langent  à 
cette  surface  et  dp  plan  coupant.  C'est  en  partant  de  l'expression  de  t, 
calculée  pour  des  igt«s  «itpéf  d!une  niapi^re. quelconque,  qn'Ëuler  e«t 
parvenu  à  la  détenniqalion  des  deux  rayons  de  courbure  S"  et  /"  ; 
et  l'expression  partîculièrç  de  e,  rapportée  cî-dessn*,  est  due  i 
M.  Mîeasnierj  .aî»û  ^^.pluneurs  remarques -importantcf  sur  tp  sujet. 


3a5.  nevenons  maintenant  aA  cas  oîi  U  situation  des  plans  càot' 
donnés  est  quelconque ,  et  voyons  comment  on  peut  trouver  ,  k  l'égard 
de  ces  plans  ^  la  position  de  ceux  qui  contiennent  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  cercle  oscnhteur.  Le  moyen  qui  se  présente  le  premier  con- 
siste il  effectoer  la  traûfonmation  des  coordonnées  indiquée  dans  le 
n*  Saa  ,  et  ii  déterminer'  ensuite  sur  le  plan  tangent ,  d'evenn  celui  des 
abscisses,  la  direction  des-axes  de  ces  dernières',  par  la  condition  qoe 
Je  coefficient  difiërentier  j  s'évanouisse;  mais  on  peut  résoudre  la  question 
d'une  manière  plus  directe,  en  cherchant  l'équation  du  plai^  d'An  cercle 
.  osculateur,  par  la  condition  que  dj^T^  mdx  sur  les  intersections  de  ce 
plan  avec  k  snr&ce  proposée  et  Ta  sphère  oscnlatrice.  Son  équation  devra 
avoir  lien  conjointement  avec  celles  de  ces  sur&ces,  dans  tous  les  points 
où  il  les  rencontre  ;  et  comme  il  passe  par  le  point  qui  lenr  est  commun, 
et  dont  les  coordonnée^,  eent  ■£ ,  ^ ,  n  j  cette  équation  sera  de  la 
forme 

En  prenant  les  difTérentîdles ,  et  changeapt  dy,  d;-',  d»'  en  djr,-  d^,' 
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et  f  on  smX  enr  le  fian  f 

Jàx-^Sdr-^Cdz=:of 
et  snr  les  deux  snrfiices  courïies,  "il»     .-  : 

dz  =  pdx  +  yd^  ;       -  >     . 
d'o&'éluniaaat  ds,  et  mettant  pour  d/  sa  raleor  ndr,  9  i^endn 

De  plos ,  ce  plan  devant  aassL  passer  par  le  centre  àe  4a  libère  oaca-, 
latrice^  point  dont  les  coordonnées  sont  ce,  0  ly»  il  Émin  tpn 

^(x  — «)  +  5(7  — ^)  +  C(2— >)  =  o;    ■ 

les  e'quations  de.  la  page  5^Z,  changeront  cettëV'dèrniirè  en 

—  Jp—Sq~\~C=o  {*>î  ! 

et  par  le  moyen  des  équations  (a)  et  (h),  on  obtiendra 


Il  est  k  propos  de  remarquer  que  lorsqu'on  aura  detérmiaé  la  valeur 
de  m,  si  on  la  substitue  dans  celles  de  x — a,j^— jS  et  z— ^,  et  qu'on 
joigne  ees  valeurs  ii  l'éqoatioti  de  la  stit-fice  propose'e  ,  àa  aura  quatre 
équations  dont  on  poarra  éliminn-  les  variables  ^,  J^  et  s ,  qui  parti- 
cularisent lé  point  donné  sur  cette  surface  ;  le  résultat  ne  contenant 
plosqUe  Ht  fit  y  t  exprimera  là  relation  que  doiVeat  avpir  les  coordon- 
nées des  centres  dès  sphères  osCnlatrices ,  in  J^eitdaipbiettt  du  point 
par  lequel  elles  passent:  ce  sera  donc  VéqvUiiiHû  de  hTsurface  qui  est 
le  lien  des  centres  de  toutes  ces  sphères.  Celle  surface  est  en  génénd 
composée  de  deux  nappes,  dont  l'une  contient  le  centre  des  sphères 
du  plus  grand  rayon ,  et  l'autre  ceux  des  sphères  du  plus  petit  ;  mais 
quelquefois  l'équation  qui  la  détermine  se  décompose  en  deux  Êicteufs 
ratiomiels ,  et  représente  dans  ce  cas  deux  sar&ces  ^^neles. 


3a6.  La'  considération  des  normales  consécutives ,  qui  nous  a  con- 
duits à  l'expression  du  rayon  de   conrbure  de»  courbes  (261),  s'ap- 
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plîque  également  aux  surfaces  ;  '  et  elle  répa.nd  un  .  aouTMn  jour  ^r 
les  .propriétés  particulières  au  plus  grand  et  au  plus  petit  rayon  de 
courbure.  -,        '^      ■         , 

Dans  les  équations  de  la  normale ,         ' 

les  qnanlités  x^  y,  z^  p  «t  f ,  rdatives  an  point  qçe  J!on  considère  sur 
la  surface  proposée  ,  sont  constantes  pour  la  même,  normale  ,  mais  elles 
changent  de  valeur  lorsqu'on  passe  à  une  seconde  normale  consécutive 
à  la  preniière  ;  or  ce  passage  peut  se  Êiire  dans  nnâ  infinité-de  direc- 
tions y  savoir ,  du  point  donné  -à  chacun  des  points  enviro^nans  .*  \\  £àut 
donc,  pour  embrasser  tous  les  cas  possibles,  faire  varier  en  méAie  temps 
Xyy  et  z;  et  crânine  on  ne  cherche  que  le  point  d'intersection  de  la 
première  normale  avec  la  seconde ,  on  regardera  les  coordonnées  af  ^ 
y  et  z',  affectées  à  ce  point,  comme  constantes.  Ëd  différentiant  sous 
ce  point  de  v}ie  les  équations  {a)  et  (h) ,  et  eu  observant  que 

« 
da  =  pàx  +  ç^J't 

dp' ^  rdr  4- sd;' ,         éq^sAx-^tdj-  (Si^), 


,.  —  djc  —  p'àx  —  p^àjr  +  (js'-i-,  a)  (rdr  -j-  sày)  =  a  (c) 

-»  ^  _  ij^j  —pifdx-t  «— .z)(*Ac  •4-^)  «  o  (^. 

Les  équations  (a)  et  (i)  donnant  les  valeurs  de  x'  —  x  et  àey  — jr  , 
lorsque  celle  de  a'  —  z  sera  connue ,  il  faut,  pour  que  la  question  pro- 
posée ait  tfne  solotion  ,  que  les  deux  équations  (c)  et  (d)  s'accm-dent  dans 
la  détemûnation  de  cette-  dernière  quantité.  Le  résultat  qu'on  c^endra 

en  éliminant  z'  —  s,  'ne  renfermera  plus  que  la  seule  quantité  ^    qui 

ne  soit  pas  donnée  par  la  nature  de  la .  question  ,  et  dont  il  particula- 
risera la  valeur  :  cette  quantité  fait  connaître  la  direction  de  la  droite 
qui  joint  les  projections  des  deux  points  consécutif  que  l'on  consi- 
dère, ou,  ce  qui  est  la  même  cbose,  la  quantité  m,  (Sso);  il  suit 
donc  de  là  ,  .que  pour  trouver  deux  norqiales.qui.se  coupent,  ou 
qui  soient  dans  un  même  plan ,  on  ne  peut  passer  indistinctement 
d-im  point  à  un  autre  sur  la  surface  proposée. 
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Si  on  cLasse  d'abord  -^  des  équalions  (i;)  et  (d) ,  oa  aura  pour  dé-7 

terminer  S*  —  2  une  équation  qui  ,  «n  changeant  z'  en  >  ,  rentrera  dans 
l'équation  (6)  du  n*  Sai  ;  et  lorsqu'on  éliminera  tf  —  z  des  mêmes  équa- 
tions ,  le  réaullat  qvà  fera  connaître  J^ ,  sera  le  même  que  réqualion  (8) 

qui  donne  les  valeurs  de  m  :  le  i^ns  grand  et  le  plus  petit  cercle  oscu* 
Jateur  auront  donc  leur  centre  à  l'inter&ectîon  des  deux  normales  con- 
sécutives, caractère  qui  les  distingue  d'une  manière  bien  remarquable 
de  tous  les  autres  cercles  osculateursj  et  qui  fournit,  comme  on  voit, 
un  moyen  facile  pour  les  déterminer. 

Je  ferai  reitiarqner  qu'on  peut  obtenir  sons  une  forme  très-simple 
l'équation  d'où  dépend  ^,  en  mettant  dans  les  équations  (c)  et  (d)  as 
pour  pAx-^-qà/y  dp  pour  rdx~i-sàf^  dy  pour  sdx-^tâ^}  car  après 
avoir  élimiaé  s'  —  s ,  on  trouvera  alors 

àp(^-\-^dz)  —  dy(dj:+;îd3)^=o        (e). 


537.  La  valetir  de  ^,  étant  donnée  en  fonction  de  j:,^  et  2,  change 
pour  chaque  point  de  la  snrface  proposée  ;  la  position  do  point  M^/ig.  70,  pic  -^ 
détermine  la  direction  dans  laquelle  on  doit  passer  au  second  point  iV^; 
de  la  position  de  ce  dernier  résulte  une  nouvelle  direcnon  sur  laquelle 
se  trouve  le  troisième,  et  ainsi  de  proche  en  proche.  Chaque  point  de  la 
surface  proposée  tient  donc  ainsi  k  une  suite  de  points  liés  ensemble, 
par  la  condition  que  leurs  normales  se  coupent  de^x  k  deux  consécu- 
tivement. Ces  points  &)rment  une  courbe  sur  la  surface  proposée,  et 
leurs  projections  en  produisent,  sur  le  plan  des  x  et^,  une  autre  dont 
M'JV'  représente  un  petit  c6té,  et  dont  par  conséquent  la  tangente  a 
pour  équation  ^-        ■ . 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  une  valeur  de  ^  ,  doit  être  ap- 
pliqué en  particulier  i  chacnne  des  deux  valeurs  dont  cette  quantité  est 
susceptible;  ou  voit  par  là  que  le  point  ^f  se'trouve"iiv  deux  courbes 
qui  se  .coupent  Ji  angle  droit,  et  dont  Fane  répond  aux  plus  grands  rayons 
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de  coui^Dre,  et  l'autre  aux  plus  petits.  Ces  coari>es  sont  appelée!  Ugnet 

de  cowéure. 

Les  iatersectiOBs  consécutives  de  la  suite  des  normales,  relative  à  une 
jnéme  ligne  dé  courbure,  formeroat  une  sorte  de  développée  de  cette 
ligne.  Je  dis  une  sorte  ;  car  il  y  aura  entre  la  développée  dont  il  s'agit 
et  celle  qui  a  été  considérée  dans  le  n*  361 ,  la  différence,  que  cette 
dernière  a  tons  ses  points  dans  'le  plan  même  de  la  courbe  à  laquelle 
«lie  appuptieM ,  tandis' que  la  première  ,  toujours  placée  sur  la  sur&ce 
des  centres  (3a5),  n'aura  pas  tous  ses  points  dans  un  même  plan,  lors- 
que ceux  de  la  ligne  de  courbure  n'y  seront  pas  non  plus.  On  observera 
encore  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  tangeos  à  la  sur&ce  des 
centres ,  et  que  ceux  qui  appartieunent  à  une  même  ligne  de  couibure  , 
composent  une  surface  courbe  tangente  à  la  précédente.  Je  reviendrai 
sur  ces  indications,  en  parlant  de  la  génération  des  sur&ces  et  dea 
courirs  à  dofJtle  courbur». 

Nous  prendrons ,  d'après  M.  Monge ,  l'ellipsoïde  pour  donner  un 
exemple  des  lignes  de  courbure.,  L'équation  de  cçtte  ^ur&ce, 

donne  par  la  différentiation 


:  ^  =  -SÏ'       » 


=-^.. 


'■«-sé?C*'-r)»  *=-?^*r.  (=-5Kr('»'— ^): 


par  ces  valeurs ,  et  en  chassant  9,  l'équa^on  (0)  devient 

.■(S--<:-)xrg+{»-(<.--o->'-^(*--«-)r— '*-(«--^)}èLo(.-). 

—  i-(<f—c-)xjr      5 
f  t  peat  être  mÎM  soas  la  ibnne 

«n  faisant 

i«(a"— C)  — ■*'  a»— c*      —  "' 

lïe  pouvant,  Mas  le  secours  du  calcul  intégral  qui  sent  le  suiet  da 
TOlpme  suivant^ tirer  parti  de  cette, éqnation,  je  la  pa^ticnlarisenû  pour 
en  montrer  ici  quelques  propriétés.    Je  supposerai   que  l'eUipsMdo 
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soit  de  reTolution ,  parcs  que  I4  géneralÎQn  de  (a  surface  iodiquâ  alors 
quelles  doivent  être  les  lignes  de  courbure.  Oa  voit  .eu  eSet  que 
Icjs  nomales  ffuî  sont  cousecutives  sud  une  des  posiiions.de  l'ellipse 
génératrice  jdf^ÎF^t  Ee^eocoalrer  deu^  k  4^x,  et  q«e  par  ^onspquent 
cette  elljpspeft'Uae  de^  li^^s  de  courbure  de  l'ellipsoïde-  Si  l'on  obserre 
eosaitç  quetoïrsqi^'etiâ  tourne,  ses  normales  passent  toujours  par  leméin^ 
point  de  i'yxe  -àe  rotation  y  <ta.  reco? Urtitfa  qae  à^ax  -ppiots  siti|e^  suf  I4 
circon£érençe  d'un  çetde  p^rpendûolaire  à  cet  ^ije;,  oal  méces^airement 
da«  iiorpvi)a>:<pq  ^  coupent,  et  que  par  con^étjueat  cje  cercle  est  la 
seconde  ligne  de  f  QurbtuQ.  Cela  est  évident  par  rapport  aux  points  Af, 
M'  et  Af',^.  73,  dopt  les  njormaics  sont  J^O,  M'O.^  M'a^  l'axe  de  fig.  71. 
rblatîoD  étant  j-iD\  et  la  courbe  ge^iera^ricp  DMJE,  -  , .  . 

Dan*-  l'Iiypfttliise  f^v  ja  vi^»^  d'^ud^  »  04  ^  fi  ^  £  1  A'<^  il  rwf  Ite 
^;^i,  Sssto,  «t  pav  coQwqiwpt  .  ,, 

Si  OQ  rçsout  cette  deroière  é^uatiot)  par  rapport  au.  cQ^ffiçl^i^f,  4i^j- 
nutid^,  «n  on  id>tifliidra  Les  deux  Tàleurs  xa$iomaàie^ 

dx     X  *       dx         y-'      ■  ' 

La  prenùère  appartient  k  une  ligne  droite  passant  par  l'origine  des  coor- 
don«ée$  y  puisqu'il  en  résulte  que  U  taagentç  ^-igoiujnétrifHift  de  l^ncH- 
oabw  de  cett«  ligM  par  rapp^t  à  T^e  de»  ^bsici»M&  ^^l  4§^fi  m  leppArt 
des  «oordonnées,  ce  qoi  suppose  qne^=^m;-«t  qnanf  à  la^econdeya- 

lenr,  on  YOit  qu'elle  dérive  de  l'éq^adon  du  cercle  x*  -{'j*  ==  r^.  Ceci  est 
bien  d'accord  avec  les  considérations  géométriques  ;  car  l'ellipse  DE 
a  évidenunent  pxM^  pn^eot^n^  sur  le  plan  ^BC  àfis  jcjt ^  U  droite  AE 
menée  par  l'origine  .^  ;  et  le  cercle  J/Af' ,  cocgipps  dans  un  plan  MGd^  pa- 
rallèle au  plan  ABC  y  est  lui-même  sa  pn^ection  $nr  ce  dernier.  Les 
constantes  m  et  n  sont  aiiiïtrairtis ,  parce  que  tes  lignes  de  courbure 
sont  susceptibles  d'un  lujnibre  infini  de  posilioaç  oa  4e  grandeurs  dtSe^ 
rentes,  que  l'on  détermine  en  assnjétissant  ces  courbes  à  passer  par  le 
point  detvié.  Les  éqwitie^  in  lairs  p]«^Ei#n»^  4«m  c«it<  oKegg^* 
H  OttJypnéfrtM*  1^  a  «C  j9  lisa  aibacji«sie«  dM  p««»t  Jf,  4lffl|i«Bdi)ai«»t 

1.       ,  74 
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Ce  n'est  que- parce  que  les  yariables  x  ttf  sont  sorties  du  ndîca), 
que  les  lignes  de  conrliQre  se  trourent  disUntcies  ,  dans  l'eMempIe  actuel: 
quand  les  rarialiles  demeurent  liées  par  l'iiTationnalitë ,  les  Hgnes  de 
courbure  ne  sont  plus  que  les  deox  branches  d'âne  courbe  nnique. 

Daas  la  sphère,  dont  tontes  les  normales  passent  par  le  centre,  les 
lignes  de  <roarbure  ne  sont  autre  chose  qu'un  gfand  cercle  ;  'e1  il  /  en 
a  par  conséquent  un  nombre  inâni  pour  chaque  pmnt  :  c'est  aussi  ce 
que  montre  l'équation  (e'),  que  la  supposition  de  asxè^sie,  rend 
identique,  indépendamment  des  variables  j:  et 7-  et  de  leurs  différen- 
tielles; d'où  il  suit  que,  dans  quelque  sens  que  l'on  passe  d'un  point  à 
nn  antre  sur  la  snr&ce  de  la  sphère  ,  les  normales  consécutives  ne  cessent 
point  de  se  rencontrer  deux  ii  deux. 

La  recherche  des  interseetions  des  normales  consécutives  des  sur- 
fiices,  n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  général ,  dans  lequel  il 
s'agit  de  trouver  celles  des  lignes  consécutives  menées  suivant  une  loi 
mathématique  quelconque  ,  par  tous  les  points  d'nne  sur&ce  donnée  ; 
et  ce  problème,  qui  comprend  toute  la  théorie  delà  réfiraction  et  de 
la  réflexion  des  rayons  lumineux  par  des  snr&ces  quelconques ,  a  été 
résolu  très-élégamment  par  M.  Mains.  {Projet  le  i4'  cahier  du  Journal  d« 
VÉcole  Pofytechnùju^  et  le  tome  Q  des  Mémoires  présentés  à  tlnstùut 
.  par  des  Savons  étmngen.^ 


5a8.  Puisqu'un  eontad  complet  du  second  ordre  emporte  avec  Ini 
six  contons  à  remplir  (Si 5),  il  s'ensuit  que  l'éqnaUon  de  la  sur&ee 
touchante  doit  renfermer  un  pareil  nombre  de  constantes  arijiteaïres,  et 
que  par  conséquent  l'équation  la  plus  simple  qu'on  puisse  prendre  pour 
cette  snr&cej  ne  peut  être  que  de  la  forme 

»  =  ^  4-  aftc  +  aCr  -h  i?jC  4-  iEjçx  H-  i>** 

Si  Ton  tfan^KVtaît  l'ori^e  an  point  de  contact ,  en  praunt  le  plan 
tangent  pour  celui  des  asyr^,  comme  on  aorftit  alors 

p  =  >=so;       y=Ç  =  o  (5aa), 

réqnation  ci-dessus  se  rédwrait  à  ss=  Da:*-|-  aEay^  Fy;  etsiFon 
prenait  pour  pluks  des  «s  et  des^s ,  ceux  qui  contiennent  le  plus  gramd  et 
le  plus  petit  cercle  oseulateur,  on  aurait  s  =i$sso  (3a3),  d'oii  £s=o; 
il  vieuÀraît  pour  la   sivface  toachaute,*  cette  é^tïon  très^- siBopU 
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a^Dj^-^JFyy  qaî  appartient  aux  sur&ces  courbes  du  second  ordre 
considërées  dans  le  n*  5og. 

n  est  évident  que  deux  snr&ces  cfoî  ont  an  contact  complet  du  second 
ordre  y  ont  Ji  ce  point  la  même  courbnre  dans  tous  les  sens.  On  peut 
prooTer  anni  que  lorsque  deux  sur&ces  qui  passent  par  nn  même  point, 
ont  leurs  plus  grands  et  leurs  pluf  petits  rayons  de  courbure  respective- 
ment  ^ganic,  elles  ont  entre  elles  nn  contact  complet  du  second  ordre; 
en  effet,  en  les  rapportant  l'une  et  l'autre  an  plan  tangent  qui  leur  est 
commun  et  aux  plans  de  leur  ^us  grand  et  de  leur  plus  petit  cercle 
osctilatenr,  leurs  équations  différentielles  premières  s'anéantissent,  et 
leurs  équations  différendelles  fécondes  deviendront 

d'à  ^râx'  H-y^r* .      d'»  ==  Rdx*  +  T^, 

Les  rayons  de  courbure  ^  et  ^'  (SsS),  étant  les  mêmes  pour  Tune 
et  pour  l'antre ,  on  en  tirera 

r  =  iî,      et      *=r. 

n  snit  de  Ik  que  la  surface  engendrée  par  la  révolution  du  plus  grand 
cercle  osculàtenr  MN,Ji§.  71 ,  autour  de  la  droite  oH  menée  par  lé  ne.  51. 
centre  'o  du  plus  petit  cercle  oscalateur,  perpendiculairement  à  son  plan , 
a  un  contact  complet  du  second  ordre  avec  la  surface  proposée ,  et  qu'il 
en  serait  de  même  de  celle  que  produirait  la  révolution  du  plus  petit  ~ 
cercle  oscnlateur  Mn  autour  d'une  droite  menée  par  le  centré  O  du  plus 
grand  et  perpendiculairement  à  son  plan. 

$39.  Pomr  soivre  i  l'^rd  des  snr&ces  conrbes  Ja  même  marche  que 
par  rapport  aux  lignes  courbes,  il  &odrait  passer  H  la  recherche  de  leurs 
points^  singuliers,  et  même  de  leurs  lignes  singuUhres;  car  il  existe  sur 
certaines  sur&ces  des  lignes  qu'on  pourrait  appeler  lignes  d'^/bxion 
ou  de  rebroussement,  parce  que  le  sens  de  la  courbure  de  ces  snr&ces 
change,  ou  bien  qu'elles  retournent  sur  elles-mêmes,  dans  tous  les  points 
de  ces  lignes  :  mais  le  détail  des  variétés  dont  ces  points  et  ces  lignes 
sont  susceptibles ,  sortirait  des  bornes  que  j'ai  dû  me  prescrire,  et 
serait  plus  curieux  qu'utile:  on  a  d'ailleurs  dans  ce  qui  précède,  tous 
les  élémens  nécessaires  pour  cette  recherche. 

La  détermination  des  limites  des  surSices  courbes  se  tire  de  la  consi- 
dération du  plan  tangent ,  comme  celle  des  limites  des  cooiibes  se  dé-; 
doit  de  leurs  tangentes. 


yGoot^lc 


«88       CHAP.  V.  DES  SURFACES  COURBES  .: 

Les  maximiites  «<  les  imnimums  slobtiennent  en  >£usaat  siintiluaié- 
ment  ^=0,^  =  0,  ce  qai  rend  le  plan  Ungent  parallèle  ati  plan 

(les  xy^. 
En  xiberckuat  U  £»rme  ^4  ia  «arfcee  ipi  répond  b  Tc^tion 

on  reconnaîtra  sans  pei^e  que  le  point  qoi  répond  ^  xsso, ^zzo  et 
%-=-hy  est  une  espèce  .de  bec  on  Tebroossement  an-delà  daquel  la  sur- 
face ne  sVtend  pas,  e^  qu'elle  y  est  toacbée  iatéiiearement  dans  tout 
les  sens  par  l'axe  des  z  :  cela  servira  «  expliquer  la  remarque  analytique 
iaite  au  n*  167 ,  TiUr  fHfe  é^satioii  de  .N  itoÂne  Ibme. 

Les  changemens  de  courbure  Mnt  indiqués  en  général  par  le  çhan^ 
gement  de  signe  des  rayons  de  c^i  courbures  ;  et  îl  fwt  remwquer  à  ee 
sujet  que  y  dans  leur  état  ordinaire  ^  les  surfaces  se  partagent  en  diverses 
classes  ,  à  raison  de  la  dupKcité  de  leur  courbure.  Il  peut  arriver  que 
les  deux  courbures 'Soient  tournées  dans  le  même  sens,  coainte  dans 
l'ellipsoïde,  ou  bien  dans  des' sens  différens,  conue  dans  l'iiypeii^- 
loïde  à  une  nappe  et-dans  toutes  Les.suHaces  fui  présentent  des  ^tf^^t 
ou  enfin  quune  des  courbures  soit  oiUIe,  comme  dans  J«  cyha^^ 
on  'dans  le  càne^  Cette  dernière  'circonstance  a  Utn  tontes  l^s  fois  <{aQ 
l'équation  (7),  page  676,  se  réduit:au  premier  degré  par  ïévaaoxnsse- 
meat  de  la  quantité  ri'~  j%  ce  qui  jient-avoir  lieu  nou'Seulesaentpour 
des  valeurs  particulières  des  coordonnées ,  mais  pour  toute  la  surface, 
puisque  l'équation  H  —  j*^o,  étant  dififérentielle  partielle^  répond  à 
une  infinité  -d'c4|naii<Krt  ipiùniti^es  diAinctes  O^)  ^  Tawm  verrons 
bientôt 'qne  ices'équalions  «fj^rliefanetit  à  ^irie  chssc  'de  snnÊioce  dsnves 
4e  propriébés.  remaaMjttablM,  «jn*  ^  ..ppétfearilereBl  Watts  ics  dnvm  mafctt 
de  ^générat^on  de  sifriaces  ddnt  wwsrdkws  nous  eoot^cr. 

De  U  ^xKi-  '  "*>.  Coifflme'nçbns  par  çherclicrTéqoaiion  d'une  surfdce  fermée  par  les 
niiion de* iut-  fntci«e<iâdrts' suCCessives d*une irilïnité d'autrcsd'une  nature âonoée> c'esl- 
^ire,  déduites  ^uîic  même  équaïion  eénérale,  renfermant  une  coosiante 
tfrbîlrîHrc  my^\  prend  successivement  toutçs  leç  valeurs  popsililes.  Il  est 
évident  quq  deux  de  ces  surfaces,  résultant  de  valeurs  de  m  trè»pet^  diffé* 
retires  seront  nécessairement  trèsyyoisinesl'une-de  l'autre,  etpourrontse 
eotiper  fiiUVànt  une  ligné;  en  imaginant  une  suitej(ïe,sarj|^«es,qni  se  si^c- 
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cèdent  Ainsi  de  proche  en  proche ,  d'après  une  Certaine  loi  ,  leurs  inter- 
sections successives,  en  se  resserrant  de  pins  en  plus ,  détermineront  un 
espace  dont  k  sur&ce  ^ue  nous  cherchons  sera  la  limite  :  c'est  sous 
ce  nom  que  nous  la  désignerons  désormais. 

:  ï>ren<Mis  pour  ks  mr&ces  gàiératrices  une  soite  de  plaui,  passant 
tons  par  le  même  point  ;  les  équations  de  ces  plans  ne  pourront  être 
qne  de  la  forme 

^Cx-«)  +  «Çr-jS>+-c<»->)  =  o, 

et. la  position  particulière  de  chacun  d'eqx  ne  dépendra  que  des  rap- 
ports -jç  el  yr  que  ,  |>Dur'  abr^er  ,  nous  représenterons  par  m  et  n.  Cela 
I^osé ,  oonovroDs  <ftÊt  ces  3euK  qoairtitiis  soient  liées  entre  eUes ,  easarte 
q^'onvit  mvaf^n),im  ottnatârietiqnei  dés<f;nBUt  «Ae  f<^nctian  doiua«e; 
V^quti»a  pvéctSdnnû  dsvitttdn 

«t  pour  ffuter  i'vi  'plan  k  ,-oelai  c[ui  le  sait  iiniQédiateneitf,  .il  iaadn 
£iire  vamr  la  qqaaâtéAHnk,pni»que  les  coordonnées  jE^^ret  s,.é(i;u)t 
afiectées  Met  p^ôrts  de  la  ^droite  saivant  laquelle  «é  ctMipent  les  deux 
{ïlaïu^ropàsÀ,  vant-comimmes  à  l'uik  et-à  J'autre.:  cette  ooteÀd^ratina 


en  lâîsanl  df  (n)  =  fX^d»,  et  tirmant  par  dn;  Il  est  i'^bcrrà  évident 
que  quand  la  fonction  f  (n)  sera  connne ,  on  éliminera  «  «ntre  -cette 
équation  ef  1«  précédente ,  et  il  en  résultera  :celle  de  la  sur&ce  chei^ 
chée  ;  mais  je  -ievai  -iieoiarquer  de  plus  -que  réEminarïota  peot  encore 
avoir.  Ueu_  en  laissant  la  -fonction  f  iadétenninée.  En  effet ,  puisqu'on 
peut  tirer  de  l'équation  (a),  f '(n)  =  — ^~-  ,  on  en  doit  conclure  qwe 
la  quantité  n  est  une  fonction  de  la  quantité  y.^^  ^  fonction  qu'on  dési- 
gnera dans  son  état  indéterminé,  par  lâ-carattéristtque.«4>,  elJoB  aura 

Substituant  cette  ex(if^essi(m  dans T^quatioa  (i),  U  viendra 
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En  donnant  k  ce  résnltat  la  forme 

il- est  &cile  de  voir  qne  le  premier  membre  est  mie  fonction  de*^"**; 
OB  peut  donc  le  représenter  par  <p  (^^)  f  et  il  Tiendra 

Tdle  est  la  forme  de  l'équation  générale  des  sur&ces  qoi  sont  le* 
Kmîtes  d'une  infinité  de  plans  passant  tous  par  le  point  dont  les  coor- 
données  sont  ci,  |8  et  >,  et  se  succédant  d'ailleurs  suivant  une  loi  qnel- 
confjne.  Cette  génëraUon  comprend  tontes  les  sor&cés  coniqnes;  car 
les  intersections  des  plans  consécutif  seront  des  droites  moiées  par  le 
point  commnn  h  ces  plans. 

Le  procédé  qne  j'ai  indiqué  dans  le  n'  5o5,  pour  reconnaître  mie 
snr&ce  conique,  coudait  au  même  résultat;  car  par  ce  ^procédé  il  &at 
d'abord  transporter  l'origine  au  centre  de  la  snr&ce  (Sia),  en  substituant 
'y*f>a,  y'hfi»  ^'\~y>  '^^  ^en  de  XyjTf  z;  et  qu'une  détermination 
des  quantités  a,  ^y^f  poisse  &ire  disparaître  le  terme  constant  et 
rendre  homogène  le  résultat,  par  rapport  k  x^,^,  x'.  Si  on  y  ait  alors 
aissmxf  étyssiTufy  il  se  réduira  k  une  fonction  de  m  el  de  n,  et  pourra 
être  représenté  par  f(m,  n)=so;  maîskcaasedex^s=«— «,y=:/ — j8, 
z's=z-^y,  on  aura 

m=B~5,  n=aj^,  et  par  conséquent  f(|Eî^iE3)='>* 

Les  deux  quantités  ^^^  et  -31^ ,  étant  donc  liées  par  une  même  équa^ 

tion,  on  en  peut  conclure,  comme  ci-dessns,  que  l'une  est  une  fonclioa 
de  llutre. 
n  ne  parait  p4s  d'abord  qu'on  puisse  tirer  parti  de  l'équation 

poor  reconnalbv  si  une  équation  proposée  appartient  on  non  k  une 
•ur&ce  conique  j  mais  en  éliminant  la  fonction  indéterminée  ^  par  le     - 
procédé  indiqué  n"  77 ,  et  fusant  toujours  pour  abréger  dz  =:jKLx-f-^4'* 
on  trouTers 
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z  _  jt  =  ;,  (;r  —  a)  +  y  (/ — /3). 

Ce  réinlut  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  l'ordonne'e  2,  ses 
coefficiens  diSërenlïels  et  les  abscisses  x  et^,  pour  toates  les  sarfaces 
coniques;  et  il  servira  k  reconnaître  l'équation  d'une  surfece  de  cette 
fimtiUe,  comme  l'équation  obtenue  dans  le  n*  cïté,  sert  à  reconnaître 
les  fonctions  de  or  -f-  ^• 


53 1.  La  fonction  inconnue  on  arbitraire  f  se  détermine  par  les  con- 
ditions qni  particularisent  la  snriàce  proposée  ;  l'une  des  plus  «impies 
consiste  à  supposer  que  cette  sur&ce  passe  par  une  courbe  donnée. 
Soient  F (Xj^/, a)  =  o ,  et  f(3c,^,z)=:Oj  les  équations  de  deux  sur- 
faces qni  contiennent  la  courbe  dont  il  s'agit  ;  U  Ëiudra  que  dans  chaque 
point  de  cette  courbe,  les  trois  équations  suivantes  : 

J3  =  f(^),    F(x,^,a)  =  o,    f(j:,j',z)  =  o, 

aient  Heu  à-Ia-^s. 

Faisons  -2^^-  ^/,  ïl  viendra  -^^=:^  (')>  concerons  ensuite  qu'on 

ait  éliminé  Xy  y  et  s  entre  ces  deux  dernières  équations  et  les 
équations  ï  (a:,^,z)  =:o,  f(x,j',z)  =  o,  il  restera  nécessairement 
une  équation  entre  2  et  ^  (0)^^  ^^^^  représenterons  par /^/,  ^(()]:=o; 
remettant  pour  t  et  ^  (t)  les  quantités  qu'ils  expriment,  nous  aurons 
l'équation  de  la  snr&ce  conique  cherchée. 

On  peut  encore  se  proposer  de  déterminer  le  cine  circonscrit,  à  une 
snr&ce  donnée.  Dans  ce  cas,  il  Êtut  chercher  d'abord  les  équations 
de  la  courbe  suivant  laquelle  le  cône  doit  toucher  cette  sur&ce  ;  et  il  est 
focile  de  voir  que  cela  revient  k  trouver  le  liça  des  points  on  elle  est 
touchée  par  une  suite  de  plans  menés  par  le  sonunet  du  c6ne  ,  question* 
que  nous  avons  déjà  résolue  pour  les  surfaces  comprises  dans  l'équa- 
tion 

par  un  procédé  qui  s'étend  à  une  surface  quelconque.  II  ne  s'agit  en 
effet  que  de  combiner  avec  l'équation  de  la  surface  donnée,  celle  du 
plan  tangent  mise  sous  la  forme  z  —  ^  =^(x  —  a)-f?CX  —  ^^^ 
ayant  alors  les  équtioQS  de  deux  sor&ces  qui  contiennent  k  courbe 
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par  kqaelle  doit'  pojMT  le  cône  chercté  ,  on  se  dëbairasser»  de  k 
foncUoD  srbitraire  comme  précédemment.  Dan*  l'exemple  cité ,  la  courbe 
qui  est  le  lieu  de  uras  les  contacts,  n'est  que  du  second  degr«,  poia- 
qu'elle  est  représentée  par  les  éqoalions- 

Combinant  cette  dernière  ayeci5|=I  eti^  =  ?i(0,  on  réduira 
la  première  à  ne  contenir  que  l  et  f  ((),  et  si  on  remet  ensuite  peur 
ces  quantités ,  leur  valeur ,  il  en  résultera  l'équation  du  cône  demandé. 
Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  a  dans  ce  qui  précède,  les  mojrens 
de  résoudre  analy  tiqucment  les  problèmes  principaui  de  la  perspective  et 
delà  ùéorie  des  ombre»,  en  siipço«urt  poM  cette  ^mière  que  le  corps 
lumioeui  soit  réduit  i  m  point  {Comflémnt  dts  Btm.  it  Gàwi.) 

533.  Le»  surface»  cylindriques  peuvent  être  regardées  comme  pro- 
duites par  les  intersection»  successives  d'une  suite  de  plans  menés  sui- 
vant une  certaine  loi,  perpendiculairement  à  un  plan  donné.  Soit 
aj;^.i^4-ca=o ,  l'équation  de  ce  dernier  plan,  et  ^jf+.^-f<a+u=o, 
celle  de  l'un  quelcomrae  du  pc«mi<«i  •«  tan  d'abord 

Jt  +  Bb  +  Cc=»(,^i 

et  faisant  ^  =  ™,?  =  n,fl  viendra  n  =  -^;  oett^tt  ensuite 

l'équation  ^x  +  JJr  +  Ci +>  sa  o .  »M  •»  to™» 

il  en  résahen  . 

in(te  — iîr)  +  *«— «r  +  T"*" 
La  poriUon  du  plan  représenté  par  celte  équation,  ne  dépend  pins  q« 
des  deux  qauiUtés  m  et  4"!  "  ™  ««PPO»™'  T»«  '•  «'™*«  «>■'  """= 
{onctboa  de  la  première,  nous  aurons 

Passant  ensuite  au  plan  consécutif,  en  différenliant  par  rtpport  4  »• 
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seule,  nous  obtiendrons  .  ;  , 

•      -  *x  —  fl/  +  f  (m)  ^  o. .-. .  .r. . . .  (a). 

Quand  la  forme  de  la  fonction'f  sera  donne'e-,  on  éliminera  m  entre 
ces  deux  équations;  mais  en  raisonnant  comme  dans  le  n*  précédent  ' 
On  trouvera  m=4'(^  — a?")!  d'où 

(bx—af)-\,(bx—qfr)-f.fl^(hx'^aj')}  +  $z  —  çx  =  Oi 

et  on  conclura  de  là  cpie  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques: 
sera  de  la  forme  iz  —  cj'  =:  ^  (bx  —  a/).  j 

En  éliminant  la  fonction  arbitraire'^,  il  tiâ&dt-à  i^-^'ba c'=so.' 

On  déterminait  la  fonction  arbitraire,  comme  pour  les  snr&ces  c6« 
niques. 


533.  Concevons  une  suite  de  spbères  ayant  leur  centre  sur  une  même 
ligne  droite;  chacune  d'elles  coupera  celle  qui 'bii 'est  consécutive  dans 
nn  cercle  ,  dont  le  plan  sera  perpendiculaire  il  la  ligne  qoi  joint  tous 
les  centres;  l'assemblage  des  interse'ctions  de  Ces  sphères  prises  deux 
à  deux  consécutivement ,  formera  donc  une  surface, qui,  étant  coupée 
par  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  proposée  >  donrier%  toujours  un 
cercle ,  et  sera  par  conséquent  pivduite  p»  la  révolution  d'une  certaîu» 
courbe  autour  de  cette  droite. 

Pour  exprimer  aoalytiquement  cette  génération,  nous  représenterons 
par 

les  équations  de  l'axe  de  rotation;  celle  des  sphères  dont  le  centre  se 
trouve  sur  cet  axe,  sera 

■ 

(*  -  *')' H- (7 -y)' H- (s  —  0'  =  »', 
et  pour  la  particulariser,  a  suffira  de  connaître  une  des  coordonnées 
de  son  centre.  Faisons  a' =:  m;  il  viendra,  en  vertu  des  équations  de 
l'axe  de  évolution  ,  ■ 

substituant  ces  valeurs  dans  l'éqaation  de  la  sphère ,  il  sera  facile  de  lui 

75 
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donner  la  forme 


(x— *)»  4- (/  — iS)' +  a' —  3mC(jf — 


S«piK)S4nt  eQsuile  qw  )»  graoclfor  4»  rtsroa  d«  dkaqikt  «phàrc  d«p«Qd* 
de  la  situation  de  son  centre  ,  on  pourra  faire 

a*m*  -4-  i*nt*  4-  n/  —  n'  d  f  (m)  ; 
«t  relation  ci-dessus  se  changera  en 

Es  pueant  )i  la  iphère  consécntÏTe ,  on  aura 

—  a[(x— *)fl  +  (7  — ^)*+2]  +  r(m)=:o (a). 

Si  la  fonction  f  (m)  n'est  pas  déterounée ,  oo  tirera  de  cette  deniiète 
équation 

m  «  4- [(^- «>  a+ (^  -  J9)  8-t-Oî 

et  en  «ob^Utuant  cotte  «xiarewion  ^«na  l'éqwUga  (t)>  U  neodra 

&  ïtxB'  de .  refeatioa  passaii  fap  r»rigïw  des  coordonné» ,  on  anr^t 


«=0,  ^  =  0,  ce  qui  réduiriût  l'éqnatioa  ti^àmm»  k 

et  si   cet  axe  coïncidnit  avfC  c^oi  d«t  a,  ççiWKke -on  aurait  de  pl«s 
«  =  0,  i:=Q,  il  viendrait 

JC+^+a'  =  <p(a),    ou    «  =  -»^-|ry)* 

En  éliminant  b.  fiuu^a  «rii^air^  de  r^cputiw-  géoérale ,  on:  <^ 
tiendra 

équation  de  condition ,  au  moyen  de  laquelle  on  reconnaftra  si  une 
surface  proposée  est  de  révQlutian  on.  non  ^  et  qiulle  est ,  dans  le  pre- 
.  mier  cas ,  la  position  de  son  axe  :  menant  ensuite  un  plan  quelconqae 
|ar  WUft  flrQ^>  vq  wntla,  courbe  gé»éntBwe. 
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Dans  1«B  tFo'u /amiUâi  Aê  aiirf«c<a  dont  nom  Tenon*  de  drflefnrioer 
le«  équations  générales,  l' élimination  de  la  quantité  m  a  pu  se  faire  ; 
il  n'en  sera  pas  de  même  dans  la  qncstltfn  Soivante ,  qui  renferme  les 
particularités  les  plus  importantes  de  la  Théorie  que  nous  exposons 
maintenant,  et  dont  les  résultais  jetteront  le  plus  grand  jour  sur  une 
des  principales  branches  du  Calcul  intégral. 


554.  Soit  proposé  de  trôuTér  l'équation  générale  des  Sur ^es  courbes 
rormées  par  les  intersections  successives  d'une  suite  de  sphères  décrites 
du  mime  rayon,  et  dont  tous  les  centres  sont  situés  dans  le  plan 
des  xjr,  sur  une  couHbe  donnée.  Ces  surfaces  sont  un  cas  particulier 
des  swfacês  annulaires  (Compl.  dis  Ête'm.  de  Ceo/n^),  que  nous  consi- 
dérerons plus  bas  dans  toute  leur  étendue.  En  nommant  x'  et  f  les 
coordonnées  de  la  courbe  donnée,  et  a  le  rayon  de  toutes  les  sphères 
iéqnation  générale  de  ces  surfiices  sera 

(«— 't')' +  0- —/)'  +  »• —  •'. 

Si  dn  considère  en  particulier  celle  pour  laqoelle  on  a  ;ï^=  ni, /=« 
et  qu'on  représente  par  «=(p(/n),  la  relation  qui  doit  exister  entrera  et 
» ,  en  Tertti  de  l'équatioii  de  la  COnrlie  des  centres ,  on  aura  pour  uns 
■phère  et  sa  tronsécotire 

[^— »•]■  +  [>—♦<»•)]•  +  •■=<■..,.  (1), 
[j,_«]  +[^_^(„)]^(a)=o.  ...  (5). 
L'équatiou  (a)  contenant  la  quantité  «.engagée  dans  diyerset  fbiK- 
Uons,  et  combinée  .avec  les  variables  x  et 7-,  ne  peut  plus  donner  im- 
méiatement  cette  quantité  comme  daqt  les  exemples  precodens.  Tool 
ce  qu'on  peut  obtem'r ,  tant  que  la  ferme  de  la  fonction  f  reste  indéter- 
minée, c'est  une  équation  entre  les  variables  œ,  j-,  j  et  les  coefficiens 
différentiels  p  et  ^.  Pour  y  parvenir,  on  différenUer.  la  première  équatioD 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  \y  successivement,  et  eu  regardant  m 
comme  constante  ;  car  il  est  aisé  de  voir  qu'en  vertu  de  l'équation  (a) 
tons  le»  termes  résultant  de  la  variation  de  m,  soit  par  rapport  ii  x  soit 
par  rapport  \y,  seront  nuls.  D'après  cette  observation,  on  Croavera  . 

Mettant  dans  l'équation  (i),  pour  x  —  m  et/-^»(m),  le,  vJen„ 
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que  donnent  ces  dernières  équations,  il  viéni*  -  • 

■  ■  ^::  '  "  -(t  -+-;>• + ?')  a'  =■«■  ; 

ce  qui  montre  que  dans  toutes  les  surfaces  cherchées  la  longnenr  de  h 
normale,  prise  à  J'égatd  du  plan  des  ^,  est  consUnte  (^ij),  ré- 
sultai qu'on  pouvait  prévoir  d'ailleurs  d'après  leur  génération.  En  effet, 
on  verra  bientôt,, avec  un  peu  d'attention,  que  l'une  quelconque  de 
ce*  surfeces  peut,  être  envisagée  comme  composée  d'une  iofiDÎté  de 
zones  infiniment  étroites ,  prises  sur  chacune  de»  sphères  qui  coqeonreot 
a  sa  formation  ,  zô.oçs  qui  sont  déterminées  pur  .cette  sphère  par  ses 
intersections  avec  celle  ;qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  ;  chacune  de 
ces  zones  jouissap^^e  U  propriété  de  la  sphère,  leur  limite,  ou  la  sur» 
face  cherchée,  en  jouira  par  conséquent  aussi.  .      ■  ,       ■ 

Le  problème  actuel  est  jurfeitement  analogae  à  celbi  où  il  s'agit  da 
déterminer  une  courbe  qui  touche  tous  les  cercles  décrits  d'an  même 
rayon  sur  les  diSereoi^  «points  d'une  courbe  donnée  (a6a).  Les  z6nes  que 
nous  venons  de  Êiire  remartjuer  ici,  sont  i-eraplacées,  dans  l'article  cité, 
pyr  les  petits  arcs  com[n'i^,snr  chaque  cercle  entre  ses  intersections  avec 
Celui  qui  le  précède  et  avec  celui  qui  le  suit;  la  courbe  cherchée  ne 
touche  le  cercle  que  ^dans  un  point  ;  mais  la  sur&ce  a  sur  chaque  ^hère 
an  contact  dans  toute  la  circonférence  d'un  cercle.  En  effet  j  tant 
qna  la  quantité  m  Sera  regardée  comme  constante  ,  les  coefficiens 
différentiels  p  et  ^  auvent,  pour  la  sphèrereprésentée  par  l'équation  (i), 
la  même  valeur  qvti»  pour  la  surface  cherchée  ;  mais  l'équation  (a)y 
qui  exprime  cette  (jOTtcUbOn  ,  peut  être  considérée  comme  celle  d'un 
plan"  élevé  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement  a  ceini  des 
gçy}  et  sa  combinaison  avec  l'équation  (i)  donnera -le  grand  cercle  dont 
la  circonférence  contient  tous  les  points  de  contact.  Ce  plan  est  aussi 
perpendiculaire  à  la  c^bHie  qui  contient  les  centres  des  sphères  gêné- 
raitrîces  ;  car  l'équationf  (a)  est  évidemment  celle  de  la  normale  à  la 
courbe  dont  les  coordonnées  sont  m  et  f  (m). 

Les  exemples  des'&rlides  précédens  sont  susceptibles  des  mêmes 
remarques,  et  la  sut-fàcé  limite  touchera  chacune  des  sur^ices  générai 
trices,  suivant  la  ligne  exprimée  par  l'enisenible  des  équations  que  nous 
avons  désignées  par  (i")  iét  (a).  Le  cône  et  Je  cylindre  toucheront  leurs 
plans  générateurs jlaos  tonte  l'étendue  d'une  ligne  droite;  la  sur&ce  3e 
révolution  touchera  ses  sphères  géDçratr;ices  suivant,  u»  cercle. 
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335.  Sçit  en  général  ^  =  o ,  une  équation  entre  x^y  et  i  et  une 

constante  arbitraire  mj-en  passant  de  l'une  4es  .surlaces  que  représente 

cette  équation^  à  celle  qui  lui  est  consécutive^  on  aura  pour  les  points 

commune  à  tontes  deux ,  ^ —  =:  o.  Le  résultat  de  l'éliminatioa  de  m 
entre  cette  équation  et  la  précédente,  appartiendra  a  la -surface  formée 
par  les  intersections  successives  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 
y^KO.  Lorsqu'on  donnera  à  m  une  valeur  particulière,  le  système  de* 
.deux  équations  /^=:o  et  g— =  0,  exprimera  la  ligne  suivant  laquelle 
la  surface  génératrice  qui  répond  h  cette  valeur,  est  touchée  pv  la 
£nr&ce  limite. 

Cette  dernière  proposition  peut  se  prouver  analytiqnement ,  sans  re- 
courir à  la  considération  des  intersections  successives  des  surfaces  géné- 
ratrices; car  si  on  difierentie  l'équation  /^=:o,  par  rapport  à  j:  et  à^, 
en  n'y  regardant  plus  m  comme  une  constante ,  mais  comme  uae  fonc- 
tion de  ces  variables  y  on  trouvera" 

Ar    ,àV  àm         AF     __ 

équations  qui  ,  lorsqu'on  aura  0--  =^  o  ,  se  réduiront  & 

ir   ,Ar  ^  AT    ,   AV 

et  qui  par  conséquent  seront  encore  satis&ites  par  l'équation  ^s=o, 
lorsqu'on  n'y  regardera  plus  m  comme  une  constante^  pourvu  qu'on  ait 
égards  la  relation  qu'établit  entre  les  variables  x^y  et  z,  l'éqnatîon  -i— =ro.  ' 
Il  soit  de  Ik  que  l'équation  résultante  donnera  encore  la  même  Valeur 
de  l'ordonnée  z  et  de  ses  coefficiens  différentiels  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  et  de  j',  qui  auront  entre  elles  la  relation  établie  par  l'équation 

^ —  =  o  ;  la  sarface  exprimée  par  la  première ,  touchera  donc  celles 
qne  représente  ^=  o,  sur  toute  la  ligne  donnée  par  le  système  d'équa- 
tions r^o  et  g^  =  o  (5i5). 
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556.  LescouTbe««aiTaatl0»<pieUe»fle  coupent  denx  surfaces  ge'nérktrices 
comécutÎTss ,  ont  été  nommées  par  M.  Monge,  les  kartxctéiistiques  Sié 
la  sarfkce  limite ,  parce  qu'en  effet  elles  impriment  &  cette  surface  na 
caractère  indépeudant  des  conditions  aux<{ueUes  elle  peut  k\tt  awnjétic  : 
quelle  que  soit  la  courbe  des  centres  dans  l'exemple  du  n*  534  >  ^*s 
caractéristiques  n'en  seront  pas  moins  des  cercles. 

Chacune  des  sur&ces  géne'ratrices  contient  deux  caractéristiques  qui 
pourront  en  gênerai  se  couper  :  leur  point  de  rencontre  se  trouvera 
«a  même  temps  sur  trois  sarfkces  génératrices  consécntiTes  ,  ensorte 
que  ses  coordonnées  demeureront  constantes ,  quoique  la  quantité  A 
ait  varié  deux  fois;   on  aura  donc  en  m%me  temps  ,  pour  Ce  point» 


Lorsqu'on  donnera  à  m  nne  valeur  particulière ,  ces  équations  déter^ 
mineront  les  trois  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  deux  carac- 
téristiques situées  sur  la  surface  génératrice  qui  répond  à  cette  valeur  ; 
mais  si  on  élimine  m ,  il  ne  restera  qna  deux  équations ,  qui  appar- 
tiendront à  la  courbe  formée  par  l'ensemble  des  points  de  rencontre 
des  caractéristiques  prises  deux  à  deux  consécntivemeut.  Cette  courbe 
ayant  un  de  ses  petits  c6té*  sur  cbacnne  des  caractéristîqnes ,  les  tou- 
chera toutes  f  et  sera  à  leur  égard ,  ce  qu'est  la  sur&ce  iimite  par  rap-> 
port  aux  surface*  génératrices. 

.   Dans  l'exemple  du  n*  534,  ^ï  o°  '^it    ^■^'"■  =  ip'(w),  on  aura  ponr 
la  courbe  dont  on  vient  de  parler,  les  trois  équations  suivantes 
[jf  — w]«H-0  — ç(«)}'H-«^>Ka'  (0,- 

qw  doivent  $e  réduire  à  deux,  lorsqu'on  atira  asMgné  une  forme  par* 
ticBltèrefc  k  Inaction  ^(m),  pxrce  qu'il  «en  possible  alors  d'éliminer 
k  quantité  m  ;  le  résultat,  eotnposé  de  deux  équations,  né  renfermant 
plus  que  las  variâmes  Xf^t-*»  iadiiiacra'  daux  surEaces  courbes  con- 
tenant en  même  temps  la  courbe  cherchée»  qui  sera  par  couséqoexa 
leur  intersection. 

Dans  Tétat  général  de  la  fonction  <p('»),  on  ne' saurait   déduire  deS 
équations  ci-dessus ,  qu'nne  équation  différentielle  à  trois  variables ,  qui 
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dlMrùne  «ne  propriété  conuBone  ^  toutes  let  courbea  formées  par  les 
intersections  successives  des  caractérÏEtiqties  des  sor&ces  de  la  famillo 
à  laquelle  appartiennent  les  équations  (i)  et  (3).  Ponr  parvenir  à  celte' 
équation  diflérentielle ,  il  fcut  différeptier  les  équations  (1)  et  (9)  ,  en 
y  regardant  m  comme  constante ,  ce  qui  est  permis  par  les  équtfiant 
(a)  et  (3),  puisqu'en  nonjwaat  ^=0  l'équation  (i),  elles  ne  sont 
autre  chose  que  ^ —  =  o ,  -j-;  ^  o.  En  opérant  ainsi ,  on  obtient 

(x  — m)dr4-[j— ^(m)]d^H-zdz=3  0  (4), 

d«  -t-  drp'C")  ==  *>  (^)î 

çt  si  on  détefroine  9'(m))/  — ^C*»^  et  x— m,  par  les  équations  (5),' 
(4)  et  (a),  on  trouvera 

subslituaitf  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  viendra 
a»  (dj- H- d?^  +  dz»)  =  «•  (dx*  +  dr»)  , 
équation  dont  on  trouvera  plus  loin  U  signification  géométriqiie.' 


ZSf.  Chacun  des  cas  pvticviîers  des  sur&ccs  lînntes  ne  touche  que 
la  suite  des  surfaces  génératrices  qui  correspondent  à  une  même  formQ 
de  la  fonction  <p  dans  féquatîon  ^=0;  les  diverses  formes  que  cette 
fonction  p«ut  prendre ,  donnent  lien  à  une  suite  de  sur&ces  limites 
qài  peuvent  être  tonchées  'quelquefois  pav  nue  supfeee  unique ,  laquelle 
touche  par  conséquent  toutes  les  snr^ces  particulières  .qu'on  déduirait 
de  réqnation  V  ■^Q^  en  donnant  à  /n  et  ii  la  fonction  ç,  toutes  les 
yalenrs  et  toutes  les  formes  possibles.  C'est  la  relatloB  établie  entra 
m  et  tp  (a>}j  qui  particularise  la  loi  d'après  laquelle  les  sur&ces  géofé- 
mtrices  se  succèdent  les  unes  aux  autres  ;  et  puisque  pour  passer  de:' 
Tune  d'elles  à  sa  consécutive,  on  a  fait  varier  m,  3  estériilent  qve  pottf- 
Jkasser  de  fnne  des  surftices  limites  à  sa  consécutive,  3  &udnt  feire 
varier  9 (m)  indépendamment  cle  m;  car  c'est  1&  te  seul  moyen  d'exprï-* 
mer  que' la  fonction  f  a  changé.  On  aura  donc,  en  représentant  par  n 

U  qutaUi^  f  ("i);  d^  ~  **'  !^^  ^^  ^*  poiols  de  l'iaterseftio»  de 


I  *JJiiL,    UNIV. 
J         GENT 
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àenx  surfaces  limites  consécutires  :  il  faudra  joindre  cette  éqnation  arec- 

^=  o  et  g—  =  o;  ,et  en  observant  qaç  cette  dernière,  dans  laquelle  on 

a  feit  varier  f(m).<a  même  temps  que  m,   pent  être  mise   soos  U 

forme 

d^        df^  du  _ 

dm         d»  dm  "^     ' 

on  voit  qu'il  en  résultera  les  trois  équations 

rjr  dr  dV 

^='*»       d;T=»'      ^=0' 

qui  serviront  3i  éliminer  m  et  n. 

Les  considérations  purement  analytiques  auraient  conduit  an  même 
résultat;  car,  en  diflerentiant  l'équation  /^=o,  en  y  regardant  m  et  n 
comme  des  fonctions  de  x  et  de^,  on  trouve 

dV    ,dr  dm        dV  dn        dr     _ 
"3*  "*" aST  de  "*"  d«  dx"*"  dT^  — °» 
dr  ,  d^  dm  ,  d^  d»  ,  d^ 

faisant  g—- ^o,  t--  =  o,  et  raisonnaot  comme  dans  Je  n'  555,  oa 
s'assurera  que  la  sur&ce  représentée  par  l'équaUon  résultante  de  l'éli- 
mination de  m  et  de  n,'  entre  les  équations  V's^q,  ^=zo,  -^  =  oi 

doit  toucher  chacune  de  celles  que  donne  l'équatioQ  f^;7  0,  quand  m 
et  n  sont  iudépeadaQtes. 

En  faisaiit  i^(/n) as» dans  l'exemple  du  n*  334»  on  trouve  ^=x— m; 
■y—  =_^--.n,  et  par  conséquent  ms=x,  n=s:j't  substituant  dans  l'équar 
tiou  f^s=o,  on  (j;  — m)*-^- (_^— b)*4- a'  =  a',  il  vient  z  =  ±fl. 

Cette  équation  indtqne  deux  plans  parallèles  à  celui  des  jçj',  et  qui 
en  sont  éloignés  de'lai  qutntitéa,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous, 
solution  qui  pouvait  se  prévoir  &cilemeot;  car  il  est  visible  que  toutes 
les  sphèfes  ayant  leur  centre  sur  le  plan  des  xjr  ^  et  décrites  du  m^e 
nyon, 'seront  touchées  p^  4eax  plans  p^r^llèles  à  celui-là. 


538.  11  reste  îi  déterminer  la  fbnction  ^,  pour  que  la  tur&ce  limite 
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sads&sse  à  quelque  condition  particulière  :  nons  supposerons  d'abord 
que  toutes  les  surËices  génératrices  doivent  toucher  une  même  sur&ce 
donnée,  dont  l'équation  soit  représentée  par  ¥(x,j-,  z)  =  0,  et  dans 
laquelle  les  coeiGciens  diflërentiels  de  l'ordonnée  z  soient  désignés  par 
P  et  Q-  Au  point  de  contact  de  cette  dernière^  avec  l'uae.  quelconque 
des  surfaces  génératrices ,  les  équations 

r=0,         F(X,^,«)=0,         P=p,         Q=:ifi 

auront  lieu  en  m^e  temps  ;  on  en  pourra  donc  chasser  les  coordoiH 
nées  x>/  et  a,  et  il  restera  une  équation  entre  m  et  <p  (m),  qui  fera 
connaître  la  composition  de  la  fonction  4). 

Nous  considérerons  encore  le  cas  on  la  surface  engendrée  serait  as- 
«njélie  à  passer  par  une  courbe  donnée;  Soient  F  (a:,/,  z)  =  o," 
F,(x,_y,  a)  =  o,  les  symboles  des  équations  de  cette  courbe;  il  est 
évident  qu'elle  sera  touchée  à-la-fois  par  les  plans  tangens  de  chacune 
des  sur&ces  que  représentent  les  équations  ci-dessus ,  et  que  par  cod-< 
séquent  l'intersection  de  ces  plans  sera  sa  tangente  :  mais  si  dans  toute 
«on  étendue  elle  touche  la  surface  limite ,  elle  touchera  nécessairement 
chacune  des  génératrices,  et  par  conséquent  ses  tangentes  seront  aussi 
dans  les  plans  tangens  de  ces  dernières  surfaces. 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  conditions  ,  nommons  P  et  Ç,  les 
coefficiens  différentiels  de  la  première  sur&ce ,  P^  et  Q  ,  ceux  de  la 
seconde;  les  équations  de  leurs  plans  tangens  seront 

s^  —  z'  =  P  (a:  —  x')  +  Ç  (^  — y  )  , 

«t  les  projections  de  la  droite  qui  en  est  l'intersection,  auront  pour 
équations 

*  —      pQ_pQ      y        r       J  ^  PQ.—  P,Q      ' 

Pour  que  cette  droite  se  trouve  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  gé- 
nératrice, plan  dont  l'équation  est  z  —  z'  =  pÇx  —  ^)  +  ?(^ — y),  il 
frudra,  qu'en  mettant  au  lieu  de  x  —  x*  et  dej-— y,  les  valeurs  pré- 
cédentes ,  le  résultat  boit  identique  ;  on  aura  donc  ' 

'■'  .  76 
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cette  '^qufttion  réunie  avec  les  suivaDl^ 

donnera  par  rélimination   de»  coordonnées  *,/,  3,  k  rdation  qui 
dent  *Toir  lieu  entre  m  et  ç  (m). 


339.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  sur&ces  dévelop- 
p^es<  Ces  EbriaGes ,  dont  le  caractère  est  de  ponvoir  s'étendre  et  s'ap* 
plitjner,  sans  déchirure  ni  dupUcature,  sur  un  plan,  sont  engendrées 
par  les  intersections  consécutive»  d'une  suite  de  plans  mene's  d'aprè» 
UDe  loi  quelconque.  Leurs  principales  propriétés  sont  exposées  par  des 
considérations  géométriques  ,  dans  le  Cort^lément  des  Élémens  de  Géth-. 
mêtrie.  Euler,  dès  177a,  les  avait  exprimées  analytiquement>  et  je  vais 
l^s  donner  à  peu  près  comme  les  a  présentées  M.  Mouge. 

L'équation  d'un  plan  renfermant  trois  constantes  arbitraires,  il  faut 
que  la  loi  de  succession  des  plans  qui  engendrent  une  surface  dévelop- 
pable  ,  soit  telle,  que  deux  de  ces  constantes  soient  déterminées  en  fonc- 
tion de  la  troisième,  pour  qu'après  un  plan  quelconque  on  n'en  paisse, 
trouver  qu'un  nombre  détermiué  de  consécutiâ:  prenant  z=^jH-i^-HBy 
pour  l'équation  des  plans  proposés,  et  iàisant  ^^f(m),  jSs^-^  (m), 
les  caractéristiques  ^  eX-^  désignant  deux  fonctions  quelconqae&  ,  Véqua- 
^n  générale  des  surfaces  développables  sera  le  résultat  de  Véfimîiuitioa 
de  m  entre  les  deux  suivantes  : 

2  —  m  =  jr^  (m)  +  ^"4  (m) (i), 

^  .  =:^(m)  H-r^'X») W- 

Oa  peut  &ire  disparaître  les  fottctioas  arbitrdres  f  et  4'  P*^  ^  diffé- 
rentiation;  car  eu  différentiant  d'abord  l'équation  (i),  par  rapport  à  jr 
et  par  rapport  à  j-  successivement,  et  en  regardant  m  comme  constante, 
en  veftu  de  Téquation  (3),  on  trouvera 

et  puisque  ces  résultats  nous  font  TOÎr  que  le»  coefficient  différentieU  p 
et  y  sont  des  fonctions  de  la  même  quantité^  nous  devons  en  conclut 
que  p  est  une  fonction  de  ^,  et  vice  vend  :  nous  poserons  donc 

P  —  1C{q). 
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DiâTérenliant  eette  équatioa  par  rapport  a  «  et  par  rapport  à  y,  en  ^ 
Hot,  comme  dans  le  u*  3j4« 

àp  :=.  rda;  -|-  *4r»  ^9  =  *d^  •+■  tdjr , 

on  trourera  r=iV(9),  *  =  e*'(y);  et  êliminaat  ir'(y),  il  viendra 

rt  —  f  '  =  o  : 

c'est  cette  équation  qui  exprime  le  caractère  de»  surfaces  développâmes , 
indépendamment  de  la  fonne  d£s  fonctions  ^  et  ^^  ^  a«u»  ùistu^^t-s* 
ou  e=Of  dans  les  expressions  du  rayon  de  courbure  données  n*  Sai 
l'une  d'elles  devient  infinie  ;  les  «nrfàces  développables  ont  donc  uns 
de  leurs  courbures  nulle.  Le  rayon  de  l'autre  courbure  se  détermine  en 
prenant  la  valeur  de  <f  dans  l'équalion  du  premier  degré  à  laquelle  se 
réduit  l'équation  (7),  lorsque  rt»— j'wso. 

Les  surfaces  développal^es  Mtit  touchées  par  leur  plan  tangent  éànÉ 
loute  l'étendue  de  la  ligne  droite,  qui  est  leur  caraetérisdqne ,  et  que 
représente  l'ensemble  des  équations  (  i  )  et  (1).  Le  système  des  trois 
équations 

j  —  m  CE  xip  (m) -f- _^4' ('") 

0=ar^'<'")+r4'('») 
exprimera  (536)  la  conrbe  produite  par  les  intersections  succesaiv^ 
des  caractéristiques,  et  à  laquelle  M.  Monge  a  donné  le  nom  d'arête  de 
rebroussetaent,  La  connaissance  de  cette  courbe  suffit  pour  déterminer 
la  surface  développable  à  laquelle  elle  appartient,  puisque  toutes  les 
caractéristiques  de  cette  surface  ne  sont  que  les  tangentes  de  son  arête 
de  rebroussement ,  et  qu'elle  peut  par  conséquent  être  regardée  cemme 
l'assemblage  des  tangentes  de  cette  couibe.  Les  équations  primitives  des 
surfaces  développables  présentées  sous  ce  point-de-vue,  diflerent  des 
précédentes,"  et  je  les  donnerai ,  lorsque  je  parlerai  des  courbés  à  double 
courbure  (544);  je  vais,  pour  le  moment j  m'occi^>erdeladéterimâatioir  ' 
des  fonctions  arbitraires  que  contiennent  les  équations  (1)  et  (a). 

L'une  des  conditions  les  plus  simples  consiste  à  supposer  que  la 
«nrface  déreloppable  cberchce  doive  loucher  en  même  temps  deux  sur- 
fcces  données.  Pour  traiter  ce  cas,  posons  que  T  (x,^;',  z)  =  o  et 
^X^tTt  z):=o  soient  les  symboles  des  équations  de  ces  sur^ces;  dans 
les  points  qui  lenr  sont  communs  «vep  le  Mirjace  développaUe  cber^ 
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obée  les  surfaces  donnée»  doivent  avoir  toutes  deux  pour  plan  tangent 
l'un  des  plans  générateurs  ;  désignons  par  x',  /,  z\  les  coordonnées  da 
point  où  ce  plan  touche  la  première  sur&ce  donnée,  et  par  x'^y^  ^, 
celles  du  point  où  il  louche  la  seconde;  posons  de  plus  que  l'équatioa 
F  fx'  y  z')  =  o  donne  ds*  =  i'dj/ -J- Qd;-' ,  et  que  de  Téquation 
"S  (x',y,  o  =o,  on  tire  Az'  =s  P^Ajf  -\-Q^Ay  ;  puisque  par  ceJJe  da 
pian  générateur  on  a  àzi=Ax(p{m)-it-àf-\'{m) ,  il  viendra  pour  son 
contact  avec  la  première  surface  donnée, 

et  pour  son  contact  avec  la  seconde, 

2'_m  =  a:*<p(m)-fy4(m),       ^(/«)==/>,,       +Cm)=Ç,. 

Joignant  les  trois  premières  équations  avec  F  (x' ,  y,  s')  =î  o  ,  on  en 
chassera  a/,/  et  a',  et  on  aura  une  relation  entre  m,ip{m)  et  ^|'(/n)^ 
les  trois  dernières  combinées  avec  F(j:',  j*,  a')  =  o,  en  donneront 
pareillement  une  après  l'élimination  de  a^  ^y  et  =',  et  on  poum  par 
conséquent  connaître  la  forme  des  fonctions  Ç  et  -sf-  (♦). 

Si  OQ  se  proposait  de  faire  passer  la  sur&ce  développable  cherchée 
par  deux  courbes  données  ,  . 

F(x',/,V)  =  o...     et    f(x',y,0  =  » 0) 

étant  les  équadoas  de  la  première. 

F.C^»y»  O  —  o. . .        tX'^,y,z')  =  O (a) 

celles  de  la  seconde,  on  trouverait,  comme  dans  le  n*  précédent,  <iae 
les  équations  de  leurs  tangentes  seraient  de  la  forme 

maïs  le  plan  générateur  devant  toucher  ces  deux  courbes  à-la-fois,. 


C*^  La  question  que  nom  TSaons  de  traiter  renferme  la  solution  du  problème  pè- 
serai de  la  théorie  def  ombres  et  des  pénombre»  ;  car  en  «uppoâant  que  l'un*  de» 
■urfaces  données  foit  lumineuse,  l'ombre  et  la  pénombre  de  Vautre  iurface  »eroat 
eomprise»  eotie  tes  nappes  àe  la  surface  développable  circonacrite  en  m«me  tempii 
c«i  deux  surface*.  (Vo^vz  ifém.  dr;  Cuvant  étrangers,  T.  IX.) 
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contiendra  nécessairement  leurs  tangentes  ,  et  comme  il  doit  passer  par . 
les  points  dont  les  coordonnées  sont  j:',y  et  z',  jc^,7^  et  z',  on  aura 

ï'  _  m  =  x*  ip  (m)  -t-/4.  (m) (  i  )  , 

z'  _  m  =  x'<p  (m)  +/4,  (m) (a). 

Relrancliant  saccessÏTement  ces  équations  de  a— ni=a:<p(m)-f-_^4'('")> 
il  viendra 

a-z'  =  (x-y)p(«>)H-c^-/HC'»), 

et  z  —  »•=  (x  —  x')(p(m)  +  (^— y)4('n); 

rabstîtaant  pour  x  —  jc*  et^ — y,  x — x'  ety — y^  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  dics  tangentes  des  courbes  données,  il  en  résultera  les 
équations 

^=.M<p{m)+N^{m) (i), 

I  —Mpim)-i.N,-\{m) (a); 

eomliinant  ensemble  les  quatre  équations  (i),  on  trouvera,  apr^s  l'éli- 
mination des  coordonnées  x\  y  et  s',  une  des  relations  qui  doit  avoir 
lieu  entre  m,  9  (m),  4  (^)  >  ^^  Tautre  sera  h;  résultat  de  l'élimitialioa 
de  x^t  y,  s%  entre  les  quatre  équatious  (a). 


540.  L'équation^générale  de  toute»  les  surfaces  iôrmées  par  les  in- 
tersections successives  d'une  suite  de  sphères,  dans  lesquelles  le  rayon 
Tarie  en  même  temps  que  la  position  du  centre,  contient  trois  fonc- 
tions arbitraires;  car  l'éqoation  d'une  spbêre  quelconque,  étant 

fa:-.)--f.(7-|8)'+(z-^>-  =  /'; 

À  l'on  fait  dépendre  Iti  quantités  <t,  ^,  ^,  de  la  quantité  «T,  on  aurs 
pour  l'iatersection  des  deux  sphères  consécutives, 

-[x-?(/)j»-W-|>-4(J')]+'W-[^— '(J)]'''W='l'- 

L'élimination  des  fonctions  arbitraires  demande  trop  de  calcul ,  pour 
trouver  place  ici  ;  nous  observerons  seulement  qu'il  faudrait  ponsser* 
les  dîférentiations ,  par  rapport  à  chaque  variable  successivement ,  lusques- 
au  troisième  ordre,  en  faisant  varier  S'yëti  ftSérne  temps  que  chacune 
des  coordonnéss  x,^  et  2  :  d'ailleurs  dans  nfl  detf  articles  suivaus,  non» 
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ferons  niage  d'nn  procédé  dont  l*applicadoa  «implifienaàt  let  opéntioiu 

à  effectuer  dans  cet  exemple. 

Pour  particulariser  la  surfece  que  nous  considérons  ,  il  faudrait  trois 
conditions  j  on  peut  se  proposer  en  effet  d'assujétir  les  sphères  généra- 

'trices  à  toucher  i-la-fois  trois  sur&ces  données ,  ou  faire  passer  la 
surfiice  limite  par  trois  courbes  données;  il  sera  ûiciLe  d'app]i<}uer  à 
l'une  et  à  l'autre  de  ces  questions,  les  méthodes  des  n°*  précédeos. 


541.  On  peut  parvenir  ani  équations  générales  des  âîrerses  familles 
de  surfaces ,  eu  employant  immédiatement  la  considératlou  des  lignes 
dont  elles  sont  composées.  Soient  /^=Oy  /^,^o,  les  équalioas  d'une 
ligne  quelconque  ;  cette  ligne  variera  de  forme  on  de  position  ,  lors-, 
qu'on  changera  le?  valeurs  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans 
ses  équations  :  si  donc  on  établît  une  relation  entre  plusieurs  de  ces 
constantes j  et  qu'on  en  élimine  une,  on  parviendra  à  un  résultat  qui 
exprimera  l^osemble  d'une  infinité  de  lignes,  de  la  ménae  nature  que 
celles  que  représentent  les  équations  ^=d  et  /^^=£0.  Quelques 
exemples  éclairciront  suflîsanunent  cette  théorie. 

Si  on  considère  d'abord  toutes  les  droites  assujéties  à  passer  par  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a.,  /3  et  y,  leurs  équations  seront  de 
la  forme 

_>-  —  |8  »  a  (a:  —  a)  ,       «  —  j-  =  t  (x  —  •)-» 

&isoDS  h  =  f(a)f  et  mettons  pour  d  et  £  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions précédentes,  il  viendra 

équation  qui  appartient  ii  toutes  les  sur&ces  coaîqaes  formées  par  les 
droites  menées  par  le  point  donné. 

Supposons  que  tontes  les  droites  génératrices  doivent  être  paraUèles 
entre  elles;  les  quantités  a  et  b^  dans  les  équations 

j-z=ax  -i-a,        z=  bx  ■+-  0 1 

resteront  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  droite  qne  I'ob  considère  en 
pardculier ,  et  il  n'y  aura  que  les  quantités  *  et  /S  qui  varieront  ea  pas- 
sant d'nne  droite  à  une  autre;  on  fera  donc  ^  =  ^(a),  et  il  viendra 
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Ls  première  de  ces  équadons  donne  a  ^^y  —  <ijc ,  et  subsUtaa&t  dans 
la  Mcondc,  on  trouve 

z  —  ix  =  (p  (7  —  *c)  ,  ■ 

éqnatioD  qu'il  est  aisé  de  £iire  rentrer  dans  celle  du  d"  33a. 

Si  les  droites  génératrices  devaient  être  tontes  parallèle*  an  plan  des 
X  ^y  i  et  passer  par  l'axe  des  s ,  leurs  équations  se  réduiraient  \ 


7 


==  ox    et    z  =±  £ 


Les  quantités  a  et  )3  variant  d'une  droite  aune  autre,  on  posera  ji3=:<p  (a); 
et  comme  a;=^  ,  on  aura  z  =  ^  (  )*  équation  de  la  sur&ce  décrite 
dans  le  n'  89  du  Complément  des  Éîémens  de  Géométrie.. 

Les  équations  z=  -*•  -".-^  et  2  =  .--  ~^.  ,  ?  ~  Ai»  "Sont  on  s'est 
occupé  n"  i53 ,  expriment  les  ordonnées  de  deux  sur&ces  de  ce  genre  ; 
car  si  ponr  simplifier  on  met  x  à  la  place  de  x  —  a,  et  y  à  la  place 
de^  — ^,  ce  qui  revient  k  transporter  l'origine,  on  aura 

ex        c  cxy  X 

B  est  facile  de  voir  maintenant  pourquoi  les  fonctions  z  dévieraient 
indétenninées,  lorsqu'on  fait  x=a  etj-=^h  dans  leur  première  forme,, 
on  X  =:  o  et  jf^s=  o  dans  lelir  seconde  :  les  points  qui  répondent  à  ce* 
dernières  abscisses  sont  dans  l'axe  des  z,  sur  lequel  tombe  une  or- 
donnée de  chacune  des  droites  génératrices,  doat  le  nombre  est  infini; 
lorsqu'on  fait  ^=:rR,  on  considère  une  de  ces  droites  en  particulier, 

et  on  n'obtient  plus  que  l'ordonnée  qut  lui  appartient. 

IVous  n'avons  encore  supposé  que  deux  coefficient  variables  dans  les 
équations  des  droites  génératrices;  il  y  en  aurait  trois,  si  on  consi- 
dérait une  droite  assujétie  seulement  à  passer  par  l'axe  des  z ,  et  qu'on 
regardât  comme  inconnues  les  deux  autres  conditions  qui  doivent  par- 
ticulariser sa  position. 

Les  équation*  d'une  pareille  droite  étant  de  la  forme  7  3=:  ox  et 
3=£&x-{-^,  on  ferait  &  =  ç(â),  /3  =  ^.(a),  d'oii  il  résulterait 
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Les  fonctions  arbitraires  que  reuferme  cette  e'quation  ipenvent  être 
déterminées,  eu  se  donnant  deux  courbes  par  lesquelles  doive  passer 
la  surface  proposée. 

Venons  maintenant  au  cas  général,  en  regardant  comme  variables  en 
même  temps  les  quatre  coefficiens  a,  «,  J,  /3,  qui  entrent  dans  les 
équations  de  la  droite  génératrice.  Lorsque  trois  de  ces  coefïïciens  se- 
ront donnés  eu  fonctions  du  quatrième,  U  loi ,  suivant  laquelle  on  passera 
d'une  droite  à  sa  consécutive,  sera  déterminée  :  posons  donc 

les-  deux  équations 

j=ssax-^a,         z  =  ftx  +  ^, 
deviendront 

j  =  ax-h<P(a)--.  (i)  z  =x4.  (a)  +  *  (a). . .  (a): 

Le  système  de  ces  deux  équations  représente  toutes  les  surfaces  com- 
posées de  lignes  droites,  ou  engendrées  par  une  ligne  droite  qui  se 
meut  d'une  manière  quelconque  ;  pour  les  particulariser ,  il  but  troi$ 
conditions  :  on  p^t  donc  assujélir  la  surface  cherchée  à  passer  par 
trois  lignes  données. 

La  droite  génératrice  devant  couper  chacune  de  ces  lignes  ,  il  kudra 
.  que  les  équations  (i)  et  (2)  aient  lieu' en  même  temps  que  les  leurs; 
éliminant  les  coordonnées  x^j-  et  z ,  entre  les  deux  équations  de  la 
première  de  ces  lignes  et  les  équations  (1)  et  (a)  ,  on  aura  un  résultat  qui 
exprimera  la  relation  que  doivent  avoir  les  quantités  a,  9  (n),  -^(a)  et 
•ff((i),  pour  que  la  droite  génératrice  puisse  couper  cette  première  ligne; 
on  combinera  de  même  successivement  les  équations  (1)  et  (a)  avec 
celles  de  la  seconde  ligne  donnée  et  avec  celles  de  la  troisième,  et  on 
se  procurera  par  là  ,  entre  les  fonctions  arbitraires  et  la  quantités,  deux' 
nouvelles  équations  qui ,  conjointement  avec  celle  dont  on  vient  de 
parler,  détermineront  la  forme  de  ces  fonctions. 

Nous  prendrons  pour  exemple  le  cas  où  les  trois  lignes  données  sont 
droites,  et  nous  représenterons  leurs  équations  par 

j'  =  /^x  -i-  a'  \    y  =  ifx  +  **  )    j'  =  i^x  -f*  «'  1 
s  =  *'x-f-/3^J     z  =  i'j:H-^'j     z=:A-jc-f-/S*l'*. 

combinant  successivement  les  équations  (i)  et  (s)  avec  chacune  ife* 
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pr^édentes,  et  remetum  pouc abréger  s,  i  et  ^,  an  Ë^a  des  i^nctioDS 
f(a),  4(0)  «(«(•)>  on  «ua  les  trou  ^quatioM 

(»  —  »')  (^  —  /9')  — («  —  «')(*  — y)  =  o, 
(»-«•)  ((9  - /8') —(«-»•)(*-*')="  . 
(a  -  «'K/S  -  r) -(«-«')(*-*')  =  o  . 

qui  donneront  les  vadears  de  «,  i  et  ^ ,  en  n  ;  lulistituaat  ces  valeiirs 
daa5'(i)  et  (2),  et  éUmùuattf ,  on  parviendra  à  l'équation  de  k  sur- 
&ce  cherchée.  Nous  n'eatrerons  pas  dans  les  détails  de  ce^  calculs, 
({tt'on  peut  simplifier  eu  &îsaat  ceÏBcider  une  des  droites  données 
avec  l'axe  des  x  ;  nous  dirons  seulement  ipM  ic  résultat  appartient 
à  l'hyperboloïde  à  ooe  nappe  (5o4)}  ot  que  lorsque  cette  sw&ce  est 
de  révolution ,  dlç  peut  être  engendrée  aussi  par  une  ligne  droite  - 
située  de  manière  à  ne  pas  rencontrer  l'axe  et  tournant  «utoar  de 
cet  axe.  Pour  concevoir  ce  mouvement  de  rotation,  il  &ut  imi^iner 
que  la  droite  mobile  soit  fixée  Biu-  la  ligne  qui  raesare  sa  plus  courte 
distance  à  Taxe  de  rotation  ,  de  manière  qu'en  tournant  elle  Ëtsse  tou- 
jonrs  le  même  angle  avec  un  plan  perpendiculaire  k  cet  axe. 

Il  est  aisé  d'étendre  ces  considérations  à  tel  genre  de  lignes  qu'on 
voodra;  et  pour  obtenir  l'équaticw  de  la  sur&ce  formée  par  l'eosemble 
de  ces  lignes ,  il  sniBra  de  (aire  dépendre  d'une  seule  toutes  les  coiistantes 
arbitraires  que  renfenacnt  leurs  équations  générales.     * 

Un  cercle  peut  être  dpnné  d'une  maaière  commode  dans  l'espa£«; 
par  le  moyen  d'une  sphère.£t  d'un  plan;  l'équation  de  la  prentière  est 
eu  général 

(r-.)'  +  (^-fl"  +  (.-^)-  =  J- (,); 

celle  d'oQ  plan  qui  passerait  par  son  centre ,  serait  de  la  forme 

(î-;,)=fl(x— )-HtCr-je) (a). 

La  posifion  et  la  grandeur  du  cercle ,  qui  est  Tintersection  de  ces  deux 
surftces,  dépendra,  comme  on  voit,  de  six  constantes  arbitraires;  on 
supposera  que  cinq  d'entre  elles  soient  des  fonctions  de  celle  qui  reste  , 
et  le  système  des  équations  (i)  et  (3),  entre  lesquelles  on  éliminera 
cette  dernière  constante  ,  appaitiendra  aux  surfaces  données  de  cercles 
qui  se  succèdent  suivant  une  lof  quelconque ,  et  dans  lesquelles  sont 
comprises  les  surËices  donu/cwVf.  On  powa  le»  particnlariser  de  mfe- 
I.  77 
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.mère  qu'eïles  pawenl  par  cinq  lignes  ^pnnées,  puisque  lent  éipalion 
générale  contient  un  pareil  nombre  de  fonctions  arbitraires. 

54a.  M.  Lagrange  a  indiqué  les  moyens  de  tronrer  les  sur&ces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée  ;  mais  ce  grand  Géomètre  n'a  pu 
considéré  la  question  dans  toute  la  généralité  dont  elle  est  sasceplible  : 
il  a  supposé  que  les  lignes  génératrices  étant  sur  la  même  sur&ce^  de- 
vaient toujours  se  couper  deux  à  deux  consécutivement,  condition  qui 
n'est  pas  necesswre.  Les  suriaces  connues  dans  les  arts  sous  le  nom  de 
surfaces  gauches  ,  sont  composées  de  lignes  droites  qui  n'y  satisfont  point, 
et  il  n'y  a  que  les  surfaces  développables  pour  lesquelles  elle  ait  lien  : 
Toici  comment  on  peut  l'exprimer. 

■On  feit  varier  dans  les  équations  (i)  et  (2),  page  608,  la  quantité  a, 
en  regardant  x,  j-^  S  comime  des  constant^,  et  il  \ieat  les  quatre 
'  équations 

.7  =  ar-}-^(a)l     *  =  x^  (o) +«(«)  1 
0=  xH-ip'(<i)î     o  =  a4'(a) +  «'(«)  i 
qui  doiTent  aToir  lieu  en  même  temps  pour  le  point  de  rencontre  des 
deux  droites  génératrices  consécutives.  En  chassant  x  des  deux  équa- 
tions qui  se. trouvent  sur  ïa  seconde  ligne,  il  en  résulte  J'éguation 

.^'(«)^ï,'(«)— «'(«)==o O),  ' 

tjni  établit  une  relation  nécessaire  entre  les  fimctions  ^,  ^z  «*  *»  c'*" 
.  cessent  donc  d'être  tontes  arbitraires ,  et  par  conséquent  les  équations 
(t)  et  (3)  perdent  de  leur  généralité. 

Les  surfaces  développables ,  considérées  comme  formées  de  ligne» 
droites  qui  se  coupent  deux  à  deux^  sont  donc  représentées  par  les  trois 
équaUon& 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  la  quantité  a  et  l'une  des  fonctions  ar- 
bitraires. , 

Pour  montrer  l'identité  de  ce  résultat  avec  celui  du  n*  SSg,  non» 
'  reprendrons  les  équations 

.  et  en  chassant  j'  de  la  première  «  ao.H4  aurons 
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s  =  (*-t,4).r  +  n.-ïr,   j-=.-x^. 


+  ' 


en  écrÎTa&t ,  pour  abréger ,  f  pour  ip  (m) ,  et  aiosi  des  aalres.  Ces 
eqiutîons  étant  comparées  terme  àtermeaTecjs^ix+jS  et^=s«c+a, 
il  viendra 

d'où  on  conclara  d'abord  que  a,  a,  &  et  $,  doivent  être  des  fonctions 
d'une  même  quantité  m.  Mettant  dans  les  expressions  de  3  et  de  /3 
pour  p  et  4'  *«<"*  valeurs,  on  trouvera  i^9-f-a4>  ^==w  +  *4  î 
on  aura  donc  pour  déterminer  o,  Ay.  i  et  jS,  les  quatre  équations 

desquelles  éliminant  f,  4  et  m,  il  résultera  la  relation  qui  doit  avoir 
lieu  entr«  les  quantités  a,  a,  &  et  |8.  Prenons  les  dijTérentielles  de  à 
et  de  /3,  et  nous  trouverons 

dJ  =:  p'àm  +  »^'dm  +  4^  =  (f'.-t-  **4')  *^  "f*  "W*  » 

d^!=;    dfli-f**4'*^"^4*^=^  C'  +  *4')  dff»  +  4*^  » 

expressions  qui,  en  vertu  des  équations  a4'  +  ^  =  o  et  «4'+  i  =o, 

se  réduisent  à  d&  =  4<^  et  d,ô  =  4*^  ï  éUqiinaiit .  4  >  0°  ()j|}tiendra 

d&dit  ^  d<idj3  =;  o. 

Cette  dernière  éqnation  revient  à  l'équation  (3)  ;  car  il  est  fecil'e  de 
voir  que  les  quantités  a,  a,,  b  et  fi  devant  être  fonctions  d'une  même 
quantité,  il  s'ensuit  que  trois  d'cqtre  elles  sont  des  fonctions  de  la  qua- 
trième. 

Eu  général,  si.  ^=0  et  f^,=;=o",  sont  les  équations  des  lignes  géné- 
ratrices, et  renferment  les  arbitraires  a,  f3,  ^,  J^,  etc,^  il  faudra,  pour 
que  ces  lignes  se  coupent,  que  les  équations 

^i^  +  ^  ifi  +  -^  iy  +-^  if  +  etc.  =  o. 


aient  Uea  en  même  temps  que  Içs  éqt|4tion«  Vt^q  et  ^,^0;  élîmi- 
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uint  x,^  et  z  entre  ces  deux  dernières  et  les  deux  premières,  on  tnra 
une  relatioa  entre  tontes  tes  arbUraires;  et  par  eottsécpient  si  l'on  &it 
/S=9(«),  5.  =  4^(«),  J  =  ir(«),  etc.  il  y  aura  une  de  ces  fooctioiu 
qui  sera  déterminée  par  le  moyen  des  antres. 

Je  ne  quitterai'  point  ce  sujet  sans  faire  remarquer  que  l'assemblage 
de  toutes  les  normales  menées  li  une  surface  courbe,  suivant  ose  de 
ses  lignes.'  de  cowbtve  (So^)»  forme  ua*  stftr&ca  dével^ppaUe  dont 
l'arête  de  rebroussement  se  trouve  sur  la  surface  qui  est  le  lieu  de  tous 
les  centrés  dis  pbù  gvaitde  et  <b  moindre  coucbure  (3a5). 


345.  L'élimination  des  fonctioxis  arbitraires  dans  lés  équations  géné- 
rales auxquelles  nous  sommes  parvenns  dans  les  articles  précédent,  se- 
rait assez  labocieuse  ^  «JEectHen;  oixpeut  Itluriégei^  d'^iH'ès.lef  wmsiques 
qui  vont  suivre. 

Soit  l'éqnatiOik 

fCJV,4»(il«!)]  =  o W, 

dans  laquelle  ^(M)  de'signe  une  foDction  arbitraire  à  éliminer;  le» 
deux  diffi^ntieHe»  peuTent  s'iutfiquer  coinnw  H  s«ik  ; 

iF    dW     ,     iF      ..w,  d»  _„  . 

en  représentant  par  Jjy  ;  5^  >.  T"'  ^^^  coefficieus  différentiels  pris  per 
rapport  aux  quantités  JV,  ^f.et  \  la  fonction  artîtraïre  f  (^),  consi- 
dérées comme  de»  variables  distinctes  ^  en  observant  que 

et  en  concCTant  que  l'on  ait  £ût  varier  %  avec  x  et  avec  jr  dans 

iM  an  in  àN 

'S'        "Ç'»        d»'        ly' 


Cela  posé,  ai  on  élimÏM  ^/(H),  i  vieni» 
iF  /m  un       iN  iM\. 


JF  fjK  un       JN  iM\ ,j. 
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résultat  qui  est  précisémeDt  celui  que  Ton  asnit  obtena  >  ù  l'on  avait 
difiercntié  réqvalion  proposée,  ea  même  temps  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  tj,  mus  £ÙKe  varier  ^(Jtf),  ce  qui  aurait  donne 


^œ^+f4r)  =  -. 


et  qu'on  ebt  ^^i^é  aout*'^,  aa  lueyen.  d^  reqgoatioa  dif  ==  o,  qui 
revient  k 

■Âi^  +  '^^r^^- 

n  snïL  de  là  que  si  on  représente  par  m  la  valeur  de  ^  tire'e  ^e  eetia 
deraière  équation ,  il  tCj  aura  qn'à  écrire  dans  la  différentielle  totale  do 
réqnatton  (a) ,  màx  a»  Ken  de  df  ,  «t  {p.-^<fmy  dx  au  Uen>  dft  As,  p««r 
parvenir  à  l'équation  (i),  au  moyen  de  laquelle  on  éliminera  #C^^ 
die  l'éqoation  (a^,  ^ 

Soit  pour  exemi^e  féqnatioii  ^ 

>  =  «*'(0  +  4<J)     C540; 

la  différentielle  de  cette  e'qualîon,  en  y  regardant  comme  cons^ 
tant»  la  quantité  ^^  comprise  sons  les  fonctions  ariùtrairca,  sen 

d»=da:ç(~),     on    p  +  im=ip(£j, 

m  étant  donnëe  par  l'équation. 

d .  -^  =s  o,    on    xm  —y  =  o  : 

mettant  ponr  m  sa  valeur ,  il  viendra 

«t  la  fonction  4  ^i'*  éliminée.  On  différentiera  de  nouveau  en  regar* 
gardant  encore  ^  comme  constante,  puisque  la  fonction  f  se  rapporte 
aussi  à  cette  quantité ,  et  il  viendra 

;ïd*+  ar^p  +  qàj  +7d?  =  dxç  (^) , 
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résultat  qu'on  changera  en 

/»  H-  rx  +  if  4-  (?  +  m:  4-  O')  «  =  *  (^)  , 

en  snbslitoant  les  Taleurs  conrenues  poor  c^  et  d^  C^'4)  ;  mettant  en- 
core pour  m  sa  valenr  ,  il  viendra 

(;,+ rjc  4- *r)  «+ (y  H- **+ tr)/ =**  d)  » 

d'où  retranchant 

il  ÎTslera 

/»•  4-  **^  4-  9''  ^  o 

pour  l'eqnalioo  différentielle  partielle  déUrrée  dea  devx  fonctions  ar- 
bitraires. 

,  Quand  mime  la  quantité  coipprise  sons  les  fonctions  azbîtrùres  ne, 
serait  pas  donnée  explicitement,  mais  dépendrait  d'une  seconde  équa- 
tion ,  réiimination  s'opérerait  encore  comme  ci-dessus.  Nous  allons 
prendre  pour  exemple  le  système  d'équations 

qui  appartient  k  toutes  les  surCsces  formées  dea  lign»  innies  (S^i^' . 
Pour  pouvoir  supposer  constante  la  quantité  a^  il  &ut  qu'on  ail  l'équa- 
tion 37  *i^  H" d~^y  3=  o  ,  qui  ne  nous  apprend  autre  diose ,  sinon  que 
-p  a  une  valeur  particnltère  ,'  mais  inconnoe  ;  nous  désignerons  cette  . 

valeur  par  m,  et  nous  aurons  ainsi  inix  au  lieu  de  d^,  (j>-^<jfm)dx 
ffu  lieu  de  dz.  Dans  cette  hypothèse  lès  différentielles  des  e'qaatjous  ci> 
dessus  donneront 

m^=ia,      p -^  am  =^  •!  (a)  f 
d'où  on  tirera  * 

^ifTérentia^t  cette  dernièrp ,  il  viendra 

r  4*  "w  4"  **  C*  +  "**)  ="*  0 , 

on  observant  que 

d/ï  =ï  (/■  4-  sm)  àXf       dy  =  (j  -)-  tm)  dx  ; 
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'  et  mettant  pour  m  sa  valeur  a  y  nous  tronveroas 
r+ a(W  +  a'/-=o, 

résultat  (Uni  lequel  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  a.  Pour  cela,  0  faut 
-  diSërentier  encore  une  fois;  et  en  remontant  à  la  sigoifîcation  des  quan- 
tités r,  «i'ty  on.  trouvera  par  le  n*  63^  que  leurs  différentielles  peuvent 
'être  mises  souk  la  forme 

dr=ttdr4-(3d/,      df  =  /3dr  +  >dr,      d/ =  >djc -j- J*dr  , 

ce  qui  devient,  d'après  l'hypotlièse  établie, 

dr=(<t4T^m)dx,       dj  =  (j3  +  ;.m)dj:,       df=:(5.  + JVn)dr, 

•t  donne  *4-/8mH- a«()B-f-j^ro)4.<^(j'-t-<rm)=;o; 

substituaqf  a  au  Uen  de  m  dans  celte  dernière  équation,  nous  aurons 
'  enfin  le  système  des  équations 

r  -f-  aos  +    o'i  =  o  , 

«  +  5flj3  +  Sa»}-  H-  «sj*  =  o  , 

entre  lesquelles  il  ne  reste  plus  !t  éliminer  que  a. 

On  trouverait  la  même  chose  en  différeotiant  trois  fois  de  suite  cha- 
cune des  équations  proposées,  et  en  fusant 

dj  =  mdo; ,       dm  =  n/dx  ,       dm'  =  m'dx  : 

on  aurait  de  cette  manière  les  équations 

Bi  =5  u  ^         m  =  o^         ih   =  o  f 

;)  +  ni^ =•»],(«),     r+ami  +  mV=o,      a+S^-t-Sj-m* -f- J*m':=0, 

et  il  &udrait  éliminer  m  entre  les  deux  dernières. 

M.  Monge  y  à  qui  sont  dues  les  remarque»  précédentes  ,  les  appnie 
sur  des  considérations  géométriques  taès-cnrieuses ,  ainsi  que  tous  les 
■détails  que  renferme  son  Application  de  ï'jinaljse  à  la  Geotnétrie^ 
'ouvrage  qne  doivent  étudier  tous  ceux  qui  veulent  connaître  à  fond 
cette  matière. 

AppRcMiun 
544.  Soient  x,jr  et  2  les  coordonnées  d'une  courbe  quelconque  XMj  e«ob«l  am' 
fig.  73  ,  résullanté  de  l'intersection  de  deux  surlâces  dont  nous  repré- ™"''*' '  ^'*" 
senterons  les  équations  par  F(x,^,  ï)=:Oj  f(«,_^,  z)  =  o.  En  eli- fio"-!. 
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minaDt  alternatÎTenient  de  ces  équations  chacune  des  rariaUcc  2,  r 
et  X ,  on  obtiendra  trtfis  nouvelles  équations ,  la  première  entre  r  et  x,* 
la  seconde  entre  a  et  x ,  et  la  troisième  entre  a  et  j- ,  qui  appartiendront 
respectirement  aux  projeciioos  X'M\  X'Êd*,  X'M' ,  de  la  courbe  yto- 
posée  SUT  cliacun  des  plans  coordonnés.  Elles  expiimeront  aussi  les 
sur&ces  c^rlindriiines  élevées  snc  ces  projections  ,  perpendiculairenieat 
aux  plans  coordonnées  qui  les  contiennent;  et  1k  couibe  proposée  Xâ£ 
sera  l'istersection  de  deux  quelconques  de  ces  trois  sur&ces. 

Sa  tangente  MT  sera  évidemment  l'intersection  des  plans  tangens 
aux  mêmes  surfaces  cylindriques,  que  je  nommerai  cjrlindrex  prt^ 
jetons  i  et  il  est  visible  que  le  plan  tangent  d'une  SQr£ice  cylindrique 
perpendiculaire  à  l'un  des  plans  coordonnés ,  rencontre  ce  plan  coor- 
donné daus  une  ligne  qui  bMclie  la  base  du  cylindre  sur  ce  mène 
plan  ,  et  que  cette  base  est  la  projection  de  la  courbe  proposée. 
U  suit  de  là  que  les  projections  de  la  tangente  MT^  seront  tangentes 
aux  projections  de  la  courbe  XM ;  et  comiùe  il  suffit  de  connaître  deux 
projections  de  celte  droite,  nous  choisirons  celle  qui  se  trouve  sur  le 
plan  desxet/,  et  celle  que  contient  le  plan  des^etz.  En  désignant  donc 
par  x'y  y  et  z'  les  coordonnées  courantes  de  la  droite  T'M',  tangente  k 

la  projection  XM',  soa  équation  sera  y  —y  s^  ^  (x*  —  a:)  ; 

et  celle  T'M',  tangente  à  J7JH*,  sera  / -» z  =  ^  fx*—  x): 

Supposons  que  des  équations  des  courbes  XM'  et  X'M',  on  ait  tinî 
^'s=  (p  Çx),  zs=-^(x) ,  les  équations  de  la  tangente  TM  âevimdioiit 

y  — ?(x)  =  (x'  — Je)^'(x) (i), 

s'-4(x)  =  (:,^-.x)4'(x).;....(.). 

Si  on  élimine  x  entre  ces  équations ,  oa  aura  la  relation  qui  doit 
exister  eutrt  les  aMrdonnées  j:',  y  et  z'  dâ  la  tangente  MT,  qoelle  que 
soit  la  position  du  point  Jf,  et  ^lar  conséquent  l'équation  de  la  sur&ce 
formée- par  tontes  les  tangeates  de  la  courbe  XM..  Si  cette  com'be  est 
pkne,  la  snr&ce  dont  on  vient  de  parler  sera  ou  plan;  dans  le  cas 
coDtraire ,  ce  sera  seulement  une  surface  développable,  d<mt  la  coutIm 
proposée  sera  l'arête  de  rebronssement. 

Le  système  des  équations  (i)  e\  (3)  pre'sente  donc  l'équation  géné- 
rale des  surfiices  développables  sous  une  nouvelle  forme  ;  maïs  U  con- 
duit encore  à  l'équation  difTérentielle  partielle  obtenue  dans  le  n*  339» 
qui  y  étapt  indépendante  des  fonction*  arbitraires,  doit  demeuier  h 
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même,  soos  quelque  fonne  qa'oa  {absente  ces  fonciions.  L'âûmnatlon 
des  fonedons  arbitraires  des  équations  ct-dessus  demandaut  qudqu'at- 
tention,  je  Tais  en  rapporter  le  calcul.  Pour  abréger,  j'écrirai  a.  au  lien 
dex,  afin  de  supprimer  les.accens  affectés  aux  coonfonaées  coimtitec 

de  la  tangente,  et  je  ferai  £^sssa.',  ^ss«'.  Alors  les  éqnatîoas 

éunt  ^fférentîées  snccesùvement  par  rapport  à  x  M  par  rapport  It^; 
donnent,  i^rès  les  rédnctioBS, 

mettant  dans  les  valeurs  de  ;r  el  de  y  celles  de  (x<—  a)  «',  (x — «)«*, 
tirées  des  deux  dernières  équations  ,  ;r  et  ^  seront  exprimés  eu  « 
seulexoent  par  des  fonctions  arbitnùres  de  cette  quantité  j  on  aura  donc 
jt  ss'fonction  de  g,  comme  dans  le  n*  SSq. 


545.  Les  résultats  auxquels  nonS  sommes  puremis  dans  le  n*  pré» 
cèdent ,  auraient  pu  s'obtenir  d'une  manière  analogue  k  cdle  dont  nous 
sommes  arrivés  anx  écpiations  des  lignes  osculab-icés^cotDsidérées  sur 
un  plan  (asa).  Lorsqu'on  a  deux  équations  entre  trois  Tariables  x,  ^,  s ,  il 
y  a  toujours  deux  de  ces  variables  qui  sont  des  fonctions  de  la  troi- 
sième; si  donc  on  suppose  que  x  soit  la  variable  indépendante,  et 
•qa'ellt  devienne  x  +  Â,  les  d^uz  autres  se  changeront  en 

Désignant  par  x*,  y*  elaf,  les  coordonnées  de  la  ligne  oscnlatrice,  en 
aura  de  même,  lorsque  af  se  changera  en  jc^  -f-  A, 

Comparant  ees  sdries  avec  les  précédoites,  on  en  dédoùa  le»  condi* 
I.  78  _ 
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Hora  d'oMnlatîon ,  comme  pour  les  courbes  donuécil  tar  an  plan .: 
il  Àndra  pour  nn  contact  du  premier  or<t»  ,  qa'en  &is«nt  jï*  ^  v  , 
on  «H 

Une  droite  étant  donnée  par  les  éqoatioDS 

on  trosTCra  ifM  «ss>^>  ^^aî*  ^  comme  «fie  doit  passer  par  là 
points  dont  les'  coordonnées  sont  « ,  j^  et  z,  on  ann,  confine  dans 
le  n*  précédent. 

On  étendra  fuilement  céi' considérations  aux  contacts  des  ordres  pins 
élevés. 


346.  Une  lijgue  considérée  dans  f espace  pént  £tfe  tonchée  par  noe 
■ur&ce,  et  avoir  avec  elle  des  contacte  d'an  oindre  plus  on  moins  élevée 
Désignons  par  af,  y  et  z',  les  coordonnées  de  la  surface  tonchante  ; 
supposons  que  j/  devienne  af-^h,  et  <jwy  se  change  en  y  -{->  jt^  le 
dérdoppëmenl  de  s'  prendra. là  forme      . 


et  lorsque,  pour  tronver  les  conditions  dn  eoniaet,  on fondra  com- 
parer cette  série  «veC  la  série  analdgne,  dé^te  des  équations  de  la 
conrbe  propotée,  il  faudra  noD-senlement&îre  ^ssx^yss/-  et  z'asx, 
dans  cbacun  des  coelficiens  différentiels  4e  la  snr&ce ,  mais  encore  mettre 
anUende  Ajlasâiè 

pér«e  qot  l'iicAnûsseinent  à  est,  par  la  natore  de  la  courbe,  snbor-^ 


yGooc^lc 


ET  DËÂ  GOUftBES  A  pOUBLf  COUaBURE.  .  619 
donntf  à  l'accfoisseinaàt  h.  U  rëvulter»  de  ces  sobsUhiUoRs  nus  sén« 
qne  je  r«prds«9t«w  par  z+iPA-f-^A'+^V+etCf*  dans.  UqneUe 
J'y  Q,  R,  etc.  seront  dèi  fonctions  données  du  cpeffii^iens . diffii- 
rentîek  tir^  de  Téquatioa  de  la  surfitce  et  de  l'une  des  équations 
de  U  cooriïe  pn^sée^  et  l'on  avra  ponr  nn  contact  du  prconiar  ordre, 
2^^i*;pour  an  contact  dn  second,  j-=i*,{g^^Q,  et  ainsi  de  suite. 

Prenons  ponr  exemple  le  plan  dont  l'équation  est  jf^  da^-^B/^D, 
on  aura  d'al>ord  ^-^Âx-^-Bj-^D^  puis  changeant  x  en  x-(-&  et  j* 
en^-l-^,  il  viendra  z-^-dh  +  Bk,  an  lien  de  a;  remplaçai)!  k  par 

*^^h^s^\-^B^^^^m,.    . 

L'éqoatioa  dn  plan  renfermant  trpis  constant^ ,  (m  pporra ,  par  leur 
moyen ,  satis&ire  anx  conditi<HU  dn  çoqtaot  ffa.  secmd  ordre ,  qui 
donneront n-=:^-f-£^,  t^^^B^î  tirant  de  ces  équations,  les 

valeurs. de  w^  et  de  f,  et  mettant  pour  ^,  3^?  Ei  a?»  '^  **" 
pression^  p'(a:),  ^(x),  •^(œ),  ^'C*)»  »*  Tiendra 

Déterminant  ensuite  D  pour  que  le  plan  cherché  passe  par  le-  point  M, 
00  aura 

snlMtitoant  pour  t,j^fJt%B  leurs  expressions  ,  il  en  résultera 

Telle  est  l'équation  du  plan  osoilateur  d'une  ligne  quelconque  ;  si 
cette  ligne  était  plane,  le  |dan  osculateur  serait  le  même  que  celui 
qai  la  cpintient  ton^  «m^mt^ 

Nous  ne  ponrAÙvrons  p«s  plus  loin  cette  théinie,  qui  n'offrira  au- 
cune difficulté  à  ceux  qui  auront  suivi  aTec  attention  son  application 
«nx  lignes  données  sur  naplui  et  anxsurfiices;  nous  fb^ws  seolèaviBt 
observer  quedovx  coivl>es>  considérées  dans  l'espace  y  peuvent  prendre 
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tme  infiiùtë  de  posidons  respectives,  «ans  cesser  de  st  tancher  p«r 
le  même  poiot,  puisqu'elles  peuvent  toonieT  autour  de  leur  tangente 
conunnne  ;  mais  le  coBtact  est  le  plus  intime ,  qwrad  les  plaos  osco- 
lateurs  coïncident.  Gomme  ce  que  nous  avons  à  ààrt  sur  les  combes 
à  double  courbure  i  d'après  M.  Moage ,  tient  i  des  considÀ«tions  géo- 
nie'tnqnes  trèfr-â^^tes,  nons  allons  mas  rapprocher  de  sa  manière. 


S47<  Les  cpnrbes  k  double  çotubnre  penvent'^trê  considâr^es  comme 
des  polygones ,  dont  trois  cAt^s  '  consécntiâ  ne  sauraient  être  dans .  le 
même  plan  :  le  prolongement  de  l'un  de  ces  cités  donne  la  tangente  « 
de  même  que  pour  les  courbes  planes;  deux  tangentes  consécutives 
T'Af  et  tm,  déterminent  le  plan  qui  passe  par  deux  cdtés  consecnliâ, 
•t  qui  n'est  antre  chose  que  le  plan  oscnlatenr. 

On  peut  trouver  son  équation  en  le  regardant  comnke  passant  par 
-trois  points  consécati&  de  la  courbe  proposée  :  soit  donc 

-/j/ H- >r^  4- C/ H- I  =  0 

«m  éqnatioii;  il  fiindta  qu'on  ait  d'abord  y/j?+-^  +  ^z-+-i  =o; 
pniscpt'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées  sont  jc,j'  et  s; 
et  pour  que  les  deux  points  suivans  s'y  trouvent  aussi,  U  àudn  de  plus 
que  la  différentieUe  première  et  la  différentieUe  seconde  de  son  équa- 
tion, aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équations  de  la  courbe 
jtroposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  dx,  dr  ou  dx,  poor  cou»* 
tante  ;  mais  il  sera  plus  symétrique  de  les  traiter  toutes  comme  variaUc* 
en  même  temps,  et  il  viendra 

Jdj: + Sdjr  +  Cda  =  o  ,       Jd*x + Sdy  -J-  Cd'z  ;=  o, 

d'oà  on  tire»  i=^&-^,        ^^S'S; 

retranchant  l'équation  Jx^Sj^Cz~i~i  =0  de  j/y-f-^-|-Cs'4-t=o; 
mettant  ensuite  poor^  et  fleurs  valeurs^  et  fiûsant  disparaître  les  déno- 
minateurs,  nOus  Qr^uverons  le  résultat  suivAit  j  remarquable  par  sa  forme 
(je*— cr)(d;'d'>-d*d^>+<y-:r)(dad'^D-TdjFd'z)4<»'— 4)(i=pd>^--^i'^ 

Si  on  met  dans  cette  équation  pourj^,  $-,  et  lcars'différeBtiene«,lies 
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nleim  que  doimeiit,  en  Msint  tont  varier^  les  ëquations^zsf  (:c), 
zsx'\i(x)f  les  différeatieUfls  disparaîtront,  et  on  trouvera  le  même 
résultat  qne  dans  le  u*  précèdent. 

Je  terminerai  cet  article  en  observant  qae  la  différeîitièUe  de  l'arc  d'un* 
coari>e  considérée  dans  l'é^phce ,  a  poor  expression  Vd«*4-  ^  ■+■  d»'. 
Cela  se  Toit  ërîdenmient,  en  prenant  la  distance  des  points  M  et  m, 
dont  les  coordonnée»  respectives  sont  a:,/,  2,  ;i;-f-dr,^-|~d^  et 
»H-ds. 


348.  Mener  une  normale  a  nne  conrbe  conndérée  dans  l^espace  est 
'  on  problème  indétermiaé;  car  il  existe  nn  nombre  înfioi  de  droites 
qui,  {lassant  par  le  point  de  tontact,  sont  en  même  temps  perpendi- 
culaires à  la  tangente }  l'ensemble  de  ces  droites  'forme  nn  pl^  per- 
pendiculaire h  cette  tangente ,  et  que  nous  nommerons  plan  normal  : 
son  éqoation  sera 

(^-.x)g+(y-^)g  +  (.'-2)  =  o  (a«o), 

ou    ■  (j/—- a:)darH-(y— ^)d?'H-(a'  — z)dB  =  o, 

Sî'OB  met  au  lien  dej-,  z,  4^  et  ds,  leurs'  valeurs  représentées  par 
.  f  (*)»  4(*)  »  *'  C*)dx  et  ■^'(x)àx,  il  viendra 

Considéroot  maintenant  le  plan  normal  pour  le  point  consécutif; 
il  est  évident  qu'il  coupera-  celui  qu'on  vient  de  déterminer,  dans  nne 
droite  doAt  les /coordonnées  n'auront' pas  varié,  quoique  x  soit  devenu 
X'^àxî  on  anra  donc  pour  cette  intersection  l'équation 

E/-1>(x)3^(x)+[z'-4(x)]>|,'(x)-f(x)'-^-'(:r)--i=0....    (h). 

Éliminant  x  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  anra  celle  de  la 
sur&ce  développable  fofmée  par  les  intersections  successives  des  plans 
«ormaux  de  la  courbe  proposée.  On  prendra  une  idée  de  cette  sur&ce, 

.  «ï -Considérant  avec  Attention  la  figure  74*  On  a  substitué  &  la  conibenG.  74. 

,  un  polygone  MM'iTllF. . .  ;  par  les  milieux  G,  G'j  <?*,  G'. . .  de  cbapuu 
des  càtés  de  ce  polygone ,  on  leur  a  mené  des  plans  perpendiculaïrïB 
GÎKH,  G'L'K'H'y  G'VK'B',  G'L'K'H'....  •  ces  plans  se  coupant 
d«nx  à   deux,  suivant  des  droites  JTJ?,  JST'iP,  K'H',K*B'...  etc. 
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qui  M  sei:ont  pinUèles  entre  ellet  qoe  lorsque  le»  oàtds  da  pol^fone 

MM'M'M^. .  •  seront  dan?  un  même  plan,  et  dles  Cormeront  ^on  nn 

prisme. 

Si  on  conçoit  les  droite»  KB ,  K'ff,  K'H%  ITB'...  proloogées 
jasqn'à  ce  qae  cbac49e  d'elle»  rencontre  sa  cousécutÎTe ,  elles  déter- 
Biineront  un  polygpqe  qni  re^wantera  l'arête  de  rebronssement  de 
la  sur&ce  dérelopp^ble  formée  par  les  plans  nonnaox.  Ce  polygone 
contient  les  centres  des  sphères  qui  passent  par  quatre  angles  con- 
sécutife  du  p<Jygone  MM'M'M'. . .  ;  car  l'intersection  de  deux 
droites  telles  que  KH  et  K'B*  est  aussi  celle  des  trois  plans  GLKH , 
G'VK'H'  y  G'L'K'B';  menés  perpendiculaîremept  sur  le  milieu  des 
droites  MM'f  JWJf,  M'M',  qoi  joignent  les  quatre  poinu  iif ,  JW, 
M\  Af*.  Si  tous  le»  angle»  d»  polygone  proposé  «e  trouvaient  sur  la 
même  sphère,  toute»  le»  droite»  KH,  K'ff,  STH',  JT^",....  m 
couperaient  au  centra  de  ceU9  <phèr«  j  et  ««raient  par  causèrent  les 
arêtes  d'une  pyramide. 

Ces  propriétés  ne  cesseront  pas  d'avoir  lieu ,  quel  que  soit  le  nombre 
de»  côtés  du  polygone  MM'I^M'. . .,  et  eonVîendroot^ar conséquente 
la  courbe  proposée  elle-même  ;. il  suit  donc  de  là  que  si  elle  est  plane, 
tous  ses  {Jans  normaux  formeront  par  leurs  ioterseCtiott»  consécutÎTes 
une  sur&ce  cylindrique  ;  et  si.  étant  à  double  coari>«re,  elle  «e  troore 
béamnoins  &îre  partie  <k  la  s^ère  .  alots  la  Borface  de  ses  plans  aor- 
manx  sera  conique .  et  aura  son  sommet  au  centre  de  la  sphëre  :  enfin 
dui»  te  cas  oà  la  courbe  proposée  -serait  plane  A  se  troutenit  en  même 
temps  sur  une  sphère ,  elle  .serait  nécessairement  np  cercle ,  et  tons  les 
plans  qui  lui  seraient  perpendiculaire»  se  couperaient  dans  que  même 
droite  élerée  par  son  centre  perpendicidair«ment  au  plaqi  qni  la  con- 
tient 

Pour  parvenir  à  l'équation  de  l'arête  de  r^roossement  de  la  lurfitce 
formée  pur- le»  înterAetipiis  successives  des  |rfans  nomanx,  i)  &ut 
joindre  aux  équations  (a)  et  (h)  la  différentieUe  de  cette  dernière ,  prise 
par  rapport  k  x  seol  (556) .  et  on  ann 

Si  on  prenait  dians  ces  trois  égoations  la  valeur  je  ^ — *>y— />  *'■"•  » 
pour  U  substituer  dans  VC^— ^7+(/— 70*+.C»'— ^Z»  *>»  autût > 
rayon  de  la  sphère  qui  paç?ç  par  les  quatre  points  consécutifi  M,  M', 
M*,  M't  et  dQut  le  csntre  se  trouve  à  l'intersection  des  trois  preniie» 
plans  normaux. 
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S49'  S<Hl  XMyfg.  75,  nn*  courbe  pUne  qaelcontpie,  dont  FZ  riG.75. 
««présente  la  développée;' n  p&r  toits  les  points  de  cette  développée, 
on  élève  perpendiculairement  k  son  plui ,  des  droites  FG^  jPC,  F*Q*j 
F'G'. . . .  eues  seront  mr  la  surface  cjlindri<jae  résultant  deS  intersec 
tiens  SDCCessivei  des  plan»  normaux  de  la  courbe  proposée;  car  les  plans 
JtfFG,  M'FG'f.SÎ'F'G'i  A  menés  par  les  normales  JIfFy 

BtF^,  M*F^,  MT*.. .  et  p  J  dont  on  tient  de  parler,  sont 

perpendiculaires  à  la  coorbe  >o^»  ^  ^^  évident  (pie  cbacntr 

de*  points  de  la  droite  GF  s  tt  éloigné  de  tous  ceux  du  petit 

mi  de  cercle  démt  dn  point  F,  comme  centre,  avec  un  rayon  MFi 
de  même,  chaque  point  delà  droite i^'C,  consécotiTeà la  pt^cédente, 
sera  également  éloigné  de  tous  les  points  de  l'arc  décrit  du  point  F* 
comme  centre  avec  un  rayon  M'F ,  et  ainsi  de  suite  :  on  pourra  donc 
regarder  le  point  quelconque  G  pris  sur  la  droite  FGg  comme  un  centre 
de  l'arc  Jf  AT^  et  en  conclore  par  coBséquent  ipi'au  m<àme  point  df  la 
courbe  XM,  répondent  une  infinité  de  r^ons  de  courbure»  tet»  que 
GMf  dont  le  plus  court  sera  MP^  qui  se  trouvé  dans  le  m^iw  pt«a  que 
la  conrbe  proposée  (*)•     . 

La  surface  cylindrique  FFF'F^i . . .  G'G?GG  contiendra,  outre  lâi 
conrbp  FFF'F',  une  iafidité  d'autres  conrbw ,  qm ,  par  leur  dévc^op^ 
pement,  prodnironl  la  proposée  XM.  En.  effet,  û  on  sabstitue  ad  cy- 
lindre nn  prismo  d'un  grand  nombre  de  &ces,  qu'on  prenne  arbllrat-> 
fement  un  piûot  G  snr  l'une  des  arêtes  de  ce  prisme,  .qu'on  prolong« 
If  nyon  correspondant  GM'j  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  l'arête  suivante' 
F  G',  on  aura  un  nouveau  rayon.  (^M'  consécutif  au  premier  ;  en  pro- 
longeant ce  ray4w  jnâqu'à  h.  renoontre  de  l'arête  F'G\  et  ainsi  de  suiWy 
on  Wmefa  un  poIyg(Mic  GG'&G^  par  le  développemeqt  duqud  tetont 
décrits  les  arcs  MM',  M'M*,  M*M*  oonsidérés  comme  des  arcs  d« 
cercle;  puisque  le  rayon  GM  se  confondra  avec  son  consécutif  G'M\ 
lorsque  le  point  M  aura  parcouru  Tare  MM',  El  est  facile  de  vok  que 
la  même  cboae  aurait  lieu  en  faisant  tourner  le  plan  FF  G' G  antwar 
de  G' F  y  pour  l'ameur  dafis  le  prolongement  de  la  feçe  suivante 
FF'G'G':  d'où  il  6l||||u'«n  développant  le  prisme  FFF'F',,.,. 


(*)  Pour  teatii  qnc  lu  dteonùnatîoiu  ei-denna  wat  bien  fondée*,  il  suffit  d* 
xemarqaer  que  tons  lei  peinb  de  U  drràte  élevée  pv  le  centre  dUm  cercle ,  perpeodh- 
cnUirement  à  ton  plan ,  penTcnt  servir  i  la  description  de  ce  cercle ,  comme  le  ceatrt 
lui-fflême ,  pnisqu'ils  «ont  également  éloignés  de  tons  les  points  de  la  circonférence. 
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Ô'G'G'5,  le  polygone  GG'G'G*....  deTiendrainme  Ugne droite.  On 
sent,  d'après  cela,  qu'un  fil  tendu  d'abord  dans  la  direction  GM ,  et 
plié  ensuite  librement  sur  le  prisme  dont  on  rient  de  parler^  suivrait  le 
contour  du  polygone  GG'CC  . . 

On  voit  donc  qu'une  courbe  plane  a,  outre  la  développa  FFF'F*... 
sitaée  dans  son  plan,  une  infinité  d'antres  déreloppées  qui  sont  à  double 
courbure ,  et  que  tontes  deviennent  des  lignes  droi^s^  lorsqu'on  déve- 
loppe le  cylindre  qui  ■les' contient:        ^^'^ 

n  est  à  propos  de  remarquer  que  les  tangentes  de  ces  développées 
font  tontes  le  même  angle  avec  celles  du  cylindre  qu'elles  rencontrent, 
et  sont  par  conséquent  ^«kment  incUnées  à  l'égard  da  plan  qui  con- 
tient la  courbe  proposée. 


55o.  Appliquons  maintenant  aox  coorbes  k  doublé  covbnre  la  théorie 
que  nous  venons  d'exposer  à  l'égard  des  couAes  planes.  U  est  évident 
nG.74.que  la  droite  KB.  ^J^.  74*  sera  perpendiculaire  au  plan  qui  contient 
les  deux  câtés  consécutif  MM'  et  M'M',  puisqu'elle  est  Tiliitersection 
de  ^ux  plans  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires  ;  et  si  on 
conçoit  le  premier  prolonge  jusqu'à  ce  ^'il  rencoobiv  Jt^  en  O,  J« 
point  O  sera  Je  centre  du  cercle  qui  pMtecait  par  Ice  trois  points  tf , 
M' el  Jf*.  n  suit  de  là  que  cbacun  dû  points  de  la  droite  KM,  sera 
^^ement  éloigné  de  ces  poinu  ;  il  en  sera  de  même  des  points^ 
de  JST'ir,  par  rapport  aux  pointe  itf ',  M",  M'y  de  ceux  de  K'W,  k 
l'égard  des  points  M',  M',  M";  etc.  ÎDouc  si  on  mène  une  droite  C^ 
dans  le  premier  plan  normal  GLKff,  et  que  par  le  pMnt  on  elle  ren- 
contre KB,  et  par  ie  point  G'on  mène  là  droite  G'F  dans  le  second 
phn  nonnal  G'L'K'ff',  les  deux  droites  GPet  G'F,  seront  également 
inclinées  à  l'yard  de  Kff;  prolongeant  ensuite  G'F  jusqu'à  la  ren- 
contre de  K'B',  et  menant  G^f  dans  le  troisième  plan  normal ,  les 
deux  droites  G^F"  et  ffF'  seront  également  îoclinées  par  rapport  à 
K'S'-  En  poursuivant  cette  construction ,  o».  formera  un  polygone 
FF'F'F'. ..  «ur  k  circonférence  duquel  s>9|0iquerait  un  fil  tendn 
d'abord  dans  la  direction  GFj  et  plié  ensuite  librement  sur  la  snrfiice 
BH'H'H'. , , .  K'K'K'Ky  formée  par  les  intersections  successives  des 
plans  normaux.  Son  développement  produirait  les  arcs  de  cetcle  ,  pis- 
sant par  les  points  JW,  Jlf' ,  jtf'.  M'...  combinés  trois  .à  trois.  La  con- 
ridéralion  de  ce  polygone  &it  voir  bien  clairement  l'existence  el  1*^ 
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formation  de  toutes  les  développées  d'nne  courbe  à  double  courbure 
quelconque  .(*). 

Le  phis  court  de  tons  les  rayons  de  courbure  sera  dans  le  cas  actuel  V 
comme  pour  les  courbes  planes,  celui  qui  se  trouve  dans  le  plan  même 
des  deux  côtés  consécutifs  que  l'on  considère;  mais  tous  les  rayons  de 
cette  espèce,  qu'on  peut  appeler  rayons  de  courbure  absolus,  ne  seront 
point  tangens  ài  nne  même  courbe,  car  ils  n«  se  rencontreront  point. 
Ou  s'en  convaincra ,  en  remarquant  qne  la  ligne  GO ,  étant  perpen- 
diculaire à  Klf,  ne  rencontrera  point  G'Cf  perpendiculaire  à  K'fff 
puisque  l'une  est  dans  le  plan  GLKH ,  et  l'autre  daos  le  plari  G'L'K'W ^ 
et  qu'elles  ne  passent  pas  par  le  même  point  de  la  commune  section 
KH  de  ces  plans  :  la  suite  des  centres  absolus  de  courbure  O^  (J, .. . 
ne  sera  donc  point  une  des  développées  de  la  courbe  proposée'.  IVous 
allons  confirmer,  par  des  procédés  analytiques,  les  résultats  que  nous 
avoa&  déduits  des  considéiations  géométriques  précédentes. 


35i'.  Soient  x',  y,  d,  les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère, 
^>T>  ^>  étant  celles  d'an  point  de  sa  surface,  et  u  son  rayon)  on  aura 


Pour  déterminer  les  quantités  x'^y^  2'  et  u,  il  faut  quatre  conditions  ; 
celles  qui  se  présentent  d'abord  consistent  à  assujétir  la  sphère  pro- 
posée à  passer  par' quatre  points  consécutifs  de  la  courbe  donnée;  or 
cela  suppose  que  le  rayon  u  reste  le  même ,  quoique  les  coordonnées 
Xfj-  etz  varient  trois  fois  de  suite:  ou  aura  donc  en  ^èmft  temps 

da=o,         d*u  1=0,         d'u  =  o. 

Si  on  développe  ces  équations ,  on  retombera  sur  celles  que  nous  avons 


(*}  Si  on  conçoit  une  ligne  quelconque  tracée  dans  le  plan  GLKB,  cette  ligne 
^décrira  nne  portion  de  cane  droit  autour  de  KH  ^  pendant  que  le  plan  qui  la  contient 
tonrnera  pour  venir  s'appliquer  sur  son  consécutif  G'L'K'IÏ  -y  lorsque  ce  dernier  tour- 
nera lui-même  autour  de  K'B'  pour  venir  a'appUqaer  snr  son  consécutif,  la  droite  que 
nous  considérons  décrira  une  seconde  portion  de  cdne  autour  de  K'If,  et  ainsi  de  suite; 
l'assemblage  de  toutes  ces  portions  de  c^ne  formera  une  surface  développable  qui  aura 
avec  la  surface  HH'H'H'. . .  .K'K'K'K,  des  rapports  analogues  i  ceux  qu'une  déve- 
loppante a  avec  sa  développée. 

I.  79 
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àéiigaét»  ain»  I«  »'  548  p«r  (*»),(*)  et  (c)i  déterminânl  (x— **), 
fY„^~^)  et  (t-~a')  par  ces  équations,  et  substituant  les  Talents  bon- 
Tc'es    àaos  i'expressîon  de  u ,  on  aura  1«  rayon  de  la  spbère  oscoU- 

trice.  ,  ^ 

£n  oe  considérant  qne  trois  points  consecatiÊ  ,  on  «an  seulement 
Je$  ^({nations 

V(,-^j-+(j— /)•  +  (.-.•)•=». 

du  SB   «y 

d*u^  o. 

Détenninant  alors  (x — x')  et  (j' — j')  «n  (s  —  a*),  par  les  denx 
dernières;  et  substitoant  ensuite  dans  l'expression  de  u,.le  résultat 
exprimera  tous  les  rayons  de  conrimre  reUliâ  à  nn  même  point.  Pour 
obtenir  le  rayon  de  courbure  absolu,  il  faudrait  &ire  yarier  s',  et  cher- 
cher parmi  toutes  les  valenrs  de  z  —  s',  celle  qui  donne  le  minîmnm 
de  «  ï  on  peut  ausfiî  parrenir  an  même  but ,  par  la  considération  que 
le  centre  absolu  de  courbure  est  dans  le  plan  osculatenr ,  et  c'est  cette 
Toie  qne  nous  suivrons. 

Les  équations  du=o  et  d*u:^o  étant  développées,  donnent 

(x-JC*)djC+(7— y)l^  +  (A— a')d8=0, 
(x— x')d'x  +  (_;'— y)  d*^-|-(«— »')d'a-(-da:*  +  dy  +  da'  =  Oî 

en  faisant  pour  abréger  djr*H-<|?^  +  dz'=:d^,  on  en  tire 

(x— xO(dxdy  — drd'x)-(-(ï— zOC^^Ïy  — 4rd'z)  — di'd/  =o, 

(/ — y  )  (drd^  —  dy-d'x)  +  (a — sO  (<1^*2  —  "^^d'x  )  +  di'dx  =  o  i 

mais  par  l'équation  da  plan  osculateur,  donnée  n'  S47»  ^^  * 

djcd^— d;^'x=  C,      dïd'x— dxd'z=îiî,      dyd'2— dzd^=^  p 

les  équations  précédentes  pourront  donc  être  écrites  ainsi  qu'il  suit  : 

— -*(a  — 3')H-C(x— x')  —  dj*dr=o (d) 

_j(,-^')  +  CC7-y)H-d^Mr  =  o (Oî 

tombinant  ces  équations  avec  celle  du  plan  oscnlateor, 
3  YÎendn 
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dou  .     »-»= 2-+Sm.-^- 

Mettant  dans  l'expression  de  «',  pour  x  — a:  ^iy~^y^  les  valeurs 

é —      *'  1 — ~ 

que  donnent  tes  déni  e^oàtions  iS)  et  (e),  «t  finsani  ^*à.jrvzEl 
às'dxcxi^f  il  viendra 

Co-=(^-+B'+£>)  (•—»')■+»,(»— *■)  (dEii-BF)  +  E^+F-; 

remplaçant  z — ^  par  la-valeur  trouvée  ci-dessus,  o*  aura 

C^.^yE-tpy^    (AE-Bfy 

''^  ~ jp+»^+&     ' je+s^+<>^ '^  ^-^  ' 

on  en  réduisant  an  mémt  d^noaiînatenr ,  ■ 

f>;,  —  -iAE—BFy  +  jE'  +  F'-li^+f  +  C-), 

cif >+B.+c — : '     _ 

En  développant  ce  résultat,  on  verra  qu'il  peut  se  mettre  sons  la  forme 

c—       A-+B-+Ù'       ; 

mais     ^/'+«iS=— dadf(dxd^— d;'d'xjs=  — Cdidj*; 


donc 


g  +  f  +  Jt-di» 


remettant  enfin  pour  ^,  B,  C,S  «t  f ,  lonrs  valeurs,  on  trouvera 

di'  

(djJd-î  —  iM^  )■  +  (drf'i  —  iLcd-i)-  +  (<l»d^  —  dyd-*)' 

Cette  expression  du  rayon  de  courbure  absolu  d'une  courbe  à  double 
courbure,  comprend  celle  du  rayon  de  courbure  d'une  section  Ëiite 
par  un  plan  quelconque  dans  une  sur&ce  courbe  ;  le  plan  osculateur  est 
le  même  dans  ce  casaque  le  plan  coupant,  et  son  équation,  combinée 
avec  celle  de  la  surface  proposée ,  donne  les  équations  des  projections 
de  la  section.  Si  on  voulait  introduire  les  coefficiens  différentiels  de 
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l'ordonnée  de  la  sur&ce  proposée ,  il  &tidrait  observer  qae  les  équa- 
tions différentielles  du  plan  et  celles  de  la  surface  devant  avoir  Uea 
en  même  temps,  on  iie  peut  regarder  comme  constante  qu'une  diffé- 
rentielle. En  supposant  qu'on  les  fasse  varier  toutes  eu  tn^e  temps, 
^Oar  plus  de  symétrie ,  on  aura 

Jàx + Bàj  +  C4z  =  o ,      Jà*x  +  Bày  +  CA*z  =  o  ; 

^  l'aide .  de  '  ces  «qUatigns  on  liera  disparaître  les  <ltfférentieUes ,  et  la 
valeur  de  u  ne  dépendra  plus  que  des  quantités  .a^,,  S  ^  Cy  p^^,  r,  s 
et  t.  Je  ne  ferai  point  ici  ces  calculs,  qui  n'ont  d'autre  difficulté  qu'un 
peu  de  longueur,  et  qui  domieraîebt  on  résultat  analogue  à  celai  da 

n'  534.  ^  :       ,■        .       ;     ...  ,  .      _ 

35a.  Reprenons  réqàaIiorir^-'»'=»-—-^--j-|^^p-~(n"préc.),  et  met- 
tons dans  le  numérateur  du  second  membre j. à Ja  place  des  quantités 
A  et  Bf  leurs  valeurs,  nous  aurons 

^_  ■  , df'dyÇdyd'a— .tUdy;).— dj'djÇded'a;  — ArJ-a) 

résultat  auquel  on  peut  donner  ïa  forme  suivante  : 

,_ di'  [(djT*  +  dy*  +  da')  d'à  —  dg  (dxd'j  +  àyA*y  +  AiâW{\ 

»       a  — .  ^  +  ^+C  • 

mais  àx&'x  -f-  d;'d^  +  dzd'z  =  i  d .  di»  =  dïd**  ; 

Les  équation». du  =  0,  d»«=so,  »inà  que. celle  du  plan  osculatenr; 
étant  Sjrmétriques  par  rapport  aux  quantités  Xyfy  is  et  à  leurs  diffé- 
rentielle^,  on  en  tirera  immédiatement  des  valeurs  de^;' — -y  et  de  x — jt*, 
semblables  à  celles  qu'on  vient  de  trouver  pour  z  —  z',  et  on  aura. 

V— v'— —Ëdiéfeni^  * 

':^'_.   d^(d.d'^-dxd'o 

■^    ^*= — ^^___-^ — 

.  On  peut  donlier  à  ces  expressions  et  à  celle.de  u  une  .forme  trcs- 
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^élégante,  en  obaorrant  que  leur  denoaûnateur  ^*-i-B'^C^  étant  de'-* 
veloppé,  devient 

^•dV  —  adrdadtrd*3  -f-  ds'd^ 
4-  àz*d*af —  sdxdzd'xd's  H-  dx'd'z', 
-(-.  dx'dy*—  adrd^'d'^cd^  +  dy^d*x' , 
et  qu'on  peut  l'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

(dj'  +  djc')  dy*  —  ad^-dzd^d'is 
+  (d/"  +  dx')  d*z*  —  adrdzd'xd'z 
+  .(*(*'"•+  4^*)  d'à;'—  ad2:d;rd'xdy  ; 
mais  puisque 

d«*  +  dx'=:di'  — d/»,  d;^  +  d:C  =  ds'— ds',  dz'+d^  =  dj»— dx', 

on  aura 

idydy  +  ady-dzdyd'a  v 
da'dV -t- adrdad'xd'»  J, 
djc'd'x'+  adrd;-d*xd>) 

résultat  .dont  la  seconde  partie  n'est  autre  cbose  que  le  qaarré  de 
djrdy -\- dzd'z-i~  àxd^x  f  ou  de  dsd'f,  pris  négativement.  Ce  résultat 
se  réduira  donc  à  dj'(dy-t-d"x'  +  d'a'^dV)i  mis  dans  la  valeur 
de  ir,  il  la  changera  en  ' 


"^  —  d^»  +  d'à:*  +  d'à*  -^  dV  * 

de  plus,  si  on  fait  attention  que 

did's  -^  dzd's  =  ds'd  .  -p  , 
dsdy  —  d^'d'*  =  ds>d  .  -^  , 
dsd'x  —  dxd'j  =  dr'd .  ^  , 

on'  trouvera  s  -^  s'  =  — 


dv  +  dy  +  d'x*—  «iv  * 

y  —  -^  d's'  +  d^"  +  d'x*  —  d'j*  » 

d^d.^ 
, d£ 

"  —         iv  +  dy  +  dv  — dv' 
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L<»S({u*on  voudra  faire  usage  de  ces  valeurs  j  il  sera  bon  de  prendra- 
une  différentielle  pour  constante,  quoique  cela  ne  soit  pas  iadispen- 
sablement  nécessaire  (69).  Quand  oii  aura  chassé  de  ces  expressions 
les  variables  x^  j^  et  leurs  différentielles^  <:eHe$  de  s  -disparaîtront,  et 
il  ne  restera  plus  que  la  variable  s,  dont  l'élimination  conduira  à  deux 
équations  qui  appartiendront  à  la  courbe  sur  ]a<IueUe  se  trouveot  tous 
les  centres  de  courburq. 


353.  Le  calcul  nùmit  va  coi^rmer  la  remarqua  que  nous  avons  fkite 
dans  le  n'  S5o  à  l'égard  de  cette  courbe  ,  et  nous  prouvera  qu'elle  ne 
saurait  être  eu  général  une  dév^oppée,  que  dans  le  c«  on  la  couiiw 
proposée  est  plane. 

Faisons  pour  abréger 

d5d'xr~ddrdV=«}    dsdy-^àjrd^sssfif    dfd*3— dsdVss^, 

et  éliminons  des  équations  ci-dessus  la  <iuantitë  jv'u.  ^vu-'Ab:*'— !^~' 
qui  leur  est  commune,  il  viendra 

(fquationt  qui  sont  celles  da  rajon  de  courbure  absolu.  En  regardant 
les  coordonnées  x' ,  ^  et  z'  comme  celles  du  point  d'intersection  de 
deux  rayons  de  courbure  consécutife,  il  &udra  que  ces  quantités  restent 
constantes,  lorsque  x^j*  et  s  varieront  une  fois,  et  que  par  conséquent 
les  équations 

(x — x^  dy  -^  yïx=  (s  —  z  ) âa  '^  adz 

aient  lieu  en  même  temps  que  les  précédentes:  éliminant  a:— x',j'—_y 
et  2^/,  entre  ces  quatre  équations,  on  obtiendra  l'éqnation  de  con- 
dition qui  doit  avoir  lieu  pour  que  deux  rayons  de  courbure  consécutif 
s«  coupent  ;  c^te  équation  sera 

{ydj  —  /Sdz)  (ady  —  yA»)  —  (ydjx  —  ods)  ( ^dy  —  >d)3)  =  o. 

En  effectuant  les  multiplicatious  indiquées,  et  faisant  les  réduction! 
qui  s'offriront  ensuite,  ou  trouvera  un  résultat  qui  pourra  s'écrire  ainsi 
qu'il  suit: 
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d«(|8d5— >dr)  +  d,Ô(>dj:— *dz)  +  dj'(î(d;-  — jSdx)  =  oî 

mettant  au  liea  de  a,  j3  et  ^  les  quantités  qu'ils  représentent,  on  aura 
d'abord 

àtt  =  dsd'x  —  dxà?s  i  fidz  —  >«^  =:  as  (dsd^  —  dfà'z)  ; 
dj8  zsi  âsd^  — df^'f ,  j^d*— «dz  =acds(drd'z— dad'x), 
dy  :=!  d^d's  —  dzd** ,       ttdjr  —  fiàx^  as  (d^d'a: —  drdy)  j 

et  substituant  ces  valeurs,  les  termes  affectés  de  àh  s'évanouiront;  puis 
supprimant  le  £icteur.  commun  dj*,  on  trouvera  que  l'équation  ci-dessus 
a  pour  développement 

dzd*,rd^  —  dcdyd'x  -f-  dyd'ad'jr  "1 

—  d7Ti'xd*a  -f-  dxd^d'a—  drd'sd'j^  j  —  *>  > 

et  qu'elle  est  par  conséquent  la  même  que  celle  qu'on  obtiendrait  en 
cherchant  si  le  plan  oscnlateur  peut  passer  par  qnatre  pwnts  consé- 
cutifs ;  car  cette  dernière  résulterait  de  l'élimination  des  quantités  ^  , 

S  ,  .    .       . 

^f  entre  les  trois  équations  ^ 

-/dx -I- 5(1/  +  Cds  =  o, 
^d'x+  Bày  -h  Cd'z  =  o  , 
Jd?x  +  Bdy  -h  Cd'z  =s  o. 


S54.  Pour  parvenir  aux  équations  d'une  développée,  nous  observerons 
que  les  équations  du  :^  o ,  d*u=:0,  renferment  la  relation  qui  doit 
avoir  lieu  entre  les  quantités  x',^,  2',  pour  tous  les  centres,  et  que 
le  caractère  commun  ii  tons  ceux  qui  sont  sur  une  même  développée , 
consiste  en  ce  que  les  rayons  menés  de  chacun  d'eux  an  point  corres- 
pondant de  la  courbe  proposée ,  sont  tangens  à  cette  développée. 
Considérées  sous  ce  point-de-vue ,  leurs  équations,  seront 

une  seule  de  ces  équations  suffit  avec  l'équation  du=:o,  pour  déter' 
miner  la  tangente  de  la  développée ,  parce  que  Véquation  du  ==:  o  est 
elle-même  celle  du  plan  tangent  de  la  surface  développable  formée  par 
les  intersections  consécutives  des  plans  'uormani ,  et  sur  laquelle  s«r 
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trourent  les  développées.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  cpmbiner  les  équ&Uons 


ponren  éliminer Xj^j",  2  et  leurs  différentielles,  au  moyen  des  équations 
de  la  Courbe  proposée  et  de  leurs  différentielles;  les  deux  équations  ré- 
sultantes seront  celles  de  'la  développée  cherchée  j  mais  elles  seront 
elles-mêmes  différentielles,  poisqu'elles  contiendront  dx'  et  da',  et  ce 
u'est  qu'en  faisant  usage  des  méthodes  du  Calcul  intégral,  qu'on  pourra 
remonter  aux  équations  primitives  de  la  courbe  qu'elles  représentent  : 
ainsi  nous  soDunes  obligés  de  nous  arrêter  à  ce  .qui  précède. 


355.  Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  points  singuliers  que  peurenl 
présenter  les  courbes  à  double  courbure ,  mais  cette  discossioa  nous 
mènerait  trop  Iota  ;  je  me  contenterai  de  faire  remarquer  qu'elles  sont 
susceptibles  de  deux  espèces  d'inflexions  :  la  première  ,  analogue  à  celle 
qu'on  rencontre  dans  les  courbes  planes ,  a  lieu  dans  les  points  où  le  ' 
rayon  de  courbure  absolu  change  de  signe  ;  la  seconde  est  relative  k 
la  courbure  de  la  surface  développable  que  forme  l'ensemble  de  leurs 
tangentes  ,  et  a  lieu  lorsque  le  rayon  de  courbure  de  cette  sur&ce  passe 
du  positif- au  négatif,  et  réciproquement. 

Formée  par  les  intersections  consécutives  des  pUns  oscialal.e\xr3  ,  celte 
même  surface  n'a  qu'une  courbqfe  (35g)  dont  les  centres  sont  dans  des 
plans  perpendiculaires  aux  tangentes  de  la  courbe  proposée  ,  et  par 
conséquent  parallèles  aux  plans  normaux  (34d). 

Les  intersections  des  plans  normaux  étant  perpendiculaires  aux  plans 
osculateurs ,  et  formant  l'arête  de  'rebroussement  de  la  surface  des 
plans  normaux ,  il  est  visible  que  les  tangentes  de  cette  courbe 
.comprennent  entre  elles  le  mémd  angle  que  les  plans  osculateurs 
de  la  première,  et  -que  les  plans  normaux  de  la  seconde  étant  aussi 
perpendiculaires  à  ces  droites ,  sont  parallèles  aux  plans  oscola- 
teurs  de  cette  première.  Cette  relation  est  réciproque  entre  les  deux 
courbes,  puisque  les  tangentes  de  la  courbe  proposée  comprennent 
évidemment  entre  elles  un  angle  égal  a  celui  que  forment  ses  plans 
Donpaux  qui  sont  les  plans  osculateurs  de  l'arête  de  rebroussement  de 
la  surface  des  plans  normaux. 

II  suit  de  là  qu'en  appeUnt  première  Jlexion  d'une  courbe  à  double 
courbure,  celle  qui  est  exprimée  par  Içs  angles  compris  entre  ses  un- 
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gentes  consécutives  ,  et  qui  détermine  son  raj'ori  fie  courbure  Jjsotu  ,  et 
seconde  Jlexion,  celle  qui  est  déterminée  par  les  angles  compris  entre  ses 
plans  qscolaiears  ,  on  a'  cet  énoncé  :  La  première  Jhxion  ^né  courbe  à 
double  courbure  tfuelcorujue  est  égale  à  la  seconde Jlexioh  de  Fdréte  de  re- 
broassemént  de  la  smface  de  ses  plans  normaux ,  et  la  première  flexion  de 
eelle-ci  est  égale  à  la  seconde  JUxion  de.'celie~1à. 

Cette  remarque j  due  k  M.  Fourrier,  est  tirée  d'un  Mémoire  de 
M.  Lancret,  jeune  géomètre,  qu'one  -mort  prématurée  a  enleré  au 
moment  où  il  donnait  de  justes,  espérances  de  ses  talens  (*).  Ce  Mémoire 
contient  beaucoup  de  conséquences  sur  la  relation  de  ces  flexions ,  et 
de  uouTellf»  recherches  sur  leff  déifdoppées  lles^courbes  à  idouble  cour- 
bure, que  l'auteur  détermine  par  La  considération  de  la  surface  déve- 
loppable  formée  par  l'ensemble  des  rayons  d'une  même.  déTeloppée  ,  on 
la  su/face  des  JUs  (35o);  il  luî  est  échappé  à  ce  si^'et  une  légère  mé- 
prise ,  qu'il  a  rectifiée  dans  un  second  Mémoire  qui  paraîtra  dans  le 
deuxième  volume  du  Recueil  des  Mémoires  présentés  à  l'Institut  par 
des  Savons  étrangers,  '  ' 


356.  Dans  ce  dernier  Mémoire ,  M.  Lancret  a  considéré,  les  déve- 
loppées imparfaites  que  j'ai  déjà  indiquées  dans  le  n"  363  ,  à  l'égard  des 
courbes  planes  ;  mais  il  ne  s'est  pas  borné  à  ces  courbe^ ,  il  a  trans- 
porté le  problème  dans  resfnoe,  et  en  a  déduit  un  grand  nombre 
de  remarques  très-curieuses,  tant  sur  ces  développées  elles-métnes , 
qu'il  nomma  dèveloppoides ,  que  sur  les  sur&ces  qui  les.  contiennent,  et 
sur  d'autres  courbes  qui  se  lient  aux  unes  et  aux  autres. 

Ici,  au  lieu  du  ]^n  nprmal  dans  lequel  sont'compris  tous  les  rayons 
des  dîjerses  développées  de'la  courbe,  il  £iut  considérer  un  cane  droit 
ayant  pour  a^te  la  UOgenle  de  la  courbe  pftiposée»  et  comprenant  sur 
sa  sur&ce  tontes  les  lignes  qui  peuvent  rencontrer  la  courbe  sous  le 
même  angle.  Chaque  point  de  la  conrbe  étant  le  sommet-  d'un  sem- 
blable c^e,  ils  se  coupent  deux  k  deux  consécutivement  dans  des  hy- 


'  (*)  n  appelle  Tarite  â«  rabroniwmwt  de  U  mifae*  des  phu  Dormaâx ,  dtfMlqpito 
^or/ep^,  parce  que  ù  l'ait  £ût  moavoii  le.t<ng  ds  CMXe  axtena.plap  qw  bÎMit  . 
perpétuellement  ouiiUteur ,  l'un  dei  points  de.ce  plan  décrira  dau  son  moatemut ,  la 
courbe  à  double  conriiiire  donnée  ;  je  ne  sais  cependant  ai  l'on  ne  pourrait  pas  trooTer 
nn  peu  vague  cette  api^cation  d'na  mot  qni  a  dan*  ees  antre*  aeceptioiis  un  sans  très- 
précis. 

I.  80 
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perbolei  qui  sOQt  le»  caractéristiques  de  }fi  surface  coDteoant  tovtesJcs 

développoïdes;  et  la  couibe  qui  joint  les  sommets  de  ces  hyperboles , 

jouit   de    propriété»  remarquables  sqr  cette   surface.  Je  ne   poturaïa 

suivre  ici  dans  ses  dé^taâs  L'analyse  de  M.  Laacret ,  mais  je  Taisiu^quer 

une  manière  assex  simple  de  mettre,  le  problème-  en  e'quation. 

'  En  désignant  par  ic^,  y,  ^f  les  coordonnée»  d'un  point  eommnii  h 

deux  lignes  eoivécuiive»  leneoirinint,  la  cowba  sous  «b  an^e  dont  le 

cosinus  est  repréacnté  pr  m^  on  awr» 

X  — *'  =  aC*— O*        J—y=^SCz~z')  (i)^^ 

drs=«d»-+-(2— a')^»»      Ay»*«i»-f(»— a')dA  (a). 


v'- +'«■+»•  V'+^+g- 


^;- 


Les  équations  (3)  sbat  les  différentielles  des  équations  (i),  prises  en 
ne  faisant  pas  varier  les  coordonnées  ■r',^,  2',  qui  sont  communes  auîc 
deux  droites  consécutives;  l'équation  (S)  est  Urée  de  l'expression  du 
cosinus  de  l'angle  compris  entre  Ja  première  de  ces  droites  et  la  tan- 
gente de  la  courbe  proposée  (384). 

Cela  posé ,  il  est  visible  que  si  on  mettait  dansJVquafioo  (5)  les  Talents 
de  d  et  de  ^  prises  dan»  les  équations  (.1)  ,  on  aurait  VéqaaXîoa  du  c6ne 
qpi  contient  tontes  les  droites  &isant  le  même  an^e  avec  la  cotube  pro- 
posée; et  les  équadons  de  cette  courbe  fournissant  les-mmreDS  de  chasser 
j-y  i  et  leurs  différentielles  ^  le  résultat  ne  dépendrait  plus  que  de  x..Eaï^ 
différentianl  par  rapport  à  cette  variable  seulement^  on  passerait  à  un 
second  cône  ;  et  l'éliraination  de  jr  entre  ce-  dernier  résistât  et  fe  pré- 
cédent^ donnerait  l'équatioa  d^  la  suriace^  qui  est  le  lieu  de  toutes  les 
développoîdes. 

Si  on  dùnine  «  —  s'  entre  les.  équaitious  (3) ,  il  viendra 

di^  — d«^  =  adi  — ida         (4), 

équaliott  qui  Ben&ime  la  condiUodi  uécessair«  pour  qju*  les  deux  droites 
consécutives  se  rencontrent,  «t  rend  en,  conséquence  les  qocaMes  m 
et  b  dépendantes  l'une  de  l'autre.  Au  moyen  de  Téquition  (5)',  on  n^ 
porte  cette  relation  h  la  variable  jr,  qui  particularise  le  point  pris  sur 
la  courbe  proposée  ;  car  on  tire  de  Téquatioa  citée  et  de  sa  différenCÎeUe  y 
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^es  expressions  de  b  et  de  di ,  qui  réduisent  l'équation  (4)  âUx  deux 
seules  variables  a  et  x:  mais- comme  elle  est  différentieUe,  il  fondrait 
«n  dédoire  par  le  calcol  intégral ,  une  équation  primitÏTe  entre  a  et  x-; 
puis,  fivec  rexjHKSsion  de  a  en  x,  on  anrait  celle  de  &  en  x  par  l'équa^ 
tion  (3).  Substituant  ces  valeniB  danc  les  équaU<nis  (t),  on  obtiendrait 
les  équations  particulières  d'une  aréle  de  la  surfoce  développable  dé- 
terminée par  une  déTeloppoïde  :  et  ù  on  éliminait  x  y  l'équation  résul- 
tante appartiendrait  à  cette  snr&ce  même.  £a  combinant  les  équations 
(i)  aTec  celle  qu'on  Touora  des  équations  (3) ,  que  les  expressions  de 
a  et  de  £ ,  conjointement  arec  les  équations  de  là  courbe  propotée ,  ré- 
duiront k  ne  contenir  que  x,  on  parviendrait  aux  ralenrs  dû  coordonnées 
V,  y^  2'  d'Qn  point  de  la  déreloppoïde.  En6n  si  on  éliminait  x  entre 
ces  trois  valeurs,  on  laaaàt  les  équstîoDs  de  U  dérel*ppoïde  elle- 
même  (*). 

Cette  théorie  comprend  j  comme  cas  parlicnUer,  celte  des  dévelop-. 
pées;  on  a  pour  ce  cas  /»=so,  et  l'équation  (5)  se  réduit  k 


U  n'est  pas  bien  difficHe  de  Ëûn  la  oonqprdance  entre  ce  que  donnent . 
■alors  le»  formules  ci-dessus  et  celles  àa  n*  594  ;  et  la  nécessité  de  l'em^ 
ploi  dn  calcul  intégral  se  montre  par  cette  derrière  voie  comme  par 
la  première. 

Cette  nécessité  n'a  pins  Ken  quand  h  question  n'est  traitée  que  sur  tut 
plan.  En  effet,  u  l'on  ne  conserve  que  les  coordonnées  x  et  x,  x'  et  z', 
les  équations  (i) ,  (3)  et  (3)  deviennent  respectivement 


'  +  '■37 
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C^  C«az  A*  me»  lactmn  qal  odimaifSMit  k  calcul  intégral ,  reawiqBMODt  ^e  l'éqaa- 
tioD  pihnitive  antre  x  et  a,  oontitiidni  une  oonitnta  irbitrairt;  tes  antpes  penvenC 
l'inférer  de  ce  qui  a  M  dit  dana  lea  n"  8  et  49  ■  et  lentiront  que  ceU  eit  u^«tfmn 
poqr  que  l'on  puiue  dédnire  ds  procédé  iddiqaé ,  le  Bombrr  inCsi  da  dévelop^oïdea 
dont  nne  même  courbe  est  Bmceptible;  car  le  sujet  comporte  de>  fiOtiàMiaÉ^otma»!- 
Wgoef  à  celles  du  n"  349. 
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la  dernière  cl  sa  difTérenlièlle  dtmncat'aet  .(ii'.en  .r  etàr;  el  p^r 
-ces  Taieors,  les -deux  autres  équations 'lié  c*ntMllacHt' plus  qae  a^,  a' 
«t  x;  bien  entendu  que  l'on  a  préakblemeiit  chassé '^z  et  dz;  an  moyen, 
de  réqiffttion  4e  la  courbe  donnée  r  on  retombe  aiiésBent  de  Ui  sur  kft 
fonnnles  trouvées  pour  les  déTelApfiée&  planes  (jiiS). 


CailcTchp-,  357.  Une. courte  ^uelcoaque  étant. tracée-.sarunasu^aeedéveloppahle; 
E^Za^  iraoécir"^***'*''  '^^  .yV^fc  d^ifnt  dans  le  diveloppemetu  d*  cette  amfaee;  et  récî- 
•ni  dei  siirft-n[-pqi^e0)ent^  une  cQurhe  éàmi  tracée  sur  un  plartj  trouver  ce  (p£elhe 
devient  lorsqu'on  enveloppe  ce  plan  sw  wte  ^ufaoe  dùtutèe  :  vailà  denx 
qoe^ti^ns  q^  '  s'offrent  .aahireUsnieot  ;  dès  qael'oii  coprâdère  les  sur- 
.&c^  ^(iéveloppables  ,ét  lés  ;çaiiriMS .à  double  couibure;  je  vais  eiposer 
succinctement  ici  les  solutions  que  j'en  ai  données  dans  un'  M^oire 
pré&enté  à  fAc^deqii^ldeslScicnceS)  en  1790I 

Il  est  évident  que^  k  problème  $e  réduit  à  rapporter  les  coui)>es  pro* 
posées  à  des  lignes  qui  conservent  leur  grandeur  après  le  développe- 
ment de  la  surface  ,  et  prennent' alors  des  '.situations  respectives  &ciles 
à  assigner.  Les  droites  <qui  toucheiit  dans  tonte  lenr  étendue  la  sur&ce 
^éveloppable^rempUssent  cacconditions.  En  les  considérant  comme 
•les  intersections  coiisécùâves  de  ses  pkàs  ^éne'rateurs  (S5g)  ,  oa  peut 
'C<mcevoir:cette  snriace  comme'  un  ^lyédre  'cbntpose'  dune  infinité  de 
jaces  planes  infiniment  longues  et  infiniment  étroites  £Jt£'j  ERP,  etc.  » 
TIC-  "fi-^-  76 ,  dont  lé  développement  s'opère ,'  ëa  faisant  d'abord  tourner  une 
prâmiàre&ce  autônr  de  l'nn  de  ses  Côtés,  jtisi^'à' ce  qu'elle  sort  dans  le 
prolongement  d«  celte  qni  ht  toticfae  piar  cecôté  ';  puà  faisant  toomer  en- 
suite conjointement  ces  deux  &eefi^utonr,du  côté  qui  joiotla  seconde  à  I« 
troisième,  jusqu'à  ce  qu'elles ise  trouvent  dans  le  prolongement  de  cette  der- 
nière j  ettàuside  suite,  fi  «stvWible  que  lés  arêtes  du  polyèdre  proposé  ne 
soutirent  ni  exteafiion,  ni  contraction  dans  ce  mouvement,  et  conservent 
leur  rectkifc-  et  les  angles  qu'elles  formaient  «atfe  elles.  Soit  maintenant 
nn  pdygameMM'M'. .  l  dent  c^con  ée^  angles  ait  son  sommet  placé  sur 
une  ar&le  ém.  flyèA»  ;  les  cÀtés  de  ce  polygone  étant  compris  en  entier 
dMi6-«ne«éwl»Âefrdnpe>yèdre,  eonserveront  tearhmgnenr  pendant  te 
.déveJeppfaMat;  et  lif^mn^iUMcrkwA  des  cànea  droitsrantoiùr  des  arêtes 
^'iiA ,  vmeaÊiàta»i  y  les:  angicE  qu^ik  ifoot  avec  '  ces  'arêtes  '  ife  'changeront 

LOfsqa'dn  passe  du  pol^&dré  li  ta  surface  courbe  continue,  j.  les  arêles 
TOtft  remplacées  par  les  droites  qui  touchent  cette  snriaee  dans  toute 
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leur  étendue  ;  et  pour  les  distinguer  des'  âatresi  droites  qui  tôncbent  aussi 
la  ânrfoce ,  mais  dans  un  point  seulement,  je  coatiààerai  à 'les  nommer 
arêtes.  Dans'le  même  passage,  le  cAte  du  polygone  tracé  sur  le  polyèdre, 
devient  la  différentielle  de  l'arc  dé  la  courbe  tracée  sur  la  surbce;  et 
l'angle  compris  etltre  ce  cbxé  et  une  arête  adjacente  sur  le  polyèdre  ^ 
se  chailge  en  celui  que  forment  la  tangente  de  la  courbe  et  l'sréte 
menée  sur  la  suriace  par  le  point  dé  contact. 

Pour  employer  ces  lignes  et  ces  angles  dé  la  manière  la  ^los  simple  , 
il  est  à  propos  de  considérer  à  part  les  trois  classes  dans  lesquelles  se 
partagent  les  surlaces  dévelc^pables ,  eu  égafd  à  la  ailiiation  respective 
de  leurs  arêtes;  savoir  :  .  . 

''     I*.  Les  surfaces  cylindriques,  dont  toutes  les  arêtes  sont  parallèles  (54i3; 

2*.  Les  sor&ces  coniques  ,  dont  toutes  les  ai'êtes  passent  par  le  même 
point  ;  .  j: 

3*.  Les'surfaces  développables ,  dont  lès  arêtes  se  coupant  deuxàdenx 
sur  une  courbe  à  double  couiJiure  ,  'qui  en  est  l'at^té  dé  rebroussement. 

Je  vais  m'occuper  saccessivement  de  chacune  de  ces  classes  de  sur^ 
£u:e8. 


S58.  Soient  ^^y,  2%  les  coordonnées  des  points  quelconques  d« 
l'espace,  x,  y-y  z,  celles'  des  points  d'ime  courbe,  tracée  sur  une  sorâicè 
cylindrique;  }ereprés^terai'pAr 

x*  — a:^o(z'  — a),       y— ^  =  i^a'.--ï),     ,  , 

les  équations  de  l'arête  de  cette  surfice,  puisqu'elle  drat  passer  par  tft 
p<Hnt  pris  mr  la  courbe  proposée;  quant  à  cefies  de k  tangente  de  cette 
courbe,  elles  seront  '     ■  ■ 

le  coûnus  de  Vàngle  compris  entre  ces  .deux  droites  -sera  (284} 


en  faisant,  pour  abréger^  v'^i4-«*4-*=^- 
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Cela  p'oté,  I«s  trétes  an  cylindre,  dans  soa  dévelcippameat ,  con- 
servant leur  parallélinne ,  peuvent  être  prises  pour  les  ordonnées  de  U 
coàrl)e  aplanie  (c'est-à-dire  couchée  sot  le  développement);  en  conce- 
vant des  abscisses  perpendiculaires  à  ces  ordonnées,  désignant  les  unes 
par  Uf  les  autres  par  c,  le  «osîdus  de  l'anus  compris  entre  la  tangente 

de  la  courbe  et  son  ordonne'e  aplanie ,  sera  ^prîmé  par     . .  : 

^  '  .    t/da'+dy» 

on  aura  4pDC  par  les  remarques  du  n*  précédent, 

aàx  +  My  +  de     __  dv  '         /"  ) . 

et  puisque  l'arc  de  Ja  courbe  ne  chaogç  pas  do  longueur  en  passant  de 
la  sur&ce  courbe  sur  le  plan,  on  aura  de  plus 

Vda:'+d/*+da'  =YA*'-^dc"       (a)  (*). 

SI  maifrienant  on  repr^Rt^  par 

les  équations  des  projections  de  k  courbe  tracée  sor  le  cylindre.  On 
changera  les  équations  ci-dessus  en  d'autres  de  la  forme 

da  (/^i^'+  4.'  (2/+ 1  =  Vdu'+dv', 

desquelles ,  pu  l'élimination  de  z ,  on  tirera  one  équation  différentielle 
eo^  u  s.\f  ^  ^  Wf»  c^  de.  I»-  CQUsIw  «pbni«: 

Si  c'est  «^  cpQtraire  «eUç  dcnwèr*  qui  *oit  dtwaéff,  qv'on  e»  tir* 
ic  =  n(u),  lés  équations  (1)  et  (a)  deviendront 

V*Jc»+  ë^il-dj'  xa  dwli'^i  -f-n'C«)V 

C*)  ObservoM  ea  paiyaot  ^'en  verta  de  l'éqnatîoB  (a)  »  l'équatioa  (1)  w  ridtût  i 
.ddj  +  idy-f  dz_j^. 

A  ' 

réaaitat  plus  commod»,  pane  qu'il  ut  faciU  d'aï)  didnire  gn«  noOTcDe  éqnalÎM  P"' 
niitire  entre  x,y,zttv.- 


Digitizedby  VjOOQIC 
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3'où,  par  rëlimiaatioD  de  u,  on  obtiendra  une  équation  diâerentielle 
k  trois  variables ,  qai  j  çodjoiateinaiit  ayeC  ceUe  de  la .  sarface  cylin- 
drique donnée,  de'terminera  la  fbrinç  que  prend  la  courbe  plane,  lors- 
qu'on l'applique  sur  cette  surface.  . 
BaBï  le  cas  0*,  an  liett  d'une  eoorRe,  ce  serait  ntie  Rgtté  droîie , 

comme  alors  — — *'■..._-  serait  une  quantité  constante,  en  la  désignant 
par  Cf  i]  suffirait  de  Véquatioft 

fldJ-l-Mv  +  ds     ,       « 

pour  déienBÀMr  Itf  coark«  ^e  forttèttk  cette  èroJKK  lorsqu'on  l'appli- 
querait sur  la  sur&ce  cylindrique.  Ces  tXfdihes  sont  cootmes-  sous  le 
nom  à'hélicms  ;  l'arête  d'un  filet  de  vis  est  l'hélice  tracée  sur  un  cylindre 
droit. 

Si  on  supposait  les  arites  de-  la  snr&ce  cylindrique  perpendiculainis 
au  plan  de?  Xy/,  on  aurait  seulement 


=  C,      d'où 


ce  qui  fait  voir  q«e  les-  tangentes  des  h^<:e6  foM  vA  aigle  constant 
avec  le  plan  perpendiculaire  au  cylindre  sur  lequel  œs  eO^b^s  sont 
tracées. 

La  considération  de  ce  plan  fournit  des  expressions  très-simples  pour 
passer  des  courbes  tracées  sur  la  sar£ice  cylindrique ,  aux  couibea 
aplanies;  car  il  conpe  celle  surface  dans  une  courbe  qui,  sur  Te  dé- 
veloppement, devient  une  ligne  droite  perpendiculaire  aux  arêtes.  Oa 
peut  donc  prendre  les  arcs  de  cette  section  pour  les  abscfsses'  de  là 
courbe  aplanie;  les  Ordonnées  seront  U  distance  dek  deux  courbes, 
mesurée  dans  le  sens  dès  arêtes  de  la  surface  cylindrique  ;  et  il  ne  s'agit 
que  d'exprimer  ceS'  grandeurs  p^r'  ïës  coerdtfnrîées  primitives  Xyjf  z^ 
ce  qui  est  très-&cile,  même  dans  le  cas  général.  En  se  bornant  à  celtià 
où  le  plan  coupant  coïncide  a^ec  celui  dés  x,  jy  oa  Ami' 

*  V'dr'-l-d^'csîdli, 
a  =  c.         ■ 
et  réqoalion  de  la  s^tion-  <pii  est  alors  la  base  du  cylindre,  étant  re- 
présentée par/  :s:  tp  (x),  celle  de  la  pr6jectioà  de  la  coui^  proposée 
l'étant  par  2s=-4'(x),  il  viendra 
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d'où  l'on  dëdiUrii-&cilenient  une  relation  différentielle  entre  u  et  v: 


SSg.  Je  passe  aax  sarùuces  cffniqaes:  et,  0,  y^  désignant  les  coor' 
données  du  sommet ,  les  arétet  auront  pour  équations 

(»:'_.)  =  «(»'_,.),      y-^  =  l{^-y-)  (54,); 

et  eomme  elles  doivent  aussi  passer  par  le  point  d<Kit  les  coordonnées 
sont  Xf^ t  if  il  en  résultera 

*^»— >*  '■"  »— y* 

On  trouvera  par  ce  moyen,  que  le  cosinus  de  Tangle  compris  entre  les 
arêtes  de  la  surface  et  les  tangentes  de  la  courLe  tracée  sur  cette  sur-. 
&ce^  est  exprimé  par 


ce  qui  revienl  fc    ■  ■ ■ 

A . \/{,x-»r  +  ^_y-g)* + c^->y .   .      . 

ï/dx» +  <!}-• +3?'  '' 

Cela  posé,  les  arêtes  du  cône  deviennent^  dans  son  dérelpppement,' 
des  rayons  vecteurs  menés  par  le  sommet  ;  en  les  représmtant  alors 
par.c,  on  aura 

et  l'angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  et  les  tangentes  de  la  coiube 
aplanie,  donnera 

V^diç'+dy  +  daV  '"  ydt^  +  v*tb^       ^  •" 

équation  qui  se  réduit  & 

Vda:"  +  dy*  +  da»  =3  VdVH-p'dM', 
en  vertn  de  réqualipn  (i). 


Digitizeclby  VjOOQIC 


J 


ET  DES  CCtoUBES  A  DOUBLE  COURBURE;  641 

On  emploiera  Ge&  équations  comme  lenra  correspondantes  dans  le 

n*  précédent  ;  je  me  bornerai  à  remarquer  que  toutes  les  courbes  qui 

font  un  angle  constant  avec  les  arêtes  des  cônes  sur  lesquels  elles  sont 

tracées,  sont  caractérisées  par.  l'équation 


à.\/ix-*y+(_y-$y+iz-^- _  ^, 

et  qu'elles  dcTiennent  des  spirales  logarithmiques  lorsque  les  c6nes  sont 
développés  (a54)>  Quand  l'angle  est  droit,  on  a  seulement 

d.  V(-r  —  «/ -4- (7  — ^r +.(»  —  >)' =»oî 

les  courbes  proposées  sont  alors  Tintersection  d'une  sar&ce  conique 
-avec  la  sp&êre  déente  de  son  sommet  comme  centre  ,  et  sur  le  dévelop- 
pement elles  deviennent  des  cercles. 

L'équation  commune  à  toutes  les  courbes  qiûi  Reviennent  des  lignes 
droites  sur  le  développement,  ne  se  présente  pas'  tout  de  suite,  parce 
que  l'équadoa  d'une  droite  en  coordonnées  polaires,  n'est  pas  très-simple  ; 
mais  on  obtient  aisément  une  relation  différentielle  entre- u  et  c ,  pour 
mie  droite  quelconque  PL ,  ^.  77 ,  en  employant  la  perpendiculaire  C^^  71* 
^iV  abaissée  de  l'origine  ^j  sur  cette  droite.  En  effet,  on  a 

.      PJV  =  P^5f'— 5^,    d'où    d.PN  =  d.l/'Zp'^  7n) 

en  faisant  ,ÂN=  <t ,  et  en  i^bserVant  que  à.PN  remplace  celle  de  Tare 
de  la  courbe,  on  aura 

Vd(,«+  v'du*  =  d .  V"'— ^» 

d'où  l'on  pourra  déduire  u  et  c,  par  les  équations  (i)  et  (s),  .Si ,  pour 
simplifier,  on  place  au  sommet  du  cAne  l'origine  des  coordonnées  x, 
j-^  »,  il  viendra 

Vdjc' +  d^;-' +  da'  c=  d  .  V^x* +7» -f  ^' —  a»  ;  ,    . 

et  si  on  exécute  la  diflerentiation  indiquée,  et  que  l'on  &8se  disparaître    - 
les  radicaux,  il  en  résulter»  l'équalioa  très-symétrique 

{xà}r — jAxy+,(xAz  —  zdj:)'  +  (7ds— zdc)»=:(i»(dr'-f-d7-'-}-dz*),, 

commune  à  toutes  le»  courbes  que  peut  former  une  ligne  droite  en- 
I.  '81 


Digitizeclby  VjOOQIC 


642  CHAP.  V.  MS  SURFACES  COimBES 

Teloppée  snr  une  surface  conique  quelcouque.  Elle  jouit  eocore  d'une 
autre  proprie'te'  remarquable ,  celle  d'appartenir  ^  toutes  les  courbes  à 
double  courbure,  qui  sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  sorâicei 
deTeloppables  circoQscrites  à  la  sphère  ;  c'est  ce  qui  sera  prouTë  dans 
le  Tolome  suivant j  où  je  m'occuperai  de  nouveau  de  cette  ëqnatioD. 


36o.  Venons  aux  surfaces  développables  qui  ont  une  arête  de  rebrous- 
sement. Il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  lorsqu'on  les  développe,  cette 
courbe  conserve  la  courbure  indiquée  par  son  rayon  de  courbure  ab* 
solu;  car  l'angle  comprisentre  ses  tangentes,  qui  sont  les  arêtes  de  la 
surÇice ,  ne  changeant  pas  (SBj) ,  les  deux  normales  consécutives  me- 
nées dans  le  plan  osculateur,  ne  changeront  point  de  situation  respec- 
tive ,  et  la  courbe  conservera  sa  première  flexion  ,  c'est-à-dire  celle  qui 
est  exprimée  par  le  rayon  de  courbure  absolu.  Eu  désignant  donc  par  u 
et  V,  les  coordonnées  de  la  courbe  aplanie,  on  aura,  en  ne  prenant 
aucune  difierenUelIe  pour  constante, 

dudV— di^'u        (drd'j— d_j'd»:»)'+  (djrf^B— dsd»a7)*+  (d^yd**— dt^j-)»  ^  { 
V/d«*-Hdf'  =  Vdjc'+dr'-hdî',  (2) 

équations  qui  s'emploieront,  conimé  leurs  Correspondantes  des  n<>*  pré- 
cédens ,  à  trouver  une  relation  différentielle  soit  entre  u  et  ir- ,  soit  entre 
Xjy  et  2. 

On  remarquera  que  toutes  les  couines  à  double  caurbure  dont  le 
rayon  de  courbure  absolu  est  constant,  conside'rées  comme  arête  de 
rebroussement  de  sur&ces  développables ,  deviendront  des  cercks  sur 
le  développement  de  ces  sur&ces. 


.  36i.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  feut  çhei<cher  les  équations  des  arêtes 
d'une  surface  développable  quelconque.  Soit 

dz  p=  pàx  -h  H^y 

•on  équation  différentielle;  celle  de  son  plan  tangent,  sera 
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Eq  diflerentiaDt  cette  dernière  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z  seule- 
ment, on  axira,  en  vertu  de  la  première , 

Celle-ci  appartient  au  plan  tangent  conse'cutif  à  celui  que  de'signe  l'équa- 
tion (i);  les  coordonnées  x'^y^  z*,  n'ajant  point  varie',  sont  celles  de 
la  lignie  commnnft  aux  deux  plans ,  et  qui  est  une  arête  de  la  sur&ce 
développable  :  les  équations  de  cette  arête  s^ont  donc 

et  il  faut  bien  «bsenrer  que  ces  e'quations  seront  délivrées  des  difTé- 
rentielles  de^etde^,  puisque  sur  une  surface  développable  quelconque, 
pi="*(y)  (559).  Ou-  doit  remarquer  encore  que  ces  équations  ap- 
partiennent aussi  aux  tangentes  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur- 
&ce  proposée  ;  ensorte  que  si  l'on  entendait  par  x,^,  s,  les  coordonnées 
de  cette  courbe,  on  aurait 

àx dq  âj[ àp' 

dz  ""  pàq  —  qàp  '  4^  ^        p'^q  ■"  q'^P  * 

d'oti  l'oa  conclurait 

àx^  -\-  àjr^  s^  o.  ' 

La  dernière  de  ces  équations  s'obUent  snr-l«j-cliamp,  si  Ton  &it  atten- 
tion cpe  le  plan  tangent  d'une  surface  développable  la  touchant  dans 
tonte  l'étendue  d'une  ligne  droite,  on  doit  avoir  d*z=o  sur  cette  ligne, 
en  supposant  d'ailleurs  dr  et  df  coostans. 

Si  l'on  difiërentie  l'équation  (i)  par  rapport  aux  variables. j;^^.  et  z 
seulement,  on  obtiendra  cdie  d'un  troisième  plan  langent  à  la  sorfoce 
développable  ,  consécutif  aux  précédens  ;  et  les  coordonnées  x',y,V, 
communes  à  ces  trois  plans ,  appartiendront  alors  \  l'arête  de  rebrous- 
sement. On  trouvera  ainsi  : 

—  ^djt— d9d/-H(x'— x)dV-|-(y— /)dV  =  o        (3)î] 
et  la  combinaison  des  équations  (i),  (3)  et  (S),  donnera  les  valeurs 
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./         J  ■*"  dçd*p  —  dpd'ç     3^' 

^  dçd'p  — dpd'^    '        dç 

Le  iacteur  commun  à  ces  trois  expreeùoiis ,  peut  être  mis  sons  U  fonue 

dpdx+d^dy 

M^%   '      ■  ■ 

et  il  est  aisé  de  s'assnrer  qu'il  doit  être  débarrassé  de  toole  différen- 
tielle, lorsque  la  surface  proposée  est  développa}>le;  car  si  l'on  prend 
dans  l'équation  H  —  «*  =  o  (SSq),  la  valeur  de  r  pour  la  substituer  dans 
celle  de  d/>,  il  viendra 

d;,=iC^«  +  itd/)s=idy; 

d;»da;  7t-  d^d;'  i»  f  i  dx  -|-  d;')  (idx  4"  tày) 

aiC5dx+rdr)'Kld^'; 

d'où  ou  tirera 

df>dr  4-  d^y d^  ^  ■ 

expression  qui  ne  conservera  pas  de  différentielles,  puisque  p  est  une 

fonction  de  ç.  ' 

Pour  donner  une  application  simple  des  formules  précédentes,  je 
prendrai  l'éqiutton  -  ■' 

qui  est  celle  d'un  cdne  droit  ayant  son  sommet  à  l'origine.  Cette  équa- 
tion conduit  à 

èp  =  ildx(jf-f-^*)"~*— Ax(xda:+/dr)  C-*'+^')"~^ 


d  oà  l'on  déduù 
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^^       y        dpdg+d^dy pàq  —  qdp ftÇx'+y')'' *^. 

JLk  première  de  ces  valeurs,  mise  dans  l'éqaation  (a),  donne  sirr  le 
plan  des  acjr,  pour  la  projection  d'une  arête  de  la  surface,  l'écjuaUoii 

et  indique  par  conséquent  une  droite  passant  par  l'origine  des  coor- 
données, c'est-à-dire  par  le  sommet  du  cône  proposé.  Avec  les  mêmes 
valeurs,  on  tire  des  premières  expressions  de  la  page  précédente, 

y  — *  =  —;«;,      y—j=: — j^       z'—%:=s  —  s, 

d?où  af^s^Oy  y  =  o,  z'  =  o,ce  qui  montre  que  Taréte  de  rebrous- 
sement  se  réduit  à  un  seul  point  qui  est  le  sommet  de  cette  sur&ce , 
ce  qui  est  d'aUleurs  évident. 


363.  Quand  on  connaît  Taréte  de  rebronttement  d'une  snr&ce  dé« 
veloppable,  tant  sur  cette  snr&ce  que  dans  son  développement,  on  peut 
construire  des  formules  pour  passer  de  toute  autre  courbe  tracée  sar 
la  même  surface,  à  la  courbe  aplanie  correspondante,  en  cherchant 
l'expression  de  la  distance  entre  les  deux  premières  courbes  ,  mesuréft 
dans  le  sens  des  arêtes  de  la  surface,  et  ta  différentielle  de  l'arc  de  l'arête 
de  rebronssement ,  fonctions  qui  ne  changent  point  de  valeur  dans  le 
développemeot.  Par  ces  fonctions,  la  courbe  a^nie  sera  rapportée 
aux  tangentes  et  aux  arcs  de  celle  que  forme  l'arête  de  rebronssement, 
quand  elle  est  aplanie  elle-même;  mais  ce  système  de  coordonnées 
n'étant  pas  conmiode  pour  discuter  une  courbe  ,  il  faudrait  le  Iransfor* 
mer  en  coordonnées  rectangles  ;  c'est  pourquoi  je  vais  exposer  tout  de 
suite  un  autre  procédé  oii  l'on  n'emploie  que  des  fonctions  particu- 
lières à  la  courbe  qu'on  se  propose  d'aplanir. 

Soient  MM'  et  M'M'^Jig,  78 ,  deux  côtés  consécnli&  d'un  polygone  «g.  ;fc 
tracé  sur  un  polyèdre  dont  AB  représente  une  des  arêtes;  lorsque 
les  angles  JM'M  tX^JM'M'y  qui  ne .  changent  point  (SSy) ,  seront 
amenés  dans  le  même  plan,  en  tournant  autour  de  -AB y  leur  somme 
formera  l'angle  MM' M'  compris  entre  deux  côtés  conséculife  du  poly- 
gone aplani;  et  l'angle  MM'L  sera  la  différence  des  angles  ÂMM  et 
AM'L ,  tournés  dans  le  même  sens  par  rapport  à  l'arête  JB.  En  subs- 
tilnjuit  la  $ur£ice  courbe  au  polyèdre  ,  les  droites  M'M  et  Jlf '£,  seront 
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remplacées  par  dpux  tangentes  coiwécutÎTes  Ae  la  courbe  qn'U  s'agit 
d'aplanir;  les  angles  JM'M,  ÂM'L,  devietidront  ceux  cfoe  forsoeot 
ces  tangentes  avec  l'arête  de  la  surface  qui  passe  par  leur  point  Com- 
mun ■  enfin  l'angle  MM'L  exprimera  la  différentieUe  de  celui  que  la 
tangente  de  la  courbe  aplanie  fait  avec  l'axe  4es  abscisses  de  cette 
courbe,  différentielle  qui  conduit  immédiatement  au  rayon  de  Cour- 
bure de  la  même  courbe  :  cherchons  donc  l'expression  analytique  de  cet 
angle  surla  sur&çe  courbe  et  dans  son  développement. 

Les  équations  des  arêtes  de  la  surface  développable,  en  disant  pour 

abréger 

^dy  —  qAp  =  dn  , 
sont 

et  celles  de  la  tangente  de  la  courbe  tracée  sur  cette  surEkce  j  étant 

le  cosinus  de  l'ange  formé  par  ces  deux  droites,  sera  (284) 

AqAx  —  dpdy  +  dndg 

V/d^  +  dp'  +  dn'.  V'3x'-f-d^-/-d»*' 

Cette  formule  doit  être  diflërentiée,  en  regardant  ^f  i?  et  à«  comme 
des  constantes,  puisque  ces  /onctions  se  rapportait  encore  à  la  même 
arête,  tandis  qu'on  passe  à  une  tangente  consécutive  sur  la  coui^ 
proposée;  et  en  écrivant  ds  au  lieu  de  v'dx'4-4?^H-'**'»  ^  viendra 

As  (^d'j — dpd'j'  +  dnd'a)  —  d'j<<lt?dc — dpdy  +  dndQ  . 
dj*  »/dî'  +  <^»fd«' 

divisant  par  l'expression  du  sinus,  et  donnant  le  signe  —  au  résultat, 
on  aura  la  différentielle  de  Tare  qui  mesure  l'angle  «font  il  s'agit  (58)  : 
or  l'expression  du  sinus  est  (a84) 

V/di7'  +  d;)»  +  d«'.  l/dx'+dj'»+d»-  ' 

il  viendra  donc  pour  la  différentielle  cherchée  » 

di(d<d^a;  — dpd^  +  dnd*»)  — d'fÇdydr— dpdj  +  dité») 
dj  \/^^^,fàx  +  dçd^)»  ■+■  (dçdï— dndx)'+  (dpd»  ■+•  d/Miy)' 
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Cette  foriAnle,  déjà  as^ez  remarquable  ei^  elle-même  j,  est  susceptible 
de  grandes  simplifications 
Premièrement,  si  i*on  fait  pour  abréger 

dpdx-^d^d^=iy,       dqd£  —  dnàx  =  d^',       àpdz-^ànd/jx.da*, 

et  qae  Ton  mette  aa  nomërateur  pom:  df  et  d*i  leurs  valeurs,  on  obtiendra 

ày  (dyd'x—  da^'y) + d^  (dad'37— dacd'g)  +  d«^  (dyd*E — dtd-y)     " 

obserrant  ensuite  que 

d^dz  —  dndxs:d^(pdx^q^)  —  (pdtf—qdp)dxss^(dpdx'^dqdj^')j 

dpd3*^dndj'ssàp(pdx-i-gdf)-}-(pd^-~çdp)dj^sspiàpdx-^dti^)j 

on  en  conclura 

d0*  :=  e/dy  f  da*  =  pdy*, 

et  par  conséquent 

(dyd'x — d^d^)  +  g  (éià>j! — djd'g)  +  P  (AydH — Acd^)         .      ^. 

"2  d^vT+^qr^  ^  ■'' 

formule  qui  rerieut  ï 


Enfin  l'on  peut  cbasser  ^  on  7  du  numérateur  de  la  formule  (V),  an 
moyen  de  l'équation  dz  =  pdx  -^  qt^.  £n  éliminant  p ,  par  exemple  ,  ce 
numérateur  deviendra 

(da:'4-da')d'y— dy(djd'a;4-J'^*»)+yC(da^+*y*)<ftg'-dftCdad'x4-dyd'y)]. 
dx  ' 

«joutant  et  retranchant  les  termes  d^'d^ ,  ^dsM'z ,  cette  «pression  se 
lédioît  à 


ë{4+»i|}' 


On  tronTcrait  des  réductions  analogues,  si  l'on  dimJnait  ç  an  Uen  de/»; 
cnsorte  que  la  formule  (V)  peut  se  présenter  tous  ces  deux  finrnes  : 
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Cek  posé  f  si  on  désigne  par  u'  et  v  les  coordonnées  rectangles  de 
la  courbe  aplanie,  l'angle  compris  entre  denz  tangentes  consecntiTes, 
qui  s'obtient  en  prenant  la  différentielle  de  l'arc  dont  U  tangente  est 

^f  aura  pour  expression  (58) 

.  dud^— dt^*u 

et,  d'après  ce  qu'on  a  tu  tu  commencement  de  cet  article,  il  doit  être 
égal  k  la  différentielle  (V).  Si  on  divise  celle-ci  par  df ,  et  l'antre 
par  \/d«'+  âv*,  fonctions  qui  sont  de.  même  valeur,  on.  formera 
l'équation 

drV'H-/>'  +  9'         (d«'+dv-)ï   * 

dont  mi  des  membres  pourra  toujours  être  débarrassé  des  dîiS^en-^ 
tielles,  lorsqu'on  connaîtra  les  étpiations  de  U  courbe  tracée  sur  la 
snrûice  donnée ,  on  celle  de  la  coui^  apUnie  »  et  U  &udra ,  pour 
«ffectuer  l'élimination  comme  on  l'a  indiqué  dans  le  n*  S58,  joindre  à 
l'équation  ci-dessus  U  BuÎTante  > 


565.  Observons,  en  passant,  que  le  second  membre  de  la  prenûèra 
de  ces  équations  est  l'iuTerse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  apla- 
nie Ca55)î  on  s'assure  aisément,  par  des  considérations  géométriques, 
que  cela  doit  être,  en  fusant  attention  que  l'angle  de  deux  nonnales 
coosécutiTes  d'une  courbe,  est  le  même  que  celui  des  tangentes  qm 
leur  sont  perpendiculaires. 

n  est  évident  que  si  la  courbe  tracée  sur  la  surface,  devait  en  s'apl*- 
xiissant  devenir  une  ligne  drbîte ,  il  faudrait  que  l'angle  des  deux 
tangentes  consécutives  s'évanouit,  et  qu'on  eût  par  cooséqueat 
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l'une  qaëlcoB^è  de  ces  éqùàlîpns',  combinée  avec  celle  de  la  surface 
donnée  j  fera  connaître  là  courbe  qae  forme  un  fil  plié  librement  sur 
cette  sur&ce  :  ta  même  coorbe  jouit  aussi  de  la  propriété  d'être  la  plus 
courte  de  toutes  les  lignes  que  Ton  peut  nener  par  deux  de  ses  points, 
en  SHÎTant  la  surface  proposée,  et  c'est  sous  ce  point-de-yue  que  Jean 
Bemoalli.  a  le  premier  considéré  cette  courbe.  En  prenant  pour  dîffé- 
Tentielle  constante  v^dï'  +  dp  que  je  représenterai  par  d/,  il  a  tronvé 
l'équatioa  '■ 

(A/*  +  dz')dy  =  (d/da  — yd^'»)  à*s, 

■qui  reirtre  ^ns  celle  que  j*ai  donnée  ci-^leHufi,  lorsqu'on  y  établit  cette 
lypollièse;  et  je  pàtriess  aosn  k-cette  dernière  équation  par  une  con- 
sidératitsa  semblalde,  à  la  fin  du  second  Tolome  de  cet  Ouvrage  ('*'). 
Une  circonstance  digne  d'attention,  .c'est  que,  quoiqu'il  n'ait  été 
question  dans  ce  qui  précède,  que  des  supfaic«iiâA»)pIoppables,.les  éqna- 
ÛODS  trouTées  ci-dessus  conviennent  aux  sorfaces  quelconques,  puisque 
c'est  sans  aucune  restriction  qu'oa  les  obtient  lorsqu'on  cherche  les 
iignes  les  plus  courtes  ;  et  les  équaUons  générales  du  a*  précédait ,  ap- 
partiennent k  la  bansformatioB  qnc  subit  une  courbe  plane  quelconque 
pliée  librement  sur  une  snr&ce  courbe  quelcoiiqne.  Pour  doaner  uns 
idée  sensible  de  ce  qœ  j'entends  pap  une  coutbe  pliée  librement  sur  unie 
Surface ,  je  ferai  remarquer  que  si  on  décott^  nu  papier  suivant  une 
couri>e  quelconque  ,  en  laîsant  un  peu  de  largeur  à  ce  papier ,  on  verra 
qu'il  y  a  une  manière  de  l'appliquer  sur  une  sorface  courbe ,  sans  le 
tordre.  'En  y  réftéclùssant ,  on  conçoit  que  cbacun  des  élémens  de  la 
courbe  dtent  applique  sur  un  des  plans  taugens  et  la  surface  proposée , 
cette  coùriM  détermine  nne  suite  de  plans  tangent  qui  forment  une 
snr&ce dév«41off>aldeinrconscntaàla première 5UrJ^e,et qni k touche  sui* 
Tantla  comi»  dont  il  s'agÏL  11  est  visible  que  si  on  développe  la  seconds 
Bur&ce  ,  les  elémens  de  la  courbe  en  ses  tangentes  reprendront  la  sitoa- 
tion  respective  qn^U  avaient  sur  le  [dan  primitif  où  ^Ic  était  tracée.  Far 

f*)  Cette  courbe  jouit,  sur  les  inrRicei  oà  elle  est  (racée,  de  propriétés  remar- 
■qaables  ;  od  en  peut  juger  par  celles  dei  grtmds  cercles  dt  la  ^hére ,  par  rapport  aux 
-triangles  et  au  poljrgones  qa'ik  fomieat  sur  c«tte  mrface.;  e'eat  iint  courbe  de  ce  genre 
qui  est  jndiijuée  par  1^  gratads  alignemeiis  tur  la  twface  temstre ,  at  que  dans  plusieurs 
euvrages  on  nomma  ligue  géodètitlUf, 

I.  Sa 
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exemple ,  qne  l'on  plie  librement  sur  la  surface  d'une  spbire;.  une  ligne 
droite  tirée  sur  un  plûi  i  elle  deviendra*  un  grand  cercle ,  le  plan  se 
roulera  en  cylindre,  et  coïncidera  avec  la  surface  de'Teloppable  fonnésr 
par  les  intersections  consecutÎTes  des  plans  tangens.  à  la  sphère  ^jaoçnéa 
par  tôuâ  Us  points. Se  la  circonférence  du  grand  cercle  dont  ctn^yietit 
de  parler.  Cette  suriFacèdéveloppaÈle  est  un  cylindre  droit,  puisque  tous 
les  plahs  qui  la  touchent ,  étant  perpendiculaires  k  quelqu'un  des  rsypas 
de  sa  base,  sont  aussi  perpendiculaires  à  cette  Base, 

Ainsi  donc,  Iorsqu*on  se  proposa  a  aplanir  une  courie  tracée  ^ur.une 
surface  qùèVso'tufue ;  ~on  développe  en  même- terres  la  suifâce  formée. par 
lassernblage  des  plans  <jui^  touchent  la  prerpièr*.  surface  suivant  ,cette 
courbé;  et  lorsqu'on  veut  appliquer  une  courbe  plane  sur  cette  première- 
turfacé'/ oh  détermine  en  m^e'tçmps, une' surface  dév'eloppa&le^i  bti^sl 
eirconscrite ,  et  qui  là  touche  suivant,  la  courbe  appliqués.  Si  kt  surfîice 
donnée  est  développable,  de.  quelque  aaanièrê  .que  l'on  passe  .  d'un 
pCHnt' i  son  conse'cutif ,  ,on  ne.  peut  le  Étire  sans  que.rintersecUon 
des  deux  plans  fan^ns^  ne  sok  couchée  dans  toqte  spn  étendue  sur 
cette  surface,  et  les  dea«  snr&ces  n'en  font  {Jus  qn'one  ^enle.  Bans 
ee  cas  ,  les  équations  des.  .aràtes ,  rapportées  daqs  le  n'  561 ,  de- 
viennent indépendantes,  de  celle  de  la  eourhe.  proposée  ;  mais  dans 
l'antre  cas,  ces  mêmes  équations  ne. pouvant  ^tre  délivrées'  des  diffé- 
rentielles, qu'en. faisant  usage  des  équations  de  la  courbe,  n^itppar- 
tiennent  alors  qu'aux  intersections  consécatÏTes  det  pUQ&  qui  toiuth^nt^ 
•uîvant  cette  courbe,  la  ^wface  doimée>- 


Z64,  Une  courbe'  poiiyaot  Atre  trace'e  sur  un  nombre  infini  de  sur&ces 
âeTelQppables ,  est  par  coi^séquent  susceptible  d'un^pareil  nombre  de 
transformations  par  le  dcT^opipemcnt.  de  ceS'  surfaces }  et  de  là  vésnlte 
cette  ipiestion:  Étant  .dpnnées  dettx  courbes,  F  une  sur  un  plan,  tautre 
dans  l'espace,  trouver  sur  quelle  su^aee  U  faudrait  plier  la  preimère  pûw 
produire  la  seconde.     ,  ,  f    ■  ..'-  ...  - 

Les  formules  obteaues.dans  rlas  artÉcles  piiécédens<,  fomnissent.ïs 
moyen  d'exprimer  analytiquement  las,  conditions  du  prol^me  ;  mais 
sa  solution  exige,  l'empliû.  du  «alcul  intégral,  et  ne  saurait  par  cons^'-r 
quent  trouver,  place  ki. 

En  considéram  leS'  snvface^  que  déonv^it  les  l%nes  tracée»  sar  de» 
«nrfeces  déyeloppables^qg^qu'on  étend  celles-ci  sur  un  plan,  on  ftît 
naître  encore  des  prc^lèmes  curieux,  qui  peiïTent  se  résoudre  par 
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Tapplicatioa  des  méthodes  exposées  dans  ce  chapitre.  Les  leetenrs  qui 
se  plaisent  à  ce  genre  de  recherches,  pourroritconniUèr  fés  Mémoires 
<léjà  cit^s,  dé  M.  Monge  et  de  M.  Lancret.  Ce  dei^r  a'iionné  l'éfjua- 
tloD  de  la  surface  rectifiante  d'une  courbe  "k  double  Wttroùre  quelconque  ; 
«t  par  Cette  déDOminatloil ,  il  désigne  iiné  su'rfîrcé'  d^Teloppable  passant 
par  la  courbe  proposée,  et  telle,  que  cette  courbe  devient  une  ligné 
droite -lorsqu'on  étend  sur  un  plan,  la  snriace  dimt  il  s'agit.  Il  fait-,  voir  ' 
'que  cette  sur&ce  est  formée  par  les  intersections  stnïbessives  des  plans 
menés  par  lés  -t&ngentës  dé  Xi  courbe  proposée',  perpendiculairement  à 
ses  |4aBS  oscillateurs.  Cette  proprie'té  ^e  manifesté  aussi  par  les  formyles 
du  n*-56l';  car  en  égalant  à  zéro'îe  Viumérai,ciir  de  la  fonction  (V) 
aTanf  it^n  aroir  chûsd  l'un  des  coèfficiens  d^rentiels  p  ou  à,  on  a 
l'éqaaUoa     /   ■  '  >    :       '  -  ^ '=»'   •■       ••    '       ■ 

,  d^'d'x —  drd^  +  9(dzd*x— drd*z)+;>  (dr^î  —  dzd'/)  =  o^ 

qu'on  recoi;in&lt  aisément  pour  Tei^ression  analytiqiK  de  la  perpendt— 
cnlarité  entre  le  plan  osculateur  d'mw.eoufbeii  dooMe  couiiiiire  (547)* 
«t  le  plan  indiqué  par  l'équation  ■'■'■''-'  .]•*■.■ 

■ils  ,,'îca 

plan  qui  touche  là  surface  sur  laquelle  est  tr»:e'e  cette  courbe,  et  qui  par 
conséquent  passe  par  sa  tangente.  Les  surfaces  rectifiantes  )outsseat  en- 
core de  plusieurs  autres  propriétés  remarquables;  mais  les  bornes  dans 
lesquelles  j'ai  dû  me  renfermer,  ne  me  permè'l(ent 'pas  d'entrer  dans 
plus  de  détails  k  cet  égard  ;  je  renyerrai  donc  mes  lecteurs  au  Mémoire 
de  M.  LancréL 


365.  Sï,  considérant  ^-la-fi>is  toutes  les  surfaces  $,Qumises  à  une  même 
^nération  ,  on  n'avait  qu'une  équation  différe^ji^e  partielle ,  ce  qui 
■»e  donnerait  qu'une  relation  entre  p^  q,  Xyjr^  e^jji5,,€t  qu''qn  y  joignit 
l'équation  dz  =  pàx  H-  <fàj ,  ou  ujC  pourrait  par,  .^e^  moyen  déterminer 
^  et  y,  sans  qu'il  n'y  entrât  les  dïfférentielleB  .^^  v^r^Us  x,  j  et  zj 
et  les  valeurs  obtenues  étant  substituées  danj^^s, équUions  du  n'  364» 
ne  conduiraient  qu'à  une  seule  équation  diffôr^tielle  entre  ces  va- 
riables. On  verra  dans  le  second  volume  de.  eeV.Qpivrage  que.,  quoi- 
qu'unique,  l'équation  dont  je  viens  de  parlei^  ^ppo^  implicitement 
deux  de  ses  va^ablçs  dépeudantes  de  la  .tfQi^^>  et  appartient  à 
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une  ËanOle  de  couA»  qui  se  sauraient  se  trouver  toutes  sor  la  mémv 
»ur&ce. 
Cette  circonstance  a  lieu  également  par  rappwt  i  l'équation 

à  celle  qui  termïnfi  la  page  C41 ,  «t  ï 

a»(da:'  +  àj*  +  dï')  =  «•  (d«'  +  ày)  (page  Sg^); 

En  rapprochant  cette  demière^e  ce  qu'on  a  tu  dans  le  n*  S47,  on  rC' 
connaît  qu'elle  appartient  à  toutes  les  courbes  dont  les  taugeçtM  foak 
ayec  le  plan  des  xf^  nu  angle  dont  le- cosinus  est  ég^  à  -. 


r|N  DE  LA  PREMIÈRE  PARtiE. 


DigitizedjDÇ  VjOOQIC 


ERRATJ: 

Kéface,  page  ij,  ligne  âeniiire,reoTie,  lisez  l'enTÎe 

Yii) ,  1 1  en  remontant ,  doiveot ,  Usti  àtyùval 

xiij,  i4t  Sterling,  /ûes  Stirling 

xiv,  i3,  le  problème ,  Usez  ce  probité 

xxî) ,  ^  en  remontant ,  vingt-quatre ,  lisez  quatorze 

XXXV,  17,  le<  dilFéreDcee,  litez  lea  valeurs  des  différenc'a 

10,  SI,  la  plus  petite,  lis.  la  plus  grande  j  la  plus  grande,  Us.  la  plut  petite 

ig  is ,  le  discours  préliminaire ,  lisez  la  préface 

Sa  dem. ,  le  discours  préliminaire  ,  Usez  la  préface 

35  7  en  remont. ,  n"  Zy  et  38,  Usez  n"'  34,  3?  et  38 

53  5  en  remont. ,  A',  /ùes  & 

1Ç3  6,  devant  .^^^  meUes  le  signe  + 

iAûf.  Danj  ^i  note  marginale,  lisez  fonctions  explicites 
l85  Dans  la  note  marginale,  Usez  fonetiona  explicites 
s43  3  en  remontant,  naturelles,  lisez  partielles 

■"58         "9:.  %,  fi»«  % 

3i5  18,  le  discours  préliminaire,  Usez  I«  préface 

373  3,  ^^~,  lisez^  =  - 

'  ax  ox     y 

419  18,  Aj^+By^+Cy^'-i-elc,  lisez  A3^+Bx^+ Cx'*  +  etc. 

ce*  X* 

490  a,  —I ,  lisez  — 

4M  4  en  remontant ,  ^  +  A  ,  Usez  _y  +  A' 

43(  g,  ^/ï= — =a  =  jiE,  Usez  JR^~a  =  AE 

43^  S'JhS^^i  Usez  Jtg.  54 ,  et  de  même  à  la  noie  marginale, 

454  4>  ^*  apperçQ,  /ûex  être  immédiatement  apperça 

470  Ajoutez  à  la  note  marginale,  et  des  coordonnées  polaires 

ïbid.  8  en  remontant,  AC ,  lisez  Ac 

487  7  CT  remontant  jjig.  3a,  Usezjig.  34i  «t  <fc  m^me  0  A)  moijgtf. 

536  aa,  tAEx ,  Usez  tAEy 

53^  8,  cosâ  sîn^  cosf ,  lisez  cosâ  coa4  cosf 

SS9 ,  10  et  aS  ,  ^  et  if ,  Usez  A'  et  B' 

577  1 ,  pour ,  Usez  par 

tîog  6  en  remontant,  dépendra.  Usez  dépeoâront 

6ao  n,  TM,  Usez  TM, 

645  "1 ,  A  (x»  +y)',  ù'*e»  A  (3:»+_y/ 
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